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مقدمة الترجمة 


بسم الله الرحمن الرحيم والصلاة والسلام على رسوله الأمين وبعدء 

إن من دواعي السرور والبهجة إحداث مركز للترجمة في جامعة الملكث سعود 
العزيزة علينا وهو أمر كنا نتوقعه منذ زمن طويل من هذه الجامعة التي انطلقت انطلاقة 
إسلامية عربية . كيف لا يكون ذلك في جامعة البلاد التي ولدت فيها العربية وإنتشر 
فيها ومنها الإسلام العظيم . الشكر الجزيل لجامعة الملك سعود وللقائمين على إدارتها 
لهذه الخطوة المباركة التي نرجو أن تعطي» بعد عون الله» ثمارها سريعاً فيترسخ 
التدريس باللغة العربية » لغة القرآن الكريم وأن تكون فاتحة خير لهذه الأمة ولتقدمها 
العلمي . ونأمل أن يحذو حذوها جامعات أخرى في المملكة ومن البلاد العربية 
الأخرى كما نأمل أن تقنع جامعات عربية غير قانعة بإمكان التدريس بلغة بلادهاء 
بأن اللغة العربية لغة واسعة قادرة على إستيعاب جميع العلوم الحديثة» بجهود أبنائها 
ودأبهم على الترجمة إليها والكتابة فيها . سدد الله الخطى لما فيه خير هذه الأمة المنكوبة 
من بعض أبناتها . 

يحتل الجبر الخطي مكاناً متميزاً في الرياضات المعاصرة؛ فهو أساسي في أغلب 
البراهين» تقوم عليه الهندسة والجبر و التحليل والميكانيك . و لقد أصبح مستنداً لكثير 
من الأبحاث الفزيائية واستخدم بشكل واسع في العلوم الأخرى من طبيعية وإنسانية 
. لقد أصبحت الرياضيات دراسة متجهة» يدخل فيها المتجه وفضاء المتجهات 
وعملياتها في قاعدة كل فرع من فروعها . 


b 
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)4 الخطى وتطبيقاته 


تقوم أكثر الحسابات الرياضية والفزيائية على تطبيقات الجبر الخطي» Oly‏ 
كثيرامن مسائل الهندسة المعمارية والهندسة الميكانيكية لا يمكن حلهاً حالياً إلا باستخدام 
فضاء المتجهات ومفهوم المصفوفات وهما مفهومان أساسيان من مفاهيم الجبر الخطي . 
يمكننا أن نصف العصر الحاضر بأنه عصر الحساب . يدخل الحساب في كل شئ» في 
حل المسائل الرياضية المعقدة» والمسائل الفيزيائية الدقيقة» في الإقتصاد colar Vy‏ 
في التجارة وإدارة الأعمال . كل ذلك تطبيقات لمفاهيم الجبر الخطي . 

و لقد أراد مؤلف هذا الكتاب إستخدام الجبر في كل شئ حتى في تنظيم فرق 
كرة القدم وفي أغلب الألعاب. لا نريد هنا عرض محتويات هذا الكتاب فإن في 
مقدمة المؤلف ما يكفي . 

لا تزال المكتبة العربية شبه خالية » إن لم نقل خالية LE‏ من كتاب في الجبر 
الخطي التطبيقي» رغم ما لهذا الموضوع من أهمية كبيرة في خدمة فروع العلم المختلفة . 
لقد قمنا بتوفيق من الله تعالى» بترجمة هذا الكتاب آملين أن يسد جزءاً ولو يسيراً من 


الحاجة . 
نريد أن نذكر قبل الإنتهاء» بعض الإلتزامات التي أخذنا بهاء دون غيرهاء 
خلال الترجمة 


١‏ - إلتزمنا بالملصطلحات التي أقرها مكتب تنسيق التعريب التابع لجامعة الدول 
العربية» فان لم نجد حاجتنا أخذنا بمصطلحات التعليم الثانوي في المملكة العربية 
السعودية» و إلاء بمصطلح بلد عربي أو اجتهدنا برأينا آملين أن يكون صائبا . 

-Y‏ ترجمنا كلمة comer‏ الإنكليزية» المستخدمة كثيراً في هذا الكتاب بقرنة 
(قرنات) وهي كلمة عربية حملها مجمع اللغة العربية بالقاهرة» المعنى الجديد الذي 
نريده وقد استعملت هذه الكلمة في جامعة الرباط . 

inequality فضلنا كلمة (متراجحة) على كلمة (متباينة ) ترجمة لكلمة‎ -Y 
. للدلالة على التراجح وتركنا (متباينة ) لعدم التساوي الذي رمزه ءه‎ 

ع - ترجمنا كلمة dimension‏ ببعد إذا كانت تخص فضاءاً ذا بعد واحد وبعدد 


مقدمة الترجمة ك 


أبعاد (أو سعة) إذا كانت تصف فضاء متجهات ذا أبعاد متعددة . خاصة وأن الكتاب 
قد استخدم هذه الكلمة من أجل بعد واحد وذكر فراغاً ذا بعدين وآخر ذا ثلاثة أبعاد . 
ه- استخدمنا كتابة الهمزات كما هي مرسومة في القرآن الكريم وذلك إستناداً 
إلى OLS‏ الأستاذ الشيخ مصطفى الغلاييني «قواعد اللغة العربية» بصورة خاصة من 
أجل كتابة الهمزة المتوسطة التي أصلها متطرفة . 
هذا ما أمكننا القيام به» بتوفيق من الله تعالى » نأمل أن يكون عملنا هذا خالصاً 
لوجهه الكريم وأن يكون مفيداً» والله سبحانه من وراء القصد. 


المترجمان 
الدكتور محمد عادل سودان و الدكتور حسن محي الدين حميدة 


المقدمة 


يعد الجبر الخطي موضوعاً تصورياً وهو من ناحية أولى جميل وواضح . فإذا 
كانت لديك ثلاثة متجهات من فضاء ذي VY‏ بعداً» فقد يمكنك إدراكهاء لكن من 
الصعب إدراك تركيب لها مثل : الأول + الثاني - مثلي الثالث» إلا أن ذلك يبقى 
bse‏ لا يمكن لأحد أن يتصور جميع التراكيب المماثلة . ولكتناء بطريقة أو بأخرئ: 
سنبدأ بإدراك ذلك في هذا المقرر. cle‏ لا يكن لتركيبات هذه المتجهات الثلاثة أن 
تغطي الفضاء ذا الاثني عشر بعداً . 

الجانب الآخر للجبر الخطي هو كونه ضرورياً وقابلاً للإستخدام . قبل عشر 
سنوات» كان يعلم بصورة مجردة وكانت الأهمية الحاسمة لهذا الموضوع مفقودة. لا 
يمكن لثل هذا الحال أن يستمر . فقد أصبح الجبر الخطي أساسياً وتطبيقياً مثل حساب 
التفاضل والتكامل» ولحسن الحظء فإنه أكثر سهولة؛ وكان لا بد للمناهج من أن 
تتطور . لقد أصبح الآن من المقبول» بصورة شاملة» أن الجبر الخطي مقرر أساسي 
ضمن مقررات السنتين الأولى وقبل الأخيرة في الكليات بوصفه متطلباً للهندسة 
والعلوم» وجزءاً أساسياً من الرياضيات . 

هدف هذا الكتاب بيان هاتين الناحيتين معا - جمال ال بر الخطي وقيمته العلمية . 

لن تكون جهودنا مركزة على النظريات وبراهينها رغم وجود ريا ضيات فيها . 
لن يكون التأكيد على دقة التعبير كبيراً ولكن الإهتمام بالفهم كبير . أحاول التفسير 
أكثر من الاستنتاج . تقدم الفكرة في الكتاب وكذلك في الدرس» بالأمثلة. سوف 
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ن الجبر الخطي وتطبيقاته 


تدرك ذلك عندما تتعامل مع الفضاء الجزئي . سوف تتطور القابلية للمحاكمة الريا 
ضية إذا أعطيت حقها من العمل . ومع SUS‏ فإن الفكرة الأساسية للجبر الخطي 
ليست ذات صعوبة كبير ة. 

أحب أن أقول» بوضوح» أن هذا الكتاب هو كتاب حول الرياضيات» و ليس 
كله تعابير مخففة بحيث يفقد غرضه الذاتي . وإني لا أعتقد أن الطالب والأستاذ يريدان 
منه مقرراً فارغاً؛ إذ يكن لثلاث ساعات في الأسبوع أن تنهي كمية لابأس بها شرط 
أن يساعد الكتاب في إنجاز ذلك . آمل وأعتقد أنك سترى من خلال الأسلوب 
الشخصي والمألوف لهذا Ob‏ أنه كتب لتعليم رياضيات حقيقية . كما أن هناك 
مقاطع يمكنك إهمالها وشروحاً لست بحاجة إليهاء ولكن» لا يمكنك أن لا تلاحظ 
القوة الأساسية لهذا الموضوع ٠‏ إنه يتتقل بصو رة طبيعية وسهلة من المستقيم أو الممستوي 
إلى الفضاء ذي Randi‏ هذه الخطوة ريا ضية على أحسن وجه ويمكن لأي طالب 
أن يتقبلها . 

هناك سؤال يصعب تأ جيل الجواب عنه : كيف ينبغي أن يبدأ المقرر؟ يأتي كثير 
من الطلاب إلى السنة الأولى وهم يعرفون بعض الشيء عن المعادلات الخطيةء لذا 
أعتقد أن علينا أن نبدأ ب 2 معادلة no‏ مجهولاً. Ax = ١‏ وبالطريقة الأكثر سهولة - 
الحذف الغاوسي (وليس بالمحددات) . سيكون ذلك مقدمة مثالية لضرب المصفوفات . 
خسن الكت سحت رفانت افر واقيصة UE allel‏ سد EPERE‏ 
يطلب فهمها» وهي جديدة بالنسبة لكل طالب تقريباً. على المرء أن يدرك أنه مثلما 
انتقل الحذف من المصفوفة الأصلية إلى مصفوفة مثلثية عليا لاء فإن A‏ تصبح محللة 
الى مصفوفتين مثلثيتين ALU‏ 

هذه الملاحظة ليست غامضة ومن السهل التحقق من صحتهاء ولها أهمية كبيرة 
من الناحية العملية . بالنسبة لي إنها أحد مؤشرات مقرر جديء إنها الخط الفاصل بين 
العرض الذي يتعامل مع العمليات السطرية فقط وذلك الذي يستدعي RE‏ . 

هناك مسألة أخرى» هو إيجاد السرعة الملائمة . إذا كان الحساب المصفوفي 


المقدمة wo‏ 
مألوفاً» فإنه ليس من الضروري أن يكون الباب الأول بطيئا جداً . أما الباب الثاني 
الذي يحتاج إلى عمل أكبر وهذا يعني عملاً من نوع آخر-ليس ذلك إجتراراً للاعداد 
وهو ما يقوم به الحاسوب. بل فهم للنظام Ax=b‏ الذي يبدأ بالحذف ويتقدم بعمق. 
على الطالب أن يدرك أن جهاز السرعة قد تغير ؛ الأفكار تتقدم . عوضاً عن متجهات 
قائمة بذاتهاء أصبحنا نحتاج الى فضاءات متجهات . إنني على قناعة تامة من أن 
الفضاءات الحزئية الأربعة - فضاء أعمدة cA‏ فضاء أسطرها و القضائين الصفريين ل 
CATA‏ هي الطريق الأكثر فاعلية لتوضيح الإرتباط والإستقلال الخطيين وفهم كل 
من «الأساس» و «عدد الأبعاد». لقد وضحت هذه الأمور بتد رج ولكن بثبات. 
لقدكونت أمثلة بطريقة طبيعية تماماً وكانت أيضاً أساساً لدراسة Axab‏ .يمكننا أن نقدم 
مثالاً نبين فيه كيف يكن رؤية فكرة ما بطرق مختلفة ؛ إنه الخطوة الأساسية لضرب 
مصفوفة A‏ بمتجه ×. في المستوي الأول» AX‏ يشل أعداداً» في المستوي الثاني » سيكون 
تركيباً لأعمدة 4 . في المستوي الثالث» إنه متجه من فضاء الأعمدة. (لقد تصورنا 
فضاء متجهات يحوي جميع التراكيب وليس هذا المتجه فقط) . عند الجبريين» BEA‏ 
تحويلاً خطياً و Ax‏ هو نات تطبيق ذلك على ×. الفضاءات الأربعة كلها مهمة» وعلى 
هذا الكتاب أن يقوم بالربط فيما بينها . 
تعد الفصول من الأول حتى الخامس» فعلاً» قلب مقرر الجبر الخطي . إنها 
تحوي عدداً كبيراً من التطبيقات الفيزيائية والهندسية» الاحتمالية والإحصائية» 
الاقتصادية والحياتية . لم تقدم هذه التطبيقات في النهاية بل كانت جزءاً من الرياضيات . 
لقد كانت الشبكات مصدراً رائعاً للمصفوفات المستطيلة » وبصورة رئيسية» في 
الهندسة وعلم الحاسوب» وكذلك أمثلة مثالية للتعليم . رغم ما تقدر الرياضيات على 
فعله ورغم ما يقدر الجبر الخطي على فعله؛ فإنه من الضروري رؤية النماذج المختبئة» 
إلى حد ماء في التطبيقات . يستخدم هذا الكتاب الرياضيات البحتة لتعليم الرياضيات 
التطبيقية . أعتقد أن الكلية قادرة على هذا التحول وأن تعلم ما يحتاجه الطلاب . الجهود 
حتماً مكافأة . 


2 الجر الخطي وتطبيقاته 


إذا نظرت في الطبعة السابقة فإنك ستجد تغييراً . البند(١-١)‏ معتاد ولكن 
الأمر ليس كذلك من أجل البند(؟1-١).‏ من المؤكد أن الروح لم تتغير: هذا المقرر 
حيوي OV‏ موضوعه كذلك . بسبب تعليمي ob)‏ باستمرار» فقد وجدت سلسلة كاملة 
من التحسينات - قي التنظيم والتمارين (مئات منها جديدة VU‏ ضافة إلى سعة مداها)» 
والمحتوى؛ تصبح معظم هذه التحسينات ملموسة من خلال تعليم هذا الموضوع - 
عند الشرح الصحيح أو التدريب» يظهر الفرق بين الطبعتين . أذكر تغييرين ظاهرين 
في الفهرس : لقد دمجت التحويلات الخطية بالنص ووجد بند جديد (إختياري) يتعلق 
بتحويل فوريه السريع . يكن أن يكون ذلك هو الخوارزمية البارزة في الرياضيات 
المعاصرة وهي طريقة رقمية ثورية . إنها ليست سوى طريق سريع للضرب بمصفوفة 
معيّنة! يمنك أن ترى LS)‏ فعلت أنا) أن هذه الفكرة موجودة ومهمة. من الحبور أن 
يكتشف المرء كيف تلاء مت هذه الطريقة مع الجبر الخطي . (وكيف أدخلت الأعداد 
المركبة) . 

إن ذلك هو المقرر الأول في الجبر ا لخطي . فالجانب النظري مبرر ومدعم 
بتطبيقات أصيلة . في الوقت ذاته» الهدف واضح والأسباب مبرهنة . بعد أن يتناول 
الباب الثاني» بعد GIH‏ و A!‏ » مفهوم فضاء المتتجهات ٠‏ يتركز الباب الثالث على 
التعامد. يفهم ذلك» هندسياء قبل القراءة الأولى. من الناحية الجبرية» الخطوات 
معتادة ولكنها حاسمة - معرفة متى تكون متجهات متعامدة ومتى يكون فضاءان جزئيان 
متعامدين أوكيف يسقط على فضاء جزئي أو كيف ينشأ أساس قائم . لذاء لا تبخس 
هذاالفصل حقه . يقدم الفصل الرابع المحددات وهي الصلة الرئيسية بين AX=b‏ و AX‏ 
Ax‏ =. إنها تعطي معياراً لقابلية العكس» الأمر الذي يظهر القيم الذاتية ويمثل آخر 
خطوة ضخمة من المقرر . 

يقدم الفصل الخامس التقطيركمقدمة لشكل جوردان . تأخذنا القيم الذاتية 
والمتجهات الذاتية» مباشرة» من مصفوفة 4 إلى قواها*۸ . إنها تحل معادلات تتطور 
مع الزمن - مسائل ديناميكية - خلافاً للمسألة المتزنة Ax=b‏ إنها تحمل معلومات 


Er المقدمة‎ 


ليست ناتجة» بصورة واضحة» عن المصفوفة ذاتها - لمصفوفة ماركوف 1= .۸ في 
مصفوفة قائمة جميع القيم الذاتية |A |= ١‏ ولمصفوفة متناظرة قيم ذاتية حقيقية . إذا 
امتد مقررك إلى بدء الفصل السادس» فإن الترابط بين القيم الذاتية والمحاور 
والمحددات للمصفوفات المتناظرة يجعل الموضوع متصلاً بدون انقطاع . (البند الأخير 
من كل فصل إختياري) . يعطي » بعد ذلك الباب السابع عناية أكثر تركيزاً للجبر ا خطي 
العددي الذي أصبح أساساً للحساب العملي . إنني أعتقد أن نظرة وجيزة للفصل 
الثامن » رغم كونها جديرة بالاهتمام» تعتبر مقدمة ملطفة للبرمجة الخطية . صفي سعيد 
oY‏ هذا الموضوع يأتي في النهاية ولا يدخل في الإمتحان. 

أحب أن أذكر Cus‏ المعلم وكتاباًآخر. يحوي كتاب المعلم حلول جميع 
التمارين (بما في ذلك تمارين المراجعة الواردة في نهاية الأبواب من الأول إلى الخامس » 
بالإضافة الى أفكار و اقتراحات تتعلق بالجبر الخطي التطبيقي . آمل أن يطلب المعلمون 
نسحا مخ pill‏ : 

(HBJ College Departement, 7555 Caldwell Avenue, Chicago, Illinios 60648)‏ . 
bly‏ أيضاًء من قارئ هذا الكتاب أن يسعى مباشرة إلى الكتاب الثاني وهو الذي 
يدعى Introduction to Applied Mathematics‏ إنه يركب )4 الخطي مع المعادلات 
التفاضلية بنص واحد في الرياضيات التطبيقية المعاصرة والرياضيات الهندسية . إنه 
يحوي تحليل فورييه» متغيرات مركبة» معادلات تفاضلية جزئية» طرائق عددية 
و(حسابات مثالية) - إلا أن نقطة الانطلاق هي الجبر الخطي . لقد نشر من قبل : 

Wellesley - Cambridge Press (P.O.Box 157, Wellesly, MA. 02181) 

وكانت الإستجابة إليه هائلة . لقد أراد كثير من الأقسام تجديد هذا pall‏ لتدريس 
ماهو أشد حاجة . 

إن هذا الكتاب» مثل سابقة» يسعى للتعرف على ما يقدر الحاسوب على عمله 
(دون أن يكون مسيطراً عليه) . إن حل مسألة لا يعني» fai‏ كتابتها بصورة سلسلة لا 
نهائية أو إيجادقانون مثل قانون كرامر» ولكنه يعني إيجاد خوارزمية فاعلة . يحتاج 
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ذلك إلى أفكار جيذة . يبقى الجبر واضحا وبسيطا وثابتاً. في الحذف» كان لعملية 
التعدادء في الفصل الاول» غرض ثان Lal‏ - هو دعم إدراك مفصل nxn DL‏ بتعداد 
فعلي للخطوات . لكني لا أعمل كل شئ في الصف . على النص أن يتمم ويلخص 
المحاضرات . 
بصورة مختصرة نحتاج للكتاب لكي تدرس التطبيقات بصورة متتابعة مختلطة 
مع الريا ضيات الأساسية . هذا هو الكتاب الذي حاولت كتابته . 
في النهاية » فإن هذه فرصة خاصة لشكركم . إنني معترف جداً بالجميل للقراء 
الذين أحبوا هذا الكتاب وتعرفوا على محتواه. كثيرون أولئك الذين كتبوا لي أفكاراً 
و تشجيعات وإنني أكتفي بذكر خمسة أسماء فقط : 
Dan Drucker, Vince Giambalvo,stave kleiman, Bresford Parlett and Jim‏ 
.موز خلف أو لئك حشد كبير من الأصدقاء والنقاد الذين أفتخر بهم . 
لقد ظهرت هذه الطبعة بصورة أقضل مما تعلمه الطلاب والمؤلف . إن من البهجة 
الكبرى العمل مع Sophia Koulouras‏ التي نضدت المخطو 4 و Michael Michaud‏ الذي 
حدد شكل الكتاب وجلده. فوق كل ذلك» أقدم شكري لزوجتي وأولادي ووالدي. 
فهذا الكتاب لهم أيضاً. هل ase‏ أخيراً أن أهدي هذا الكتاب إلى أمى وأبي اللذين 
قذما الكثير من أجله : شكراً لكما معاً. 
جلبرت سترانغ 
Gilbert Strang‏ 


AD Gre) 


الفصفوفات والحذف القأوسى 


APE 
إن المسألة الاساسية في الجبر الخطي هي ال حل الآني لمعادلات خطية وإن أهم حالات‎ 
. هذه المسألة وأسهلها هي تلك التي يكون فيها عدد المجاهيل مساوياً عدد المعادلات‎ 

لذا سنبدأ بهذه المسألة وهي التي تتكون من n‏ معادلة في « مجهولاً. 

سنقدم » لحل هذه المسألة » طريقتين وهما » بصورة تقريبية » تشبهان ماقدم 
من أجل ذلك في الدراسة الثانوية . تقوم الطريقة الأولى » وهي طريقة الحذف » على 
ضرب المعادلة الأولى من نظام بعدد مناسب وطرح المعادلة الناتجة من المعادلة الثانية 
وإجراء ذلك في بقية المعادلات . إن ذلك يؤدي إلى نظام أصغر مكون من 1-« معادلة 
في 1- « مجهولاً . نكرر هذه الطريقة مرة تلو مرة حتى نصل إلى معادلة ذات مجهول 
واحد يكن حلها مباشرة . لن يكون » بعد ذلك » الأمر عسيراً من أجل ايجاد قيم بقية 
المجاهيل وذلك بالسير بصورة معاكسة . سنقدم بعد قليل مثالاً على ذلك . الطريقة 
الثانية وهي أكثر بريقاً » تستدعي مفهوم المحددات . تمثل هذه الطريقة قانوناً فعلياً 
يدعى قانون كرامر Cramer‏ » يعطي الحل ( القيمة الحقيقية للمجاهيل ) على صورة 
نسب بين محددتين من النوع Xn‏ ليست دوماً هذه الطريقة سهلة كالأمثلة التي 
سنعالجها في هذا الكتاب (3 - أو 4 -: هما الحد الأعلى لقدرة إنسان معتدل ) . 

في الواقع » قد يحوي استخدام هذا القانون محددات صعبة » لذا فان طريقة 
الحذف هي المستخدمة باستمرار لحل أنظمة ا معادلات الكبيرة . سيكون هدفنا الأول» 


\ 
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هو فهم هذه الطريقة التي تسمى عادة بطريقة الحذف الغاوسي . 

إن لهذه الفكرة مظهر سهل خادع وقد اعتاد القارىء من قبل على بعض 
أشكالها . هناك أمور أربعة تجعلها ليست مجرد حذف آلي» سوف نوضحها في هذا 
الباب بالإضافة إلى توضيح الطريقة ذاتها . 

)1( هندسة المعادلات الخطية : ليس من السهل تصور عشرة مستويات من 
فضاء ذي ١١‏ بعداً . ومن العسير رؤية أحدعشر مستوياً من هذه المستويات تتقاطع 
في نقطة وحيدة لكن هذا الأمر سيكون مكناً بطريقة أخرى ‏ يكننا حتماً أن نعمل 
ذلك لمستويات ثلاثة بأبعاد ثلاثة . لذا ينقل الجبر الخطي هذه المسألة إلى ٤‏ أبعاد أو 
١‏ بعداًء عندما يكن للحدس أن يتصور الهندسة ( ويدركها كحقيقة ) . 

(Y)‏ تفسير طريقة الحذف كتحليل لمصفوفة المعاملات 4 : سنقدم التمشي 
المصفوفي لنظام المعادلات الآنية حيث نمثل مجموعة المجاهيل بمتجه × ونظام المعادلاات 
التي عددها po Ibn‏ المصفوفي المختزل = Ax‏ . تكافىء طريقة الحذف تحليل 4 إلى 
جداء LU‏ لمصفوفة مثلثية دنيا./ في مصفوفة مثلثية عليا U‏ . هذه الملاحظة أساسية وكثيرة 
الأستخدام . 

نقدم أولاً المصفوفات والمتجهات بطريقة نظامية بالاضافة إلى قواعد ضربها . 
نعرف أيضاً المنقول AT‏ والمعكوس A?‏ لمصفوفة 4 . 

(") في كثير من الخالات » تجري طريقة الحذف دون صعوبات أو تعديلات . 
لكن» في بعض الحالات الأستثنائية » قد تفشل هذه الطريقة في إيجاد الحل وذلك 
OY‏ نظام المعادلات إما أن يكون قد كتب أصلاً بترتيب خاطىء » الأمر الذي يكن 
تصحيحه بسهولة بالمبادلة بين معادلات هذا النظام» أو بسبب عدم وجود حل وحيد 
لهذه المعادلات . من الممكن» في هذه الحالة» أن لايكون للنظام أي حل أو يكون له 
عدد غير منته من الحلول . نريد أن نعرف كيف يمكن لطريقة الحذف أن تبين كل واحد من 
هذه الامكانات عند الفشل . 
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CE)‏ من المهم أن نحصل على تقدير تقريبي لعدد العمليات الحسابية الضرورية 
لحل نظام معادلات بطريقة الحذف . تعين تكلفة الحساب في كثير من الأحيان الدقة 
في النظام يمكن للحاسوب أن يقوم بملايين من العمليات ولكن ليس أكثر من ترليون . 
وبع د مليوق cd get‏ يكن OF‏ 545 خط التدوير PUN ams) Le pees‏ حساسة 
وغيرها غير حساس) . بدون تجربة جميع التفاصيل كاملة » نريد معرفة أي نظام يظهر 
عملياً ومن منها يحل فعلاً . في كثير من المسائل تتحكم عملية التعداد هذه بالقرار 
المتعلق بعدد المجاهيل التي ندخلها في المسألة ‏ وذلك للموازنة بين الدقة الزائدة في 
النموذج الرياضي مع كلفة الحسابات الزائدة . 

ستكون النتيجة النهائية لهذا الباب » طريقة حذف فعالة بقدر الإمكان. وهذه 
الطريقة هي التي تستخدم دوماً في عدد ضخم من التطبيقات المختلفة . إن فهم هذه 
الطريقة pall‏ عنها بالمصفوفات ‏ مصفوفة المعادلات ¢ المصفوفات التي تؤدي كل 
منها إلى خطوة في الحذف أو مبادلة بين الأسطر والمصفوفتان المثلثيتان النهائيتان L, U‏ 
- هو أساس ضروري لهذه النظرية . 


١‏ 7هندسة المعادلات الخطية 
ستكون طريقة فهم هذا الموضوع بالأمثلة . نبدأ بمعادلتين متواضعتين جداً » 
معترفين بأنك قادر على حلها دون أخذ مقرر في الجبر الخطي . وعلى الرغم من ذلك 
سنعطي غاوس حظاً من ذلك . هناك طريقتان للنظر في هذا النظام » ومقصدنا الرئيسي 
هو رؤيتهما Les‏ 
2x-y =1‏ 
x+y=5.‏ 
المعالجة الأولى تتركز على المعادلتين منفصلتين » بقول آخر بالأسطر . إن ذلك 
هو المعتاد ويمكننا اجراء ه في حالة البعدين» بسرعة . تمثل المعادلة الأولى 1= +2 
مستقيماً في المستوي xy‏ ير المستقيم من النقطتين 1=« و =+ 1=«و 1⁄2=»(وكذلك 


É‏ الخبر الخطي وتطبيقاته 
من النقطتين (1-,0) و )2,3( وجميع النقاط المتوسطة) . تمل المعادلة الثانية 0مستقيماً 
آخر (شكل 1-14) ميله -١‏ -40/4 ويقطع المستقيم الأول في نقطة الحل . نقطة التقاطع 
هي النقطة الوحيدة المشتركة بين المستقيمين » ولذا فهي الحل الوحيد للمعادلتين . 
إحداثياها 0-3 = :د اللذين سنجدهما بعد قليل بانتظام بطريقة الحذف . 

المعالجة الثانية ليست معتادة . تنظر بأعمدة النظام الخطي . المعادلتان المنفصلتان 
هما في الحقيقة معادله متجهة. 


المسألة هي ايجاد تركيب لمتجهات أعمدة الطرف الأيسر» ينتج eed‏ الواقع في 
الطرف الآيمن . هذان المتجهان الثنائيا البعد ODE‏ بخطين أسودين في الشكل )1-16( . 
المجه و لان هما العددان pall x, y‏ وبان بالمتجهين العموديين . تظهر الفكرة كاملة في 
هذا الشكل e‏ حيث جمعنا مثلي العمود الأول إلى” أضعاف العمود الثاني . هندسياً 
يكوّن ذلك متوازي الأضلاع المشهور . جبرياً » ينتج ذلك المنجه الصحيح | ب | الواضح 
في الطرف الأيمن من معادلتينا. يؤكد العمود المرسوم أن الحل هو 3= «,2 -: . 


2 (column 1) 
+3 (column 2) 


(1,5)= 


(x, y) = (2, 3) 


شكل )1 )١-‏ . هندسة الأسطر والأعمدة. 
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لقد قضينا وقتاً كبيراً في هذا مثال » ونريد بالتأكيد الإنتقال قدماً إلى 3 -: . 
سنكون أمام ثلاث معادلات وسيكون هناك تنوع AST‏ . لننظر في : 
Qu+ vt w= 5‏ 
O) 4u-6v =2‏ 
-2u ++ 2w =9.‏ 
يمكننا أيضاً أن ندرس الأسطر والاعمدة ونبدأ بالأسطر. كل معادلة تمثل مستوياً 
في الفضاء ذي الأبعاد الثلاثة . المستوي الأول 5 = Qu ty tw‏ مرسوم في الشكل -١(‏ 
(Y‏ إنه يحوي النقاط (5/2,0,0(,)0,5,0(,)0,0,5). إنه يتعين بهذه النقاط أو بأي 
ثلاث من نقاطه ‏ شرط أن لاتقع على مستقيم واحد. نشير بسرعة إلى 
أن اللستوي. 10=«+«+»2 يوازي ذلك المستوي. النقاط المقابلة 
هي » )5,0,0),(0,10,0),(0,0,10( . كل منهما لا يمر من نقطة الأصل التي هي نقطة المركز 


plane 2u +0 +w=5 


plane 4u — 6v --2 


(1, 1, 2) = point of intersection 
with third plane 


line of intersection 


شكل CY ١(‏ صورة مستقيم تقاطع المستويين 


rel T‏ الخطي وتطبيقاته 


0 = 0.0 = 0.7 = » . بتغيير الطرف الأيمن يتحرك المستوي موازياً لنفسه وإن المستوي 
2u +v+w =0‏ يمر من نقطة الأصل . 

المستوي الثاني هو 2-= «6- du‏ قد رسم رأسياًء لأنه يمكن ل« أن تأخذ أي قيمة . 
يكن أن يكون معامل w‏ صفراً» إلا أن ذلك يبقي المستوي في الفضاء الثلاثي . (لو 
كانت المعادلة 3 = du‏ أو الحالة القصوى 0 = u‏ فانها تبقى ممثلة مستوياً .) . يظهر الشكل 
تقاطع المستوي الثاني مع الأول . هذا التقاطع مستقيم . في الأبعاد الثلاثةء يحتاج المستقيم 
لمعادلتين وفي ال بعداً سيحتاج إلى ۸-1 معادلة . 

أخيراً يقطع المستوي الثالث هذا المستقيم في نقطة . يمثل المستوي (لم يرسم) 
المعادلة الثالثة 9 - -2u +7v +2w‏ ويقطع المستقيم في w=lv=lw=2‏ . هذه النقطة تحل 
النظام الخطي . 

كيف يمكن توسيع هذا الشكل إلى « بعداً. سيكون لدينا n‏ معادلة تحوي n‏ 
مجهولاً. المعادلة الأولى تمثل أيضا «مستوياً ‏ ؛ إنه لم يعد المستوي ذي البعدين المعتاد 
الواقع في الفضاء ذي الأبعاد الثلاثة > بطريقة أخرى» إنه ذو ”-١‏ بعد إنه رقيق جداً 
ومفلطح يقع في فضاء ذي ” بعداً» مع أنه يظهر مجسماً أيضاً . إذا كان الزمن هو البعد 
الرابع » فان المستوي 0 r=‏ يقطع الفضاء ذي الأبعاد الأربعة فينتتج الكون ذو الأبعاد 
الثلاثة الذي نعيش فيه (أو بالأحرى الفضاء حيث كان فيه 0 (r=‏ المستوي الآخر y=‏ 
0 هو أيضاً ذو أبعاد ثلاثة ٠‏ إنه المستوي المعتاد x -y‏ المعروف دائماً والمأخوذ على كل 
زمن . يتقاطع هذان المستويان ذوا الأبعاد الثلاثة . إنهما يشتركان بالمستوي المعتاد x‏ 
-y‏ عند0 .٠=‏ لقد هبطنا إلى بعدين » يترك المستوي التالي مع المستويات السابقة مستقيماً. 
وأخيراً تترك المستويات الأربعة بعضها لبعض نقطة . إنها نقطة تقاطع أربعة مستويات 
من أربعة أبعاد. وهي حل المعادلات الأربعة الأصلية ‏ سأكون منزعجاً إذا سار هذا 


)\( إذا كانت المعادلتان الأوليان 10= ¢2u+v tw =5 , 2u +v +w‏ قان المستويين لايتقاطعان ولن 


يكون هناك حل . 


المصفوفات والحذف الغاوسي v‏ 


المثال إلى أبعد من النسبية . النقطة المهمة هي أنه يمكن للجبر الخطي أن يتعامل مع أي 
عدد من المعادلات . المعادلة الأولى تنتج مستوياً ذا 1-” بعد في فضاء ذي n‏ من الأبعاد . 
تعين المعادلة الثانية مستوياً آخر» ويتقاطع Olia‏ المستويان (آمل ذلك) في مجموعة 
أصغر ذات 2-20 بعداً» . إذا فرضنا أن كل شيء يسير على مايرام» فكل مستو جديد(كل 
معادلة جديدة) تنقص ote‏ الأبعاد واحداً. في النهاية» غندما تخل جميع المستويات 
ال بالأعتبار سيكون بعد التقاطع صفراً. إنه نقطة واقعة في كل واحد من هذه 
المستويات وإن إحداثياتها تحقق المعادلات الأصلية . إنها EI‏ الشكل حدسي ‏ 
الهندسة تحتاج إلى عون من الجبر- ولكنها صحيحة بصورة أساسية . 


متجهات أعمدة : 
لننتقل إلى الأعمدة . في هذه المرة» المعادلة المتجهة (المعادلة ذاتها كما في )١(‏ 

a 

1 


-6 
7 


إنها متجهات أعمدة ثلاثية الأبعاد. للمتجه b‏ الواقع في الطرف الأهن 
المركبات 2.9-,5 . تسمح LI‏ هذه المركبات برسم متجه . يتطابق هذا المتجه مع النقطة 
التي إحدائياتها 5,2,9 . كل نقطة من الفضاء الثلاثي الأبعاد توافق متجهاً والعكس 
بالعكس . هذه هي فكرة ديكارت الذي حول الهندسة إلى جبربالتعامل مع إحداثيات 
النقطة . يكن كتابة المتجه في عمود أو Ke‏ إدراج مركباته مثل (2,9-,5) b=‏ أو متنا 
alte‏ هندسياً بسهم منشأ من نقطة pro‏ سنستخدم طوال هذا الكتاب قوسين 


(Y) 


u FU +w 


2 
4 
-2 


)1( يفضل بعض المؤلفين أن نعتبر السهم هو المتجه ذاته ولكننا نعتقد أن ذلك غير مهم ؛ يمكنك أن 
تختار السهم أو النقطة أو الأعداد الثلاثة . (كلها تنطلق من نقطة الأصل (0,0,0)) . في الأبعاد 
الستة» من المحتمل أن يكون الأسهل اختيار الأعداد الستة . 


5 
0 = linear combination 
9 


() (1) 


شكل )-١(‏ . صورة عمود : تركيب خطي لأعمدة يساوي b‏ . 
وفواصل عندما نعرض المركبات أفقياًء وحاضتتين قائمتين (بدون فواصل) عند وضع 
چە عمو قر Lisl‏ 

OLS OLS Lage‏ جمع المتجهات والضرب بعدد» فانك تلاحظ في 
الشكل 1-4 أن جمع المتجهات يجري مر كبة فمركبة : 


) 


5 
0 + 
0 | 


0 
0 
9 


5 
+ -2 |. 
9 


2 
0 
في الشكل الأيمن ad‏ الضرب بالعدد (۲) (سيكون حاصل ضرب المتجه بالعدد 

(Y-)‏ متجهاً في الاتجاه المعاكس) : تظهر في الشكل الأيمن كذلك الفكرة الأساسية 
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للجبر «bd‏ إنه يستخدم معاً العمليتين الأساسيتين؛ ضرب المتجهين بعددين 
ثم جمع الناتجين . يدعى EU‏ تركيبا خطيا وفي هذه الحالة» فإن التركيب الخطي هو : 


+ 


2 
4 
2 


إنك تدرك معنى هذا التركيب الخاص» إنه يحل المعادلات (۲). تطلب هذه 
المعادلة قيم المضاريب ٠.٠.١‏ التي تنتج الطرف الأيمن هذه الأعداد هي 2- - 1ك ,1ك ؛ . 
أنها تعطي التركيب الصحيح لتجهات الأعمدة وهي تعطي النقطة )1,1,2( على صورة 
سطر (حيث تتقاطع المستويات BIS‏ 

ينفذ الضرب والجمع على كل مركبة بصورة منفصلة . لذا فالتركيب يكون UR‏ 
شرط أن يكون للمتجهات العدد نفسه من المركبات . لاحظ أن لأي متجه في الشكل 
ثلاثة أبعاد حتى لو كان مجموع مركباتها يساوي الصفر . 

يجب أن لاننسى هدفنا. إنه النظر فيما فوق بعدين أو ثلاثة» في فضاء ذي / 
بغداً. في نظام ذي « معادلة في n‏ مجهولاً يوجد n‏ مستوياً على صورة أسطر . يوجد 
أيضاً × متجهاً على صورة أعمدة» بالاضافة إلى المتجه b‏ في الطرف الأين . تتطلب 
المعادلات تركيباً خطياً للمتجهات» التي عددها n‏ يساوي b‏ في هذا المثال» قد وجدنا 
مثل هذا التركيب (ولا يوجد غيره) . لكن من أجل بعض الأنظمة قد يكون ذلك 
مستحيلاً . بصورة ظاهرها التناقض » يقال : لكى نفهم الحالة الجيدة علينا أن ندرس 
الحالة السيئة . لذا سنعمد إلى الهندسة » Sad‏ عندما نفشل في e JH‏ في الخالة التي 
تدعى الحالة الشاذة. 

: لنلخص‎ Voi 


صورة سطر : تقاطع n‏ مستوياً. 
صورة عمود: الطرف الاين هو تركيب لمتجهات الأعمدة . 
حل المعادلات : نقطة تقاطع المستويات = معاملات تركيب الأعمدة . 


Nie‏ الجبر الخطي وتطبيقاته 
الحالة الشاذة : 

لنفرض أننا من جديد في الأبعاد الثلاثة» وأن المستويات الثلاثة الظاهرة على 
صورة أسطر لا تتقاطع . ترى هل Xe‏ متابعة الخطأ؟ أحد الامكانات e‏ وقد ذكر 
EL‏ أن يكون مستويان منها متوازيين . يمكن لمعادلتين مثل 5= g2utvew‏ 
4u +2v+2w =1‏ أن تكونا غير متسقتين . ولا يوجد في هذه الحالة حل (الشكل ١-4‏ 
الصوزة الأخيرة). 

في المسألة ذات البعدين» حيث AÈ‏ مستقيمين عوضاً عن مستويات» فإن ال حالة 
الوحيدة الفاشلة هي ا حالة التي يكون فيها المستقيمان متوازيين» وتكون عندئذ المسألة 
شاذة. إلا cal‏ في الأبعاد الثلاثة» قد يقع اضطراب في المستويات BAI‏ دون أن 
يكون هناك تواز . 

تظهر المشكلة الجديدة في الشكل١-4ب.‏ كل المستويات الثلاثة قائم على 
صفحة الكتاب؛ بالمنظر الخارجي» إنها تكون مثلثاً. يتقاطع كل زوج من هذه 
المستويات» ولكن لاتوجد نقطة مشتركة بين هذه المستويات PELI‏ هناك حالة 
أكثر نموذجية من حالة توازي المستويات» تقابل نظاماً شاذاً مثل النظام : 


WKAR 


all parallel line of intersection no intersection two parallel 


(>) (x) (Lo) (i) 


شكل )1-£( حالات شاذة : لايوجد حل أو يوجد عدد غير منته من الحلول . 


. المستوي الثالث لايوازي المستويين الآخرين» بل يوازي مستقيمهما المشترك‎ )١( 


المصفوفات والحذف الغاوسي \\ 


(Y) u+v+ w=2 
2u +3w =5 
3u+v+4w =6 
مجموع الطرفين الأولين يساوي الثالث . هذا الأمر غير واقع في الأطراف اليمنى‎ 
مجموع المعادلة الأولى مع الثانية مع مثلي الثالثة يعطي قضية مستحيلة 0-1 . لذلك‎ . 
. تكون هذه المعادلات غير متسقة. سننظر ذلك بصورة نظامية بالحذف الغاوسي‎ 
هناك نظام شاذ آخر » قريب من النظام السابق» له عدد غير منتهه من الحلول‎ 
عوضاً عن حل واحد . إذا أصبح العدد (6) في المعادلة الأخيرة )7( وإذا ركبت هذه‎ 
OY المعادلات» بالطريقة السابقة» فانه ينتج عن ذلك 0-0 . يظهر ذلك صحيحاًء‎ 
المعادلة الثالثة هي مجموع المعادلتين الأوليين في هذه الحالة يكون للمستويات الثلاثة‎ 
ج). تأثير تغير الطرف الثاني يؤدي إلى تحريك المستوي‎ ١-4 مستقيم كامل مشترك (شكل‎ 
موازياً لنفسه ومن أجل الطرف الثاني (2.5.7)=ط» يصبح الشكل بغتة مختلفا . بتتحريك‎ 
مستقيماً . المسألة أيضاً‎ JH ويكون‎ bee المستوي الأدنى إلى الأعلى ليلاقي الآخرين‎ 
. من كثرة الحلول المفرطة بدلاً من قلتها الفاحشة‎ OV شاذة ولكنها تعاني‎ 
طبعاً تقع حالة قصوى لثلاث مستويات متوازية . من أجل أغلب الأطراف‎ 
اليمنى لاتوجد حلول (شكل ١-5د). لكن هناك حالة خاصة» وذلك عندما تكون‎ 
الأطراف اليمنى مثل (0:0,0)-8-يكون الحل عندئذ مستوياً كاملاً  لأن المستويات‎ 
f الثلاثة تصبح مستوياً واحداً.‎ 
ماذا يحصل لصورة العمود عندما يكون النظام شاذاً؟ يوجد أيضاً ثلاثة أعمدة‎ 
: b في الأطراف اليسرى من المعادلات» أيضاًء وسنجرب تركيبها لنحصل على‎ 


€3) 


١‏ الجبر الخطي وتطبيقاته 


من أجل » (2,5,7)-5 الأمر نمكن وهو غير Se‏ من أجل (2.5.6)-5. السبب هو 
أن هذه الأعمدة الثلاثة تقع في مستو واحد» لذا فان أي تركيب لها يقع في هذا المستوي 
Lal‏ (الذي يمر من نقطة الأصل) . إذا لم يكن « واقعاً في هذا المستوي» فانه لا يوجد 
حل للنظام . وهذاء إلى حد بعيد » أكثر الوقائع المشابهة ؛ 


columns columns 
ina ina 
hb not in plane plane b in plane plane 


(a) no solution (b) infinity of solutions 
1 شاذة ا داخل أو خارج مستوي الأعمدة‎ CYL. (o-\) شكل‎ 


ليس للنظام الشاذ بصورة عامة حل . لكن هناك احتمال أن يقع BD‏ مستوي 
الأعمدة» ويكون في هذه الحالة عدد كبير مفرط من الحلول . في هذه الحالة يمكن 
للأعمدة الثلاثة أن تركب بعدد غير منته من الطرق لتنتج المتجه. يعطي ذلك مخ طط 
الأعمدة 1-50 الذي يقابل مخطط الأسطر ٤-١‏ ج 

إن ذلك قضية صحيحة ولكنها لم تبرر بعد. كيف نعرف أن ثلاثة أعمدة تقع 
فى مستو واحد؟ أحد الأجوبة هو إيجاد تركيب لهذه الأعمدة يساوي الصفر. 
وات > نجدأن 2-- م1 :3 = cu‏ وثلاثة أمثال العمودالأول تساوي العمود 
الثاني + مثلي العمود الثالث . والعمود الأول واقع في مستوي الآخرين . وليس 
سوى عمودين منها مستقلين . عندما gi‏ عمود مثل (2.5.7)= 0 أيضاً في هذا المستوي 
يساوي العمود الأول + العمود الثالث -فانه يكن حل النظام . مع ذلك »يوجد 
كثير من التراكيب الأخرى الممكنة . المتجه b‏ نفسه يساوي E‏ (العمود١‏ )-(العمود؟)- 
(العمود”). وذلك باضافة (2-,1-.3) إلى الحل السابق الذي أعطى ضفرا . لأنه 


المصفوفات والحذف الغاوسى y‏ 


يمكننا أن نضيف إلى الحل أي مضاعف ل(2-,1-,3) . وهكذا نجد أن الحل مكون من 
مستقيم كامل - كما رأينا بطريقة الأسطر. 

إن ذلك إقناع عددي ولكنه ليس السبب الحقيقي الذي جعلنا نتوقع وقوع 
الأعمدة في مستوي . الحقيقة هي أننا عرفنا أنه يكن للأعمدة أن تت ركب لتعطي صفراً 
لأن الأسطر فعلت ذلك . إن ذلك أمررياضى وليس من الحساب-وإنه يبقى صحيحاً 
في ۸ بعداً . إذا لم يكن ل ۸ AS te al jae‏ قان gin I tes‏ فى oly gone‏ 
إذا فشلت الصورة السطرية » حصل الأمر ذاته للصورة العمودية . إن ذلك نتيجة أساسية 
للجبر الخطي وهي تظهر الفرق بين الفصل الأول والثاني . يدرس هذا الفصل معظم 
المسائل المهمة DAI‏ غير الشاذة ‏ عندما يكون هناك حل واحد يمكن حسابه . يدرس 
الفصل الثاني الحالة العامة حيث يمكن وجود كثير من الحلول أو لايوجد أي حل . في 
كل من ال حالتين. SEY‏ المتابعة دون رموز ملائمة (الرمز المصفوفي) وطريقة ملائمة 
(الحذف). بعد التمارين» ستبدأً بهذه الطريقة . 


تمارين 
01١1-1-١‏ ارسم من أجل المعاذلات» 4-«+بم» 22-4-+2 صورة سطرية 
(مستقيمان متقاطعان) وصورة عمودية (تركيب للعمودين يساوي المتجه 
العمود (4,4) الواقع في الطرف الأيمن) 
۲-۲-١‏ حل النظام المثلثي غير الشاذ بين أن حلك يعطي تركيباً في الأعمدة 
يساوي المتجه الأيمن . 
u+v+w=b,‏ 
v+w=b,‏ 
web.‏ 


uty +w +z = 6 +w + =4, tw = 2 : تقاطع المستويات الثلاثة‎ wre Y-Y-\ 


1١ 


الجبر الخطي وتطبيقاته 


خالية؟ ما هو التقاطع إذا كان المستوي الرابع هو 1- -؟ 
ارسم المستقيمات الثلاثة 


yel. 
للحل آنياً؟ يحصل للشكل إذا كانت الأطراف‎ LG هل هذه المعادلات‎ 
اليمنى أصفاراً؟ هل يوجد اختيار غير صفري للأطراف اليمنى يسمح‎ 
المستقيمات الثلاثة بالتقاطع في نقطة واحدة ويكون لهذه المعادلات‎ 
حل؟‎ 
xty +2 + =1 ,/-0, أوجد نقطتين من مستقيم تقاطع المستويات الثلاث‎ 
. تمن الفضاء ذي الأبعاد الأربعة‎ = 0 
للمعادلات (؛) غيرالحلين‎ (av) We عندما يكون (2,5,4) -5 أوجد‎ 
. الظاهرين في النص‎ )4.-1,1( , (1,0,1) 
تكون المعاد لات‎ b -)2,5,7( أوجد طرفين يمينيين آخرين » بالاضافة إلى‎ 
. من أجل ذلك قابلة للحل‎ (t) 
بحيث تصبح هذه‎ b = )2,5.6( أوجد طرفين يمينين آخرين » بالإضافة إلى‎ 
. المعادلات غير تمكنة الحل‎ 
يكون النظام شاذاً:‎ ISU فسر‎ 

utv+w=2 

u+2v+3w=1 

v+2w=0 

وذلك بايجاد ت ركيب للمعادلات الثلاث يعطي 0-١‏ . ما هي القيمة التي 
يجب استبدالها بالصفر الأخير في الطرف الأين» ليصبح لهذه المعادلات 


Te 


i adh. 


إت 


Wty 


المصفوفات والحذف الغاوسي \o‏ 
حلول_ما هو أحد هذه الحلول؟ 
الصورة العمودية بالتمرين السابق هي : 


1 
3 
2 


u +v +w =D. 


1 1 
2 1 
1 0 
برهن أن الأعمدة الثلاثة الواقعة في اليسار تقع في مستو daly‏ وذلك 
بالتعبير عن العمود الثالث كتركيب للآخرين الأولين. ماهي الحلول 
(,ند,»:)إذا كان b‏ هو المتجه الصفري )0,0,0( F‏ 
تحت أي شروط على yy‏ ررد رتقع (O, yC, yD DE‏ على مستقيم 
واحد؟ 
تقبل حتماً المعادلتان : 

ax بر2+‎ =0 

0= برج + 2x‏ 
الحل 0= «= × . من أجل أي قيمة ده يكون الحل مستقيماً كاملاً؟ 
ارسم المستوي 1=+ «+ + أو جزءه الذي يقع في الثمن الموجب *. 
0 20,2 «,0 < افعل الأمرنفسه من أجل المستوي 2= tye‏ × في 
الشكل ذاته . ماهو المتجه العمودي على هذين المستويين؟ 
انطلق بالمستقيم 7= dy‏ + × وأوجد Doles‏ المستقيم الموازي له المار من 
النقطة 0= x =0,y‏ . أوجد معادلة مستقيم آخر يقطع الأول في 
النقطة 1= x= 3y‏ (ويمر من المبدأ) . 


۳-١‏ مثال للحذف الغاوسي 
ستكون طريقة فهم هذا الموضوع بالأمثلة ونبدأ من أجل ذلك» بنظام من السعة 


الثالثة : 


VA‏ الجبر الخطي وتطبيقاته 


©) 4u - 6v  =-2 
2u +v +w=5 
-2u+7v+2w=9. 
وسنطبق من أجل ذلك طريقة غاوس في‎ x. yv المسألة هي : إيجاد قيم المجاهيل‎ 
الحذف (يعد غاوس من أعظم الرياضيين ليس حتماً بسبب هذا الاكتشاف الذي» من‎ 
المحتمل» أنه قد حصل عليه خلال عشر دقائق ومن السخرية أن يستخدم اسمه بكثرة‎ 
من أجل هذه الأفكار) . تنطلق الطريقة بطرح مضاعف مناسب للمعادلة الأولى من‎ 
. كل واحدة من المعادلات الآخرى وذلك لحذف المجهول » من المعادلتين الأخيرتين‎ 
: إن ذلك يتطلب منا‎ 
. طرح المعادلة الأولى مضروبة بالعدد(2) من الثانية‎ (Í 
. ب) طرح المعادلة الأولى مضروبة بالعدد(1-) من الثالثة‎ 
. فنحصل على نظام مكافىء‎ 
2u+vtwe= 5 
(Y) - 8v-2w =-12 
نرق‎ + 3w = 14. 
و يسمى العدد (2) الذي هو معامل المجهول » في المعادلة الأولى محور الخطوة‎ 
الأولى من الحذف . في الحذف نقسم» دائماً» على المحورء العدد الذي يقع تحته»‎ 
. لايجاد المضروب الصحيح‎ 
في المرحلة الثانية من الحذف نتجاهل المعادلة الأولى . أما المعادلتان الباقيتان فلا‎ 
ويمكن تطبيق طريقة الحذف ذاتها عليهما. المحور فى هذه‎ vw تحويان سوى المجهولين‎ 
الحالة هو (8-). يجب طرح مضاعف للمعادلة الثانية من المعادلات الباقية زفي هذه‎ 
نجمع‎ v الحالة توجد معادلة واحدة فقط وهي المعادلة الثالثة) وذلك لحذف المجهول‎ 
: المعادلة الثانية إلى المعادلة الثالثة» أوبقول آخر‎ 
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ج) نطرح جداء (1 -) بالمعادلة الثانية من المعادلة الثالثة . 
وهكذا تكون طريقة الحذف» هنا » قد انتهت» على الأقل » في الاتجاه التقدمي 
ونتج معنا : النظام المبسط. 
2u+vy+w= 5‏ 
8v-2w=-12‏ - 00 
w= 2.‏ 
إن هذا ترتيب واضح لحل النظام . تعطي المعادلة الأخيرة2=«؛ إذا عوضنا هذه 
القيمة في المعادلة الثانية» نجد 1=« وهكذا تعطي المعادلة الأولى 1=» . تدعى هذه 
الطريقة السهلة التعويض التراجعي. 
نعيد : الحذف التقدمي ينتج المحاور 8.1-.2 . بطرح مضاعف لكل سطر من 
الأسطر الواقعة تحته» نتوصل إلى النظام « المثلثي O‏ . ثم يحل هذا النظام بترتيب 
معاكس من الأدنى إلى الأعلى وذلك بتعويض كل قيمة حسبت من معادلة في 
المعادلات التي تقع فوقها . 
ملاحظة : هناك طريقة جيدة لاظهار - خطوات الحذف التقدمي » هي أن نضم 
الطرف الأيمن كعمود إضافي . ليس هناك ضرورة لكتابة vw‏ في كل مرحلة : 


gii Sii 5 24 1 5 
4602 | زاك | 12- 2 هنو ىه‎ 0-8 2-12 
12729 0 8 3 14 CoOL 2 


Ll‏ سنجد نظاماً مثلثياً جاهزاً للتعويض التراجعي . يمكنك أن تختار هذا 
الترتيب الذي يضمن أن العمليات التي تجري على الطرف الأيسر للمعادلات» تجري 
أيضاً على الطرف الأيمن منها OY‏ الطرفين موجودان هنا معاً . 

في المسائل الكبيرة» يأخذ الحذف التقدمي أكثر الجهد. إنه محكوم بالأطراف 
اليسرى للمعادلات» بينما يتعلق الحذف التراجعي بالأطراف اليمنى أيضاً. في الخطوة 
الأولى» نستخدم مضاعفات للمعادلة الأولى لايجاد أصفار تحت المحور الأول. ثم 
نجعل عناصر العمود الثانى الواقعة تحت المحور الثانى أصفاراً . أخيراً» ستحتوي المعادلة 


\A‏ الجبر الخطي وتطبيقاته 


المجهول ,* منفرداً مضروباً با لمحور الأخير. تنتهي الخطوة التقدمية عندما يصبح النظام 
مثلثياً . ينتج التعويض التراجعي الحل كاملاً باتجاه معاكس e‏ وأخيراًء نجد المجهول 
الأول . 

بالتعريف : المحور لايمكن أن يكون صفراً لاننا نحتاج للقسمة عليه . 


فشل Sih‏ 
نريد هنا طرح سؤالين قد يكون فيهما سبق للحوادث ولكن الاجابة عليهما 
ستعطي ضوءاً على الطريقة ذاتها. السؤال الأول : هل تؤدي هذه الطريقة دائماً إلى 
حل؟ وتحت أي ظروف تفشل هذه الطريقة؟ بعض الأشياء تظل خاطئة في حالة الشاذة 
وبعض الأشياء قد تظل خاطتة في ا حالة غير الشاذة . المسألة ليست هندسية بل جبرية . 
الجواب هو : إذا أنتجت الطريقة n‏ محوراً فان هناك He‏ وحيداً للمعادلات 
ويكون النظام غير شاذ ويحل GALL‏ التقدمي والتعويض التراجعي . أما إذا ظهر صفر 
في موضع محور فان عملية الحذف تتوقف إما مؤقتاً أو نهائياً. يكن أن يكون النظام 

شاذاً ويمكن أن لا يكون كذلك . 

مثلاً ]13 كان المعامل الأول صفراً في القرنة العليا اليسرى فان حذف u‏ من بقية 
المعادلات مستحيل . وهذا الأمر صحيح من أجل كل خطوة من خطوات BALI‏ 
gyal‏ لاحظ أنه من الممكن أن يظهر صفر في موضع أحد المحاور المتوسطة رغم 
أن المعامل في النظام الأصلي الذي يشغل موضعه لايساوي الصفر . نقول بدقة إننا 
لانعرف ما إذا كان سيظهر صفر قبل أن نجرب بمتابعة طريقة الحذف فعلاً . 

في كثير من الأحيان» يمكن معالجحة المشكلة وتتابع عملية GIH‏ طريقها لايجاد 
الحل الوحيد للمسألة وتبقى المسألة المحسوبة غير شاذة؛ المسألة وحدها تحتاج إلى 
إصلاح . ولكن قد لاييكن» في حالات أخرى» تحاشي الفشل . هذا النظام غير القابل 
للاصلاح شاذ» ليس له حل وإلا سيكون له عدد غير منته من الحلول كما لايمكن 
ايجاد مجموعة المحاور كاملة . 
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مثال غير شاذ (أصلح بالمبادلة بين المعادلتين و CF‏ 


utv+w=— u+v+w=— utv+w=— 
2u + 2v + Sw =— بك‎ 3w=— _ جه‎ 2 + 4w =— 
4u + 6v + 8w =— 2v + 4w =— 3w =— 
. أصبح النظام الأن مثلثياً ويمكن للتعويض التراجعي حله‎ 
مثال شاذ (غير قابل للإصلاح)‎ 
u+v+w=— u+v+w=— 
2u + 2v + Sw =— جه‎ 3w=— 
4u + 4v + 8w =— 4w =— 


لايوجد هنا مبادلة بين المعادلات يكن بها تحاشي الصفر في موضع المحور 
الثاني . يكن للمعادلات نفسها أن تكون قابلة للحل أو غير قابلة للحل . إذا كانت 
المعادلتان الأخيرتان من الشكل 40-7 ,6 = 3:0 فانه لايوجد حل . إذا حصل أن كانت 
هاتان المعادلتان متسقتين مثل 8= 4# ,6 = 310 فان لهذه الحالة الشاذة عدد غير منته من 
الحلول . نستنتج أن 2 w=‏ لكن لايمكن للمعادلة الأولى أن تقرر شيئاً من أجل u w‏ 
معاً. 

سيناقش البند )0-1( مبادلات الأسطر عندما يكون النظام غير شاذ؛ لذا فان 
المبادلات تنتج مجموعة كاملة من المحاور . الباب الخامس يقبل الحالة الشاذة ويترنح 
متقدماً إلى الأمام في الحذف . يمكن ل3:0 حذف «4 ويمكننا أن نعتبر المحور الثاني(3) 
(يمكن أن لانفوز بمحور ثالث) . من أجل ا حالة الحاضرة» نأمل أن تكون جميع العناصر 
المحورية غير صفرية» دون أي تغيير في ترتيب المعادلات . إنها الحالة الفضلى ومثلها 
يمكتنا الا slyp‏ 


تكلفة الحذف : 
السؤال الثانى عملى محض وهو فى الحقيقة مايلى : ماهو عدد العمليات الحسابية 


Re‏ الجبر الخطي وتطبيقاته 


التي تتطلبها عملية الحذف من أجل نظام nope‏ معادلة في n‏ مجهولا ؟ إذا كان «كبيراً فان 
الحاسوب ينوب عنا باجراء العمليات (يمكنك أن تجد برنامجاً جاهزاً أو تستخدم النظام 
الموجود في الملحق ج) . با أن جميع الخطوات معروفة » فانه يمكننا تقدير عدد العمليات 
التي على الحاسب أن يقوم بها. لنتجاهل لفترة» الأطراف اليمنى للمعادلات ولنعد 
فقط العمليات المتعلقة بالأطراف اليسرى . هذه العمليات من نوعين : النوع الأول 
هو القسمة على المحور وذلك لمعرفة أي مضاعف (لنقل ') للمعادلة المحورية» يجب 
طرحه . في الحقيقة؛ من أجل طرح معادلة من أخرى؛ سنواجه» باستمرار» تركيب 
ضرب _طرح ؛ نضرب حدود المعادلة المحورية بالعدد / ويطرح ELI‏ من معادلة تقع 

لنفترض Ll‏ قد اتفقنا أن نعتبر كل عملية قسمة وكل ضرب - طرح عملية 
واحدة. في البدء . إذا حوت المعادلة الأولى len‏ فاننا نحتاج إلى n‏ عملية لكل صفر 
نرغب الحصول عليه في العمود الأول واحدة لايجاد المضرو ب 1والبقية لايجاد العناصر 
الجديدة على طول السطر . هناك ۸-1 سطراً تحت السطر الأول» لذا »فان الخطوة 
الأولى من عملية الحذف تتطلب n (n-ann‏ عملية . (إليك طريقة أخرى من أجل 
E-n‏ يجب تغيير جميع العناصر التي Leste‏ عدا العناصر الواقعة في السطر الأول 
والتي عددها»). لنلاحظ أن المراحل التالية ستكون أسرع من سابقتها وذلك OV‏ 
المعادلات تأخذ بالقصر وعندما يصبح الحذف مقصوراً على » معادلة» فاننا نحتاج إلى 
k-k‏ من العمليات فقط fad‏ معاملات هذه المعادلات الواقعة تحت المحور أصفاراً- 
بالمحاكمة ذاتها التي أجريت في الخطوة الأولى عندما كان kan‏ بالجمع» نجد أن 
العدد الكلي لعمليات الأطراف اليسرى للمعادلات هو مجموع الحدود R-k‏ على 
جميع قيم #من ! إلى ۸ : 


a EE e a E n(n + 1)(2n + 1) _ n(n + 1) ا‎ 


6 2 3 
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هاتان الصيغتان اعتياديتان لمجموع الأعداد ال ”الأو ائل ومجموع 

مربعاتها. إذا عوضنا 1= ,2= , 100 في القانون» فان الحذف التقدمي لايحتاج 
إلى خطوات أو يحتاج إلى خطوتين أو مايقارب ثلث مليون خطوة (وهذا يعني 4١‏ 
ثانية لنظام جيد في © ۶) الأمر المهم هو النتيجة : 

إذا كان » كبيراً فإن العدد 01/3 = م تقدير جيد لعدد العمليات. 

إذا جعل حجم النظام ضعفين وكان قليل من المعاملات أصفاراً فان التكلفة 
تضرب بالعدد (A)‏ 

تعد عملية التعويض التراجعي أسرع بكثير ‏ المجهول الأخير يعرف بعملية 
واحدة (القسمة على المحور الأخير) ويحتاج المجهول الذي قبله إلى عمليتين . وهكذا 
يكون مجموع عمليات التعويض التراجعي : 


> 


n(n+1)_n° 
7 5 


- م + ... +2 +1 


سنرى أن ۸/2 خطوة أخرى تهيء الطرف الأيمن إلى التعويض التراجعي »لذا 
فان الطرف الثاني مسؤول عن ١/2‏ عملية » وهذا أقل بكثير من 13 للطرف الأيسر. 

منذ عدة سنين» كان ظن جميع الرياضيين تقريباً» أن هذه الأعداد تفاؤلية بحته 
أو بقول آخر إذا وجدت مجموعة « معادلة في « مجهولاً» فانه لايمكن ايجاد حل لها 
بأقل من 3 عملية ضرب . (لقد وجدت نظريات لبرهان ذلك ولكنها لم تأخذ بعين 
الاعتبار جميع الطرائق الممكنة) . من المدهش أنه قدتم إثبات خطأ هذه الظنون ويوجد 
noon 2" be ike ay, b ULE‏ شيرف dae AL US Gla‏ اق pe‏ 
أنتركيبين لمتجهين من فضاء ذي بعدين يحتاجان إلى A‏ عمليات» ولكن يمكن إجراء 
ذلك بسبع . إن ذلك يخفض الأس من log,8‏ الذي هو 3 إلى 2.8 log, T=‏ . يؤدي هذا 
الاكتشاف إلى جهد ضخم لايجاد أصغر قوة ممكنة ل adn‏ انخفض أخيراً الأس (في 
مركز أبحاث BM‏ إلى أقل من 2.5 حيث بقي كما CS‏ لحسن حظ CSIL‏ 


(O)‏ بمساعدة زوريخ وصل إلى أخفض من ۲,۳۷۱ . يظهر أنه يتوقع كثيراً أن يكون الحد الأدنى لأنه 
لايوجد عدد بينهما له مظهر خاص . إن ذلك فعلاً رأي شخصي . 


YY‏ الجير الخطي وتطبيقاته 
الثابت © كبير جداً والبرمجة محيرة جداً بحيث لن يكون للطريقة » إلى حد كبير (أو 
بصورة كاملة) سوى فائدة نظرية . المسألة الأكثر حداسة هى معرفة تكلفة طرائق عديدة 


تمارين 


١-۳-١‏ طبق الحذف والتعويض التراجعي لحل 
3= 24-380 
4u-Sv+w=7‏ 
2u- v-3w=5.‏ 
ماهي المحاور؟ اذكر ثلاث عمليات طرح مضاعف سطر من آخر . 
۲-۳-۱ من أجل النظام: 
u+v+w=2‏ 
u+3v+3w=0‏ 
u+3v+Sw=2.‏ 
ماهو النظام المثلثي بعد الحذف التقدمي وماهو الحل؟ 
٣-۳-١‏ حل النظام التالي وأوجد المحاور 


-w+2z=5. 
حتى‎ ».«0, ELS يمكنك جعل الطرف الأيمن عموداً خامساً (وإهمال‎ 
. ايجاد الحل)‎ 


٤-۳-١ 


T 
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طبق الحذف على النظام 
u+ v+w= -2‏ 
3u+3v-w= 6‏ 
u- v+w=-l.‏ 
عندما يظهر صفر في موضع محورهء بادل بين تلك المعادلة مع التي تحتها 
ثم تابع الل . ماهو معامل « الذي يجب وضعه في المعادلة الثالثة عوضاً 
عن المعامل الحاضر (1-) لتصبح المتابعة مستحيلة» ويجعل الحذف 
يتوقف. 
حل بالحذف نظام المعادلتين : 
x-y=0‏ 
3x +6y = 18.‏ 
ارسم مخططاً Jis‏ كل معادلة بمستقيم في المستوي tx-y‏ يتقاطع 
المستقيمان عند الحل . أضف أيضاً » مستقيماً آخر ‏ وهو بيان الشكل 
الجديد للمعادلة الثانية الذي يظهر بعد الحذف . 
اوجد ثلاث قيم ل » بحيث يكون الحذف من أجلها فاشلاً» دوماً أو 
مؤقتاً. وذلك في النظام : 
au+tv =1‏ 
4u + av =2‏ 
يمكن إصلاح فشل الخطوة الأولى بمبادلة بين السطرين-ولكن لن يكون 
ذلك من أجل -فشل الخطوة الأخيرة . 
(أ) إذا كان سطرا 4 الأولان متساويين» متى يمكن للحذف أن يكتشف 
أن 4 شاذة؟ أعط مثالاً من النوع 3×3 يسمح بمبادلة أسطر . 
(ب) إذا كان العمودان الأولان من 4 متساويين» متى يمكن للحذف أن 
يكتشف أن 4 شاذة؟ 


4۹-۳-۱ 


pfe 


VETS) 


pol‏ الخطي ود تطبيقاته 


كم عدد عمليات الضرب ‏ طرح التي يجب إجراؤها لحل نظام من 
المرتبة 600-؟ كم عدد ثواني العمل في © الذي يمكنه اجراء 
٠‏ عملية في الثانية أو في VAX‏ حيث يمكن اجراء ٠٠٠١‏ عملية 
فى الثانية أو فى CRAY X-MP/2‏ حيث يکن اجراء VV‏ مليون عملية فى 
l cee)‏ 
(إن في ذلك دقة ثنائية ‏ اعتقد أن CRAY‏ أرخص» إذا كنت قادراً عليه . ) 
صح أو خطأ : 
(أ) إذا ابتدأت المعادلة الثالثة بمعامل صفري (تبدأ ب (Ou‏ فانه لن يطرح 
Jalal ye OYE‏ )¥( 
(ب) إذا كان المعامل الثاني في المعادلة (۳) صفراً (تحوي 00 ) فانه لن 
يطرح مضاعف للمعادلة (Y)‏ من المعادلة (۳) . 
(ج) إذا حوت المعادلة الثالثة Ou, Ov‏ » فانه لن يطرح مضاعف 
للمعادلة الأولى أو للمعادلة الثانية من المعادلة (*) . 
(اختياري (le‏ يتضمن Bole‏ ضرب عددين مركبين 

(a + ib) (c+ id ) - (ae - bd) + i (be + ad )‏ 
أربع عمليات ضرب acbdibcad‏ متجاهلا؛» هل كنك حساب 
المقدارين be +ad‏ 06-54 بثلاث عمليات ضرب فقط ؟ (يمكنك القيام 
بعمليات جمع مثل تكوين 4+0 قبل pall‏ دون حظر) . 
استخدم الحذف لحل : 


u+ v+ w= 6 u+ v+ w= 7 
ut+2v+2w=I11 و‎ u+2v+2w=10 
2u+ 3v- ع مرك‎ 3 2u + 3v-4w= 3 


التمارين الأخيرة تعطى خبرة فى انشاء المعادلات الخطية . أفرض : 
أ أن ۸٠‏ في المائة من يكونون في بدء السنة في كاليفورنيا يبقون فيها 


ڪاڪ ا 


۱۳-۳-۱ 
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ب وأن 4١‏ في of BUI‏ يبدؤون سنتهم خارج كاليفورنيا يبقون فيها 
بينما يدخل ٠١‏ في المائة منهم إليها . 
إذا علمنا الوضع في البدء» يوجد ٠٠١‏ مليون خارج كاليفورنيا و ٠١‏ 
مليون داخلهاء فمن السهل أن نجد العددين «.» الممثلين لما في كاليفورنيا 
وخارجها في نهاية العام . المسألة الحقيقية هي العودة إلى الخلف وحساب 
وضع الإنطلاق بمعرفة الوضع النهائي . 

.9 (200,000,000) + .2 (30,000,000) = u 

.1 (200,000,000) + .8 (30,000,000) = v 
مليوناً فى نهاية السنة»‎ Y مليون و« مساوياً*‎ 7٠١ ٠ًايواسم‎ » إذا كان‎ 
. ضع المعادلات الضرورية لآيجاد نتفي بدء العام (الحل غير مظلوب)‎ 
في نهاية العام مساويين ل «.» في بدئه» فما هي‎ uv إذا كان‎ 
المعادلات التي نحصل عليها ؟ وما هي نسبة » إلى « في هذه 'الحالة‎ 
الغابتة' ؟‎ 


4-١‏ الرمز المصفوفي وضرب المصفوفات 

حتى OV‏ ومن أجل مثالنا TXT‏ كنا قادرين على كتابة جميع المعادلات كاملة . 
ولقد تمكنا أيضاً من سرد كل خطوات الحذف بالتفصيل وهي طرح مضاعف لمعادلة 
من أخرى وذلك لوضع النظام بشكل مثلثي . لكن عملية الحذف على هذا النحو تصبح 
مستحيلة حينما يكون نظام المعادلات كبيراً ما يجعل صياغة مختصره أمراً ضرورياً. 
سنقدم الآن الرمز المصفوفي لتمثيل نظام المعادلات الأصلي ونقدم أيضاً ضرب 
المصفوفات وذلك لوصف العمليات التي تجري بصورة أكثر سهولة . 
لنذكر أن في مثالنا 


2u+ v+we=5 
(\) 4u - 6v =-2 


-2u +7v+2w= 9 


۲٦‏ الجبر الخطي وتطبيقاته 

تظهر ثلاثة أنواع من المقادير . في الطرف الأيسر تقع المجاهيل *..؛ وفي الطرف 

الأيمن يقع المتجه b‏ وأخيراً مجموعة تسعة معاملات عددية تقع في الأطراف اليسرى 
(قد يصدف أن واحداً منها صفر) . من الطبيعي أن تمثل المجاهيل الثلاثة بمتجه : 

1 

لجهول هو | |٠‏ =+ ولحل هو | 


X= 


أما ما يتعلق با معاملات المصطفة في ثلاثة أسطر وثلاثة أعمدة فان أفضل شكل 
لها هو مصفوفة ثلاثة في ثلاثة تدعى مصفوفة المعاملات : 


A‏ مصفوفة مربعة وذلك OY‏ عدد ا معادلات متفق مع عدد المجاهيل . بضوزة 
أعم» إذا وجدت n‏ معادلة في n‏ مجهولاً فسيكون لدينا مصفوفة معاملات مربعة من 
المرتبة ۸ ذات « سطراً و عموداً. بصورة أكثر عمومية» يمكننا أن نحصل على m‏ 
معادلة و”مجهولاً. في هذه ا حالة» تكون المصفوفة مستطيلة ذات m‏ سطراً و عموداً . 
بقول آخر إنها مصفوفة من النوع (mn)‏ 

تجمع مصفوفة إلى أخرى أو تضرب بعدد كما يجري ذلك من أجل المتجهات 
حيث نتعامل مع كل مركبة لوحدها. بالفعل يمكننا أن ننظر إلى المتجهات على أنها 
حالات خاصة من المصفوفات؛ هي مصفوفات ذوات عمود واحد. a LS‏ حال 
المتجهات» يمكن جمع مصفوفتين فقط في حالة كونهما من نوع واحد : 
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ضرب مصفوفة في متجه 

سوف نستخدم فيما يلي الرمز التالي . نقترح كتابة النظام )١(‏ ذي المعادلات 
الثلاث والمجاهيل الثلاثة بالشكل المصفوفي المبسط Axab‏ . لنكتب ذلك بصورة مفصلة 
على الشكل : 


11 
-6 0 = 
72 


u 5 

v -2 

w 9 

الطرف الأيمن واضح بصورة كافية » إنه المتجه العمود «للحدود غير المتجانسة» . 

أما الطرف الأيسر فانه مكون من المتجه × مضروباً من اليسار بالمصفوفة A‏ يجب 

تعريف هذا الضرب بحيث ينتج عنه النظام الأصلي . لذا يجب أن تنتج أول مركبة لهذا 
الجداء من ضرب أول سطر من 4 فى المتجه العمود × : 


w [2 1 1] =[2u+v+w]. 


u 
nd 

يساوي ذلك المركبة الأولى من b‏ ؛ 5= «+«+ »2هي المعادلة الأولى من نظامنا . 
تتعين المركبة الثانية من الجداء ×4 بالسطر الثاني من 4 إنها LÍ au - 6v‏ المركبة الثالثة 
فانها تنتج عن السطر الثالث . إذاً المعادلة المصفوفية Arab‏ هي » بصورة دقيقة» مكافئة 
للمعادلات الآنية الثلاث التى انطلقنا منها . 

الممللية]الظاعره قي JATOV‏ كل يرب مت قرا ننطلق من 
متجه سطر ومتجه عمود من سعة واحدة ويكون الجداء عدداً صرفاً. تدعى هذه الكمية 
الجداء الداخلي للمتجهين . بقول آخرء O)‏ جداء مصفوفة 1 التي هي متجه سطرء 
في مصفوفة 1× on‏ المعروفة بمتجه عمود» هو مصفوفة 1×1 : 


قا 2 دتما" | !ل 1 2[ 
2 
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يؤكد ذلك أن الحل المقترح )1,1,2( =× يحقق المعادلة الأولى . 
لاجراء ذلك . الأولى متابعة سطر في كل مرة . نركب كل سطر من المصفوفة مع المتجه 
لينتج مركبة من الجداء . يوجد BW‏ جداء ات داخلية» عندما توجد ثلاثة أسطر : من 


أجل المثال : 
بالاسطر: 


1.2 +1.5 +6 .0 
=| 3.2) له‎ FOO, |= 
1.2 +1.5 +4.0 


Ax = 


116)]|2 7 
3 O23] دالا‎ 6 |. 
114180 1 


هكذا يشرح الأمر» عادة» لكن الطريقة الثانية لاتقل عن هذه أهمية» وهي في 
الواقع أكثر أهمية . إنها تجري الضرب : عمود في كل مرة . نحصل على Ar‏ دفعة واحدة 
وهو تركيب في الأعمدة الثلاثة ل 4 : 


7 
6 |. 
7 


Ol gh‏ هو مثلاً العمود )1(+0 أمثال العمود(؟7). إنه يقابل «الصورة العمودية» 
للنظام الخطي Av=b‏ . إذاكان للطرف الأيمن المركبات 7.6.7 فان للحل US Mx‏ 2,5,0 . 
طبعاً تتفق الصورة السطرية مع ذلك . (وعلينا أخيراً أن نقوم بالعمليات ذاتها) . 

نستخدم قاعدة العمود باستمرار وفي كل مكان في هذا الكتاب» لذلك نعيد 
ASW Le 55‏ : 

١أ‏ يمكن إيجاد الجداء Ax‏ باستخدام الأعمدة كاملة كما هو ظاهر في (T)‏ 
ولذلك» فإن ×4 تركيب خطي لأعمدة 4. المعاملات التي تضرب بالأعمدة هي 


(Y) Dla le 


Ax - 2 +5 


1 1 6 
3 0 3 
1 1 4 


مرکبات x‏ 
إذا أردنا أن نستخلص قاعدة عامة للضرب في ۸ بعد» فاننا نحتاج إلى رمز لكل 
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عنصرفي 4 تمكن قراؤ ته بسهولة . إذا وقع عنصر من 4 في السطر ذي الرقم : والعمود 
ذي الرقم زفاننا نمثله بالرمز a,‏ يعطي الدليل الأول رقم السطر ويعطي الدليل الثاني 
رقم العمود . (في المصفوفة السابقة» 6تر,», 3 حريه)» إذا كانت A‏ من النوع mxn‏ فان 
:يتحول من 1 إلى ”و زيتحول من | إلى gen‏ بالجملة إن للمصفوفة m Xn‏ عنصراً 
مكونة نظاماً مستطيلاً» ,4 يققع في الزاوية اليمنى الدنيا. 

ويكفي دليل واحد لكل مركبة BE taJ‏ مركبته ذات الرقم زبالرمز :د(في الضرب 
السابق 0= »,5 -,د,2 -, ×) . يكتب عادة × على صورة متجه عمود-يشبه مصفوفة من 
النوع x1‏ لكن يطبع في بعض الأحيان بصورة سطرء مثل (2,5,0) = وجود 
القوسين والفواصل يبين أن ذلك ليس مصفوفة من النوع 1<3. إنه متجه عمود لكنه 
OSI‏ على وجهه مؤقتاً. 

من أجل تمثيل الجداء Ax‏ » يمكننا استخدام رمز التجميع سيغما CE» : sigma‏ 


Ax من‎ i هي المركبة‎ Daye, 


يتتقل هذا المجموع على طول السطر: من 4 مكوناً الجداء الداخلي لهذا السطر 
بالمتجه :د. يعطي الدليل زجميع القيم من ١‏ إلى «ومن ثم يضيف النتائج-المجموع 
هو tate ta, A,‏ ه. نلاحظ من جديد أن طول السطر (عدد أعمدة 4) يجب أن 
يساوي عدد XLS ys‏ مصفوفة من النوع m Xn‏ تضرب بمتجه ذي n‏ بعداً (تعطي 
متجهاً 13 بعداً) . التجميع يبسط العمل وذلك بكتابة كل شيء كاملاً» ولكن ليس له 
جودة الترميز المصفوفي”“ 


)00 أدخل انشتاين «الرمز التنسوري» حيث يعني تكرار الدليل تجميعياً. لقدكتب ijxj‏ © أو ijxj‏ © 


بدون الرمز < . 


Y.‏ الجبر الخطي وتطبيقاته 
الشكل المصفوفي لإحدى خطوات الحذف 

استخدمناء حتى الآن» شكلاً مختز Y‏ مناسباً للنظام الأصلي هو ط= ×۸ . ولكن 
ماذا نستخدم من أجل العمليات التي نجريها خلال عملية الحذف ؟ في مثالناء تقوم 
الخطوة الأولى بطرح جداء المعادلة الأولى بالعدد )2( من المعادلة الثانية وتؤدي هذه 
ا لخطوة» في الطرف الثاني إلى ضرب المركبة الأولى من ٠‏ بالعدد (2) أيضاً وطرح 
الناتج من المركبة الثانية . ندعي أننا نحصل على هذه النتيجة ذاتها إذا ضربنا المتجه b‏ بالمصفوفة 
الأولية التالية : 


نلاحظ أن المركبتين الأولى والأخيرة 5,9 تبقيان كما هما (بسبب الشكل الذي 
اخترناه للسطرين الأول والثالث من AS MCE‏ الجديدة الثانية هي 12- وذلك ماظهر 
بعد الخطوة الأولى من الحذف. 

من السهل وصف المصفوفات التي تشبه £ والتي تنفذ مختلف خطوات الحذف . 
نلاحظ Lal‏ أن «مصفوفة الوحدة» لاتقوم (في الضرب) بأي عمل . 

١-ب‏ المصفوفة التي تبقى (في الضرب) أي متجه كما هوء هي مصفوفة الوحدة 
1» مكونة من وحدان على قطرها وأصفار في المواقع الأخرى . المصفوفة التي تطرح 
مضاعفاً ؛ للسطر ز من السطر : هي المصفوفة الأولية E‏ مكونة من وحدان على 
القطر وبالعدد 1- عند تقاطع السطر i‏ مع العمو poball La) jo‏ أصفار ). 
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مثال 
إذا ضربت أي متجه b‏ بمصفوفة الوحدة فانك تحصل من جديد على 5. إن ذلك 
يشبه الضرب بالعدد bab: )١(‏ إذا ضربت » عوضاً عن ذلك» بالمصفوفة E,‏ » 
فانك تحصل على ) b= (b, b, by b,‏ إنها عملية نموذجية على الطرف الأيمن من 
المعادلات . والشيء المهم هو ماذا يحصل في الطرف الأيسر. 
للمحافظة على المساواة علينا أن نطبق العملية ذاتها على طرفي المعادلة م - يرط 
أو بقول آخرء علينا أن نضرب من اليسارء المتجه Ax‏ بالمصفوفة ۴ . مصفوفتنا الأصلية 
E‏ تطرح جداء العدد (۲) بالمركبة الأولى من المركبة الثانية تاركة المركبتين الأولى والثالثة 
ابتتين . بعد هذه الخطوة يظهر النظام الجديد الأبسط (المكافىء للنظام القديم) وهو E‏ 
(Ar (=۴‏ إنه نظام أبسط بسبب الصفر الذي أحدث تحت المحور وهو مكافىء لأنه 
يمكننا أن نعود إلى النظام الأصلي (باضافة جداء العدد(2) بالمعادلة الأولى إلى الثانية) . 
لذا فان لهذين النظامين الحل نفسه + . 


ضرب المصفوفات 

نصل الآن إلى المسألة الأكثر أهمية : كيف نضرب مصفوفتين . لدينا من قبل 
مفتاح جزئي لهذا الأمر وذلك من خلال طريقة الحذف . نعرف مصفوفة المعاملات 
الأصلية وإلى ماتؤول بعد الخطوة الأولى من الحذف» ونعرف أخيراً المصفوفة 8 التي 
تنفذ هذه الخطوة . من أجل ذلك نرغب أن يكون : 


wre E= 


100 
210 
001 


1 
0 
2 


يظهر أن السطرين الأول والثالث بقيا كما هما في EA‏ بينما طرح ضعفا السطر 
الأول من الثاني . إذاً الضرب المصفوفي متوافق مع عمليات السطر في الحذف . يمكننا 


ry‏ الجبر الخطي وتطبيقاته 


abs‏ هذه النتيجة إما بالصورة cE (Ar)=Fb‏ بضرب ب لطرفي معادلتنا أو 
بالشكل =١‏ ×( 5۸)؛ لقد كونت المصفوفة الجديدة CLE ¢ FA‏ بالصورة التي توافق 
هذه المعادلات . بقول آخر القوسان غير ضروريين ويمكننا أن نكتب URAL = Eb‏ 

هناك حاجة أخرى من ضرب المصفوفات : نعرف الآن كيف نجري الضرب ×۸ 
لمصفوفة في متجه» وعلى التعريف أن يبقى متسقاً مع مثل هذه ا حالة . عندما تتكون 
مصفوفة B‏ من عمود واحد »فان على مصفوفة الجداء AB‏ أن تكون متطابقة مع متجه 
الجداء Arr‏ من المفضل أن تسير الأمور إلى أبعد من ذلك : عندما تحوي المصفوفة B‏ 
أعمدة متعددة؛ مثل ,× ر« × فاننا نتوقع أن تكون أعمدة AB‏ هي بالضبط 

War, Are Ax,‏ يصبح ضرب المصفوفات واضحاً تماماً؛ يمكننا أن نعتبر المصفوفة 
B‏ مكونة من عدد من الأعمدة المتتابعة ويمكننا أن نأخذ كل واحد منها منفرداً. يمكن 
استخدام هذه القاعدة من أجل المصفوفتين المضروبتين أعلاه . يساوي العمود الأول 
من EA‏ جداء ‏ في العمود الأول من oA‏ نعمل بهذه الصورة في بقية الأعمدة. 


100 
210 


5 2 
4|=| 0: 
2 2 


لنلاحظ أن مطلبنا الأول كان اجراء عمليات سطر بينما يتعلق المطلب الثاني 
بالأعمدة. Li‏ الأسلوب الثالث فهو وصف كل عنصر من AB‏ بصورة منفردة. في 
الواقع توجد قاعدة واحدة (ERE‏ ولست متأكداً ممن اكتشفها. ليس من الممكن أن 
نضرب أي مصفوفتين 4 و8 ؛ إذا كانتا مربعتين» كما في مثالنا فان عليهما أن تكونا من 
حجم واحد وإذا كانتا مستطيلتين فان من الضروري أن لاتكونا من النوع ذاته بل يجب 
أن يكون عدد أعمدة A‏ مساوياً عدد أسطر B‏ عندئذ فقط یکن ضرب 4 بكل عمود من B‏ 


)١(‏ إن ذلك هو الخاصة التجميعية 23(*4) = 2x(3x4)‏ الأمر يظهر واضحاً بحيث من الصعب 
تصور خطأه. من الممكن أن يظهر الأمر نفسه من أجل «الخاصة التبديلية» 3×2 = 23 ولكن 
هذه الخاصة خاطئة فعلاً من أجل المصفوفات . 
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منفرداً. بقول آخر إذا كانت 4 من النوع BymXn‏ من النوع axr‏ فان الضرب 
ممكن وسيكون الحداء AB‏ مصفوفة من النوع ×٣‏ . 

سنصف OV‏ كيف ند العنصر الواقع في السطر i‏ والعمود زفي 48 . 

١ج‏ العنصر .امن 48.هو الجداء الداخلي للسطر ¡ من 4 والعمود زمن 8. من 
أجل المثال الظاهر في الشكل »)5-١(‏ 


(AB)32 = ورط رجه‎ + a2 b22 + روط ووه‎ + aq by. 


3 by 4 matrix 4 by 2 matrix 3 by 2 matrix 


شكل )1 (V-‏ توضيح لضرب المصفوفات . 


ملاحظة نكتب 48 عندما لايكون لهاتين المصفوفتين أي دور خاص في عملية 
الحذف . لقد كان مثالنا القريب EA‏ بسبب المصفوفة الأولية $E‏ سنجد فيما بعد PA‏ أو 
LU‏ أو LDU‏ أيضاً. في كل حالة نستخدم القاعدة العامة نفسها لضرب المصفوفات . 
مثال ١‏ 


NH SEE 

40}[5 -1 0 8 OF 

العدد 17 مثلاً هو )5( )3( + )1( )2( وهذا هو الجداء الداخلي للسطر الأول من 
المصفوفة الأولى بالعمود الأول من الثانية . أما العدد 8 فهو (1-) (0) + (2) (4) وهو EE‏ 


عن السطر الثاني من المصفوفة الأولى والعمود الثاني من الثانية . العمود الثالث من 8 
مكون من أصفار وهو كذلك أصفار في 48 . 
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مثال ۲ 


تأثير المصفوفة اليسرى هو المبادلة بين سطرين في المصفوفة اليمنى . 
مثال ¥ 


BI =B. 4 IA =A 


تبقي مصفوفة الوحدة كل متجه كما هو وتبقي أيضاً كل مصفوفة كما هي : 
مثال ٤‏ 


4 b 
2a + 3c 2b + 3d |" 


@ o 
c d| 


jio 
asl} $ 


بالأعمدة» يوضح هذا ا مثال الخاصة التي تأملنا وجودها قبل قليل . إن 8 مكونة 
من عمودين متتابعين وإن A‏ تضرب كل منهما على انفراد. لذا فإن كل عمود من AB‏ 
سيكون تر كيبا لأعمدة 4. تماماًكما في ضرب مصفوفة cams‏ أعمدة 4 مضروبة بعناصر 
من 8. العمود الأول من AB‏ هو جداء ta D‏ بالعمود (Y)‏ + جداء ted‏ بالعمود (۲). 

نتساءل OVI‏ عن أسطر 48. يمكن للضرب أن يعمل مع سطر في كل مرة . 
يستخدم السطر الثاني من الجواب العددين 2,3 من السطر الثاني من A‏ يضرب هذان 
العددان سطري B‏ لنحصل على d]‏ 3+[ 2]4. بصورة مشابهة» يستخدم السطر 
الأول من الجواب» العددين 1,0 ليعطي d]‏ 01+[ ]1 . تماماً كما في الحذف» كل 
سطر من AB‏ تر كيب في أسطر B‏ . 

سنجمل فيما يلي الطرائق الثلاث للتعبير عن ضرب مصفوفتين . 

(۱) كل عنصر من AB‏ هو جداء سطر في عمود: 


المصفوفات والحذف الغاوسي Yo‏ 


. 8 السطر : من 4 في العمود زمن‎ = (AB); 
هو جداء مصفوفة في عمود:‎ AB كل عمود من‎ (Y) 
B مضروباً بالعمود زمن‎ A - 48 العمود رمن‎ 
: هو جداء سطر في مصفوفة‎ AB كل سطر من‎ (Y) 
. 8 من 48 - جداء السطر رمن 4 في المصفوفة‎ i السطر‎ 
تفيد هذه الملاحظة لتحقيق خاصة من خواص ضرب المصفوفات . لنفرض أن‎ 
من الممكن أن تكون مستطيلة» ولنفرض أن أنواعها‎ A, B, © لدينا ثلاث مصفوفات‎ 
تسمح بضربها بهذا الترتيب : عدد الأعمدة في كل من 8, 4 يساوي على الترتيب‎ 
: عددالأسطر في كل من © , 8؛ عندئذ تتحقق الخاصة التالية‎ 
. )48 ( C=A (BC) ضرب المصفوفات تجميعى‎ ه-١‎ 
altel pA عسو ر‎ T هنا آلا مج فيه الس ار‎ 
إن ذلك هو القاعدة الأساسية كاملة لضرب‎ (EA («=£ (Ax ) الذي قدمناه سابقاً‎ 
المصفوفات . إذا كان للمصفوفة © عدد من الأعمدة فان علينا أن نعتبرها موضوعة‎ 
الواحد تلو الآخر ونطبق هذه القاعدة عدة مرات . لذا فان الأقواس غير ضرورية عندما‎ 
نضرب عدداً من المصفوفات بعضها بالبعض الآخر . يمكن التحقق من ذلك بمقارنة‎ 
ge HN a ell) t A (BC) مع العنصر المقابل له من‎ (AB )C من‎ pare كل‎ 
‘ سنرى لاذا الرمز المصفوفي هو المفضل‎ 
نريد أن نتوصل إلى الرابطة التي تقع بين ضرب المصفوفات وطريقة الحذف»‎ 
ولكن هناك خاصتان أخريان علينا أن نقدمهما أولاًيتمتع الضرب المصفوفي بالأولى‎ 
: منهما بينما لا يتمتع بالثانية . الخاصة التي يحققها هي‎ 
: ضرب المصفوفات توزيعي على جمعها‎ و-١‎ 
A(B+C) =A B+AC ,(B+C)D=BD+CD 
© من الواضح أن أنواع هذه المصفوفات يجب أن تكون متوافقة كما ينبغي كون‎ 
عليهما أن تكونا قابلتين للضرب‎ OLA و8 من نوع واحد لكي يمكن جمعهما . أما2 و‎ 
. من اليمين ومن اليسار على الترتيب . برهان هذا القانون عمل مضجر‎ BHC في‎ 


vu‏ الجبر الخطي وتطبيقاته 
LI‏ الخاصة الفاشلة فى هذا المجال فهى ذات أهمية أكبر : 

١-ز‏ شرب اترتا طير FE#EF Sines! el)‏ . 
مثال o‏ نفرض أن 2 هي المصفوفة التي قدمت Mel‏ والتي تقوم بطرح ضعفي 
المعادلة الأولى من الثانيةولنفرض أن ۴ هي مصفوفة الخطوة التالية» إنها تجمع السطر 

)١(‏ إلى السطر (۳) ؛ 


هاتان المصفوفتان تتبادلان : 


يقوم هذا الجداء بخطوتين» بكلا الترتيبين» أو بهما Las‏ لأنه في هذه الحالة 
ليس للترتيب أي تأثير. 

مثال ” نفرض أن ع هي نفسها لكن G‏ هي مصفوفة الخطوة الأخيرة-إنها تضيف 
السطر ۲ إلى السطر ۳. الترتيب OW‏ ينتج اختلافاً ؛ في حالة أولى» عندما نطبق 8 ثم 
Ob G‏ المعادلة الثانية تتغير قبل أن تؤثر في الثالثة . إن ذلك هو الترتيب الذي سد الحاجة 
في الحذف . تؤثر المعادلة الأولى في الثانية التي تؤثر في الثالثة . إذا جاء ت E‏ بعد © 
فان المعادلة الثالثة لا تتأثر بأي شيء من قبل الأولى . يمكنك أن تلاحظ وجود صفر 
في الموضع (3,1) من BG‏ بينما هو 2- في 6٤‏ : 


100 1 0 01 100 100 
EG=|2 1 0| gS GE=/0 1 0}/-2 1 O/=/-2 1 O}. 
Û 1 i OLE oO 1 2} 1 


لذا فان -EG 4 GE‏ من أجل مثال كيفي سيقع » على الأغلب» الشيء ذاته- 
معظم المصفوفات غير تبديلية ‏ لكن المصفوفات الواردة هنا ذات معنى خاص . هناك 
سبب لكون EF SFE‏ وسبب لكون 86067 . يستحق ذلك أن نأخذ خطوة اضافية» 
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لكى نرى ماذا يحدث لمصفوفات الحذف الثلاث في الوقت ذاته : 


إن الجداء GFE‏ هو بالترتيب الصحيح للحذف . إنها المصفوفات التي تنقل المصفوفة 
الأصلية 4 إلى المصفوفة المثلثية العليا U‏ . سنراها من جديد في البند التالي . 

المصفوفة الأخرى EFG‏ ألطف» لأنه» في هذا الترتيب» لم يختل نظام الأعداد 
2 من وا من ۴وا من 6. بقيت مرتبة في الجداء . لسوء الحظ إنه الترتيب الخاطىء من 
أجل الحذف . لكن لحسن الحظ إنه الترتيب الصحيح لعكس خطوات الحذف» الذي 
سيأتي Lal‏ في البند التالي . لاحظ أن جداء مصفوفتين مثلثيتين دنياوين هو أيضاً 


مصفوفة مثلقية دنيا . 

١-4-١‏ احسب الجداءات 
i‏ 5 ]01 0 1 13 40 
ajoi 0229|‏ 0104 
)3 3 ]|1 00 1]]5 0 4[ 


ارسم محورين متعامدين وارسم في مستويهما متجهي النقطتين ,0 = 
3=« واح «,2= gaml. x‏ هذين المتجهين وذلك بإقام متوازي الأضلاع . 
۲-٤-۱‏ استخدم عموداً في كل مرة لحساب الجداءات 


eek EEI 


: أوجدالجداءين الداخليين والجداء المصفوفي‎ 0-4-١ 


nN‏ هما مه 


- ]نوب إت 


YA 


ابر alt‏ وتطبيقانة 
jot 2 re] [2h yaf‏ 2 1[ 
9 1 7 


الأولان يعطيان طول متجه (مربع) 

إذا كانت مصفوفة من النوع mxXn‏ مضروبة بمتجه ×ذي « بعداًء فما هو 
عدد فما هوعدد العملبات التي يحويها ذلك ؟ وماهوعددههذه 
العمليات إذا Se pt‏ #بمصفوفة من النوع Snxp‏ 

احسب الحداء : 


Ax = 


2 
1 
1 


3 -6 0 
0 2-2 
1 14 


من أجل هذه المصفوفة» أوجد × متجه حل النضام 4-0 حيث الطرف 
الثاني أصفار في المعادلات الثلاث . هل يمكنك أن تجد أكثر من حل 
واحد؟ 

أكتب المصفوفتين B‏ 4 من النوع 362 واللتين عناصرهما على الترتيب 


b =C”‏ و + = يه 


×» بصورة التجميع . 

أعط أمثلة من النوع 3 (سوى 0= 4) لمايلي 

(أ) لمصفوفة قطرية : 0= ره إذا كان زعو: ؛ 

(ب) لمصفوفة متناظرة : ,4 - ره لكل اوز ؛ 

)>( لمصفوفة مثلثية عليا :0= ره إذا كان ز< 1 ؛ 

(د) لمصفوفة متناظرة تخالفية : =a,‏ »لكل وز ؛ 

هل البرامج الجزئية التالية تجري الضرب Ax‏ وفق الأسطر أو الأعمدة ؟ 


١-4-١ 


11١1-5-١ 


الس سولاك 
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DO 101=1,N DO 10J = 1,N 
DO 10J=1,N DO 101 = 1,N 
1OB(I)= B(I)+A(IJ) * XJ) 10 BUI) +A J) * XO) 

النتائج متكاففة رياضياًء نفرض أنه متذالبدء 1(0 #ولكن 
pels‏ رتران:70:6 يجعل الشفرة (code)‏ الثانية» جزئياًء أكثر فعالية 
(Y Gaull!)‏ . إنه أكثرفعالية على UT‏ متجهات مثل GN CRAY‏ يكن 
للمجموعة الداخلة ( (inter loop‏ أن تغير عدداً من BUI)‏ دفعة واحدة 
وذلك عندما تقوم الشفرة الأولى بتغييرات عدة لواحدة من BUD)‏ ولا 
تضعها على صور متجهات . 
إذا كانت pole‏ 4 هي ,»استخدم رمز الدليل الأدنى من أجل كتابة 
)١(‏ المحور الأول. 
l CY)‏ مضروب السطر الأول الذي يطرح من السطر:. 
)1( العنصر ال جديد الذي يأخذ مكان ,ه بعد هذا الطرح . 
)2( المحور الثاني . 
صائب أم te bl‏ أعط مثالاً معاكساً إذا كان الأمر Abe‏ 
)1( إذا كان العمودان الأول والثالث في AB‏ . متطابقين فانه يكون كذلك 
من أجل العمودين الأول والثالث في 48. 
(ب) إذا كان السطران الأول والثالث من B‏ متطابقين فانه يكون كذلك 
من أجل السطرين الأول والثالث في AB‏ 
ج) إذا كان السطران الأول والثالث من 4 متطابقين فانه يكون كذلك 
من أجل السطرين الأول والثالث في AB‏ 
د) (AB J =A?B?‏ . 


السطر الأول من 48 تر كيب خطي لجميع أسطر B‏ . ماهي المعاملات في 


ا عدن 


كيك 


jo-2—'} 


\1-é-\ 
۷ اسي‎ 


\ASe=5 


TER 
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هذا التركيب وماهو السطر الأول من 48 إذا كان : 


جداء مصفوفتين مثلثيتين دنياوين هو مصفوفة مثلثية دنيا (جميع 
عناصرها الواقعة فوق القطر الرئيسي أصفار. تأكد من ذلك يمثال من 
النوع 3×3 وفسر كيف ينتج ذلك عن قوانين ضرب المصفوفات . 
بطريقة التجربة والخطأء أوجد أمثلة من النوع 2×2 بحيث يكون 

. أعداد حقيقية فقط‎ 4 pole iA- (I) 

(ب) 0لا رغم أن 80 . 

. CD=0 JH SA cD=-DC (=) 

(د) 0= EF‏ رغم أن عناصر E‏ أو F‏ ليست كلها أصفار. 

صف أسطر EA‏ و أعمدة إذا كان | E {37 l‏ 

حقق الخاصة التجميعية ) (EF (6 =E (FG‏ من أجل مصفوفات النص . 
نفرض أن 4 قابلة للمبادلة مع كل مصفوفة من النوع 2×2 = (AB‏ 
BA)‏ وبصورة خاصة 


B =|) a B,= i} تتبادل مع | ل‎ A= م‎ 3 


بین أن 0= = .4 = » . إذا كان 84 = 48 لكل مصفوفة cB‏ فان A‏ 
قاو تهر ةة Roomy!)‏ 

ليكن × عمود مركباته 1.0.......0. برهن أن القاعدة(8) (AB) x =A‏ تؤدي 
إلى أن العمود الأول من AB‏ يساوي جداء ۸ فى العمود الأول من 8. 
أي واحدة من المصفوفات التالية تساوي T +BY‏ 


د سا 


١1-1 


إتت 


i 


المصفوفات والحذف الغاوسي ٤١‏ 
في رمز التجميع» الحد ذو الدليلين ز, :من 48 هو : 
Delays‏ كن (AB)‏ 
k‏ 


إذا كانت كل من 8 , ۸ مصفوفة من النوع nXn‏ وكل عنصر فيهما 
يساوي الواحد» فأوجد (AB),‏ الترميز ذاته يحول الخاصة التجميعية 


(AB) C=A (BC)‏ إلى الشكل 
es ae ak (= by ca}:‏ إن a xb‏ =( > 
J J ١‏ 


احسب كلاً من الطرفين إذا كانت © أيضاً من النوع ۸×« وكان 2= ,> . 
هناك أربع طرائق للنظر في ضرب المصفوفات» مثل ضرب أعمدة 
بأسطر . إذا كانت أعمدة 4هي ,...... ,» وأسطر 8هي المتجهات السطرية 
,”..... ”فان c r,‏ مصفوفة Oly‏ 

AB=c,r, + Cr, ند‎ FET 
. لهذه القاعدة في ضرب المصفه فات‎ 2x2 أعط مثالاً من النوع‎ (1) 
E aby يعطي الطرف الأيمن القيمة الصحيحة ل‎ BU (ب) فسر‎ 
me (AB), للعناصر‎ 
»هي‎ Y المصفوفة التي «تدور» المستوي‎ 


cos O0 -sin 0 


ata) = sin@ 6و‎ 


(I)‏ حقق أن ),0,40( A (6,) A (0,) =A‏ من المتطابقتين المتعلقتين ب 
sin (0 +0,‏ , ي6+6) cos‏ . 


(ب) ماهو جداء (0) 4 في (0-) $A‏ 


من أجل المصفوفات 
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| 


أوجد القوى..2,©7 €,...,^ 8,8 ,...,) A2,A4A2A‏ 
۲٤-٤-١‏ ضرب الكتل هو أكثر عمومية من الضرب عن طريق الأعمدة. إذا 
وزعت مصفوفة إلى كتل (مصفوفات جزئية) وكانت طريقة اجراء 
الضرب بالكتل ممكنة» فان ذلك يجرى كما يلي : 


xX xX X 
x X 
xX FF ¥ 


ا @ a‏ 
C=AB=‏ و ]$ اعم و 


د إدء Nj-‏ 
]د nje‏ 
ب إن مانم 


x 


أو 


> X 
x X & 
x x 
. (أ) عوض الحروف × بأعداد وتأكد أن ضرب الكتل عملية ناجحة‎ 
و8‎ 3X4 من النوع‎ A (ب) أعط مثالين آخرين (با لحروف ۲)» إذاكانت‎ 
من النوع 2 . القطع الرأسي في 4 يجب أن يتلائم مع القطع الأفقي‎ 
. 8 فى‎ 


N‏ ه العوامل المثلثية والمبادلات السطرية 
نريد أن ننظر من جديد فى طريقة الحذف ونرى ماذا يعنى ذلك من وجهة النذ 
oF p‏ في ص يعدي من 
المصفوفي . لقد كانت نقطة الأنطلاق هي النظام Ax =b‏ : 


6) 8 1 
6 0 
72 


Ar = =s 


u 3‏ 
v -2‏ 
w 9‏ 2- 
لقد كان آن ذاك ثلاث خطوات حذف : 

)١(‏ طرح ضعفي المعادلة الأولى من الثانية ؛ 

(Y)‏ طرح جداء العدد (1-) بالمعادلة الأولى من المعادلة الثالثة ؛ 


. المعادلة الثانية من المعادلة الثالثة‎ a )-1( طرح جداء العدد‎ (Y) 


المصفوفات والحذف الغاوسي ty‏ 


: 1 نظام مكافىء ولكنه أبسطء يمثل بمصفوفة معاملات جديدة‎ ELI 
5 


-12 
2 


المصفوفة ا مثلثية عليا c‏ جميع عناصرها الواقعة تحت القطر الرئيسي أصفار . 

الطرف الأيمن متجه جديد نتج عن المتجه he‏ بالخطوات ذاتها التي أنتجت 
U‏ عن A‏ لذاء فان طريقة الحذف يمكن انجازها ا يلي : 

الانطلاق من Ab‏ 
تطبيق الخطوات OD OY) OV)‏ بهذا الترتيب 
الإنتهاء بالمصفوفة U‏ والمتجهء. 

المرحلة الأخيرة هي حل النظام © = ×0 بالتعويض التراجعي » لكننا لن نهتم الآن 
بذلك» بل نركز اهتمامنا على علاقة 4 ب نا . 

E‏ مصفوفة الخطوة (۱)» F‏ مصفوفة الخطوة (۲) و © مصفوفة الخطوة (۳)ء قد 
قدمت في بند سابق . لقد سميت مصفوفات أولية ومن السهل معرفة عملها. لطرح 
مضاعف ! للمعادلة زمن المعادلة ci‏ ضع العدد! - في الموضع (i,j)‏ من مصفوفة 
الوحدة وحافظ على الوحدان على القطر والأصفار في بقية المواضع . الضرب بهذه 
المصفوفة ينفذ الخطوة المطلوبة . 

نتيجة جميع الخطوات هو GFEA =U‏ . لاحظ BO)‏ هي الأولى التي يضرب بها 
ف ثم ۴ ثم 6 . يمكننا أن نضرب GFE‏ بعضها ببعض لايجاد مصفوفة وحيدة تحول A‏ 
US‏ (وتحول كذلك م إلى Co‏ . باهمال الأصفار يكون ذلك : 


2 1 [1 
0 -8 -2 
0 0 1 


(Y) 
Ux = 


=c. 


u 
v 
w 


(۳) 1 


1 
1 1 2 1 
11114 fF 1 


إن ذلك جيد ولكن الأهم منه هو بالضبط العكس : كيف يمكننا العودة من 1 إلى 
A‏ كيف يمكننا إبطال خطوات GALI‏ ؟ 


1 
GFE = 
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إن ابطال خطوة منفردة مثل )1( ليس بالأمر الصعب. عوضاً عن الطرح؛ 
نضيف مثلي السطر الأول إلى الثاني (ليس مثلي السطر الثاني إلى الأول !). نتيجة 
اجراء الطرح والجمع les‏ هي ظهور مصفوفة الوحدة من جديد : 


olf 1 00 100‏ 0 1[ 
Ol/2 1 0|210 1 0‏ 1 2| 
1 0 0 1 0 1|[0 0 0[ )£( 
إحدى العمليتين تلغى الثانية . بلغة المصفوفات» إحدى المصفوفتين هى معكوس 


الثانية . 

إذا كان العدد (1-) يشغل الموضع (ز.) في المصفوفة E‏ فان معكوسه 
(1+)يقع في هذا الموضع"'' . تمثل هذه المصفوفة بالرمز "5 . جداء "5 في 
E‏ هو مصفوفة الوحدة. وهذه هي المعادلة (:) . 

يمكننا عكس كل خطوة باستخدام FI, G?‏ ,"£ . المسألة الأخيرة هي إلغاء 
كل هذه العمليات دفعة واحدة ومعرفة أي مصفوفة تعيد U‏ إلى 4. . لنلاحظ 
أنه لما كانت الخطوة (Y)‏ هي الخطوة الأخيرة للإنتقال من ۸ إلى اء فإن مصفوفتها 
© هي الأولى التي يجب عكسها عندما ننتقل في الاتجاه المعاكس . العكس يجري 
في ترتيب مضادء لذاء فإن الخطوة المعاكسة الثانية هي “7 والأخيرة "ع : 

(0) E" F'G'U=A 

یکن للقارئ أن يعوض U‏ ذهنياً ب 6۴۸ ليرى كيف تسقط المعكوسات الخطوات 
الأصلية . l‏ 

لقد تعرفنا الآن على المصفوفة التي تعيد A JIU‏ . إنها المصفوفة CE" FAG"‏ 


)1( يصعب ايجاد معكوس أغلب المصفوفات ! نقدم المعكوس بصورة نظامية في البند الأخير» 
لكنني أرى أنه ليس من الصعب رؤية الحالات البسيطة هنا . 


المصفوفات والحذف الغاوسي £c‏ 


وهي مفتاح طريقة الحذف . وهي أداة الوصل بين 4 التي ننطلق منها g‏ التي 
نصل إليها. تدعى هذه المصفوفة 1 لأنها مثلثية دنيا . لكن هناك Lal‏ خاصة أساسية 
يكن رؤيتها فقط عند ضرب جميع هذه المصفوفات بعضها ببعض : 
1 
1 2 
1- 


eee 


من المؤكد أن L‏ مصفوفة مثلثية دنيا كل عنصر في قطرها الرئيسي يساوي 
الواحد. وأصفار فوقه . الشيء المميز فيها هو أن العناصر الواقعة تحت القطر الرئيسي 
هي بالضبط المعاملات 2-1-1=/ يظهر» عادة» عندما تضرب مصفوفات 
فيما بينهاء أنه لا توجد طريقة مباشرة لمعرفة الجواب . في هذه الحالة » جاء ت 
المصفوفات بالوضع المناسب لمعرفة جدائها مباشرة . إذا ما خزن حاسوب كل مضروب 
/- وهو العدد الذي ضرب به سطر المحور ليطرح BUSI‏ من السطر i‏ لنحصل أخيراً 
على صفر في الموضع (/.)- لذا فان تلك المضاريب تكون تسجيلاً تاماً لطريقة 
الحذف . إنها صالحة لتكوين المصفوفة 1 التي تعيد 0 إلى 4 . 

١-ح‏ (التحليل المثلثي LU‏ - 4) إذا لم يكن هناك ضرورة لمبادلات 
سطرية» فانه يكن OLS‏ المصفوفة الأصلية على شكل جداء A = LU‏ المصفوفة 
.امثلثية دنياء بوحدان على قطرها وتقع المضاريب ,ا (التي أخذت من أجل الحذف) 
تحت القطر . 1 مثلثية عليا تظهر بعد الحذف التقدمي وقبل التعويض التراجعي ؛ 
عناصر قطرها هي المحاور . 


N = 


=L.. 


(0 | 


١ مثال‎ 


4¿ الجبر الخطي وتطبيقاته 
مثال ۲ (يحتاج إلى مبادلة سطرية) 


Ss VA -|3 1‏ ريه إلى الصيقة E‏ 
مثال Y‏ (جميع المحاور موجودة والمضاريب تساوي الواحد) 


مثال ٤‏ (حيث ل هى مصفوفة الوحدة وى مطابقة ل (A‏ 


1 0 0 
a= 1 0j, 


lz 42 1 


خطوات الحذف هي (۱) E‏ تطرح جداء ,ا بالسطر الأول من السطر الثاني F(X)‏ 
تطرح جداء ,,! بالسطر الأول من السطر الثالث (۳) 6 تطرح جداء ,ا بالسطر 
الثاني من السطر الثالث . ELN‏ هو مصفوفة الوحدة : في JUL‏ 1= 10 . في الاتجاه 
«Shll‏ إذا كانت قاعدتنا صحيحة » يعيد المعكوس المصفوفة A‏ : 
EFC =A‏ 
1 1 1 
1 ضرب 1 Ja‏ 1 ضرت | 1 In‏ 
Is, 1 139 1‏ 1 

الترتيب الصحيح ضروري لتجنب التفاعل بين المصفوفات . لاحظ أن الأقواس 

ليست ضرورية بسبب القانون التجميعي . 
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A = LU‏ : حالة nxn‏ 
التحليل A SLU‏ مهم لدرجة يجب أن نتكلم عنه من جديد . كثيراً مايهمل في 
مقررات الجبر الخطي خاصة عندما يتركز على الجانب المجرد» أو عندما يظن أنه صعب 
- إلا أنك قد أدركته . لو أن المثال (E)‏ أعطي خطوة اضافية مقحمة لكي يقبل أي 
لاعوضا عن ا حالة الخاصة 57-1» فانه سيكون من الممكن رؤية كيف تعمل هذه القاعدة 
بصورة عامة . لذا فان علينا أن نتذكر كيف يستخدم التحليل 17 في الناحية العملية . 
القاعدة هي : تطبيق ,2 على 87 يعيد 4 : 


1 0 of 0 سطرا من‎ 
(v) i 1 OT 87 gat yhaa |=. 
lzi 32 
U سطر ”من‎ 


البرهان هو تطبيق خطوات الحذف . في الطرف الأيمن» إنها تنقلنا من 4 إلى 0 . 
نريد أن نبين أنها تقوم بالأمر ذاته بالطرف الأيسر؛ إنها تزيل ‏ .لما كان ال جانبان في (7) 
تؤديان إلى ذاتها وأن جميع الخطوات التي أنجزت قابلة للعكس» لذا فان الطرفين 
متساويان والعلاقة (7) صحيحة . 

تطرح الخطوة الأولى جداء ا في (1,0,0) من السطر الثاني فتجعل فيه ly‏ صفراً. 
العملية الثانية تطرح جداء fy,‏ بالسطر الأول من السطر (۳). تطرح الثالثة جداء ا 
بالسطر الثاني الجديد (الذي هو 0,1.0) من السطر الثالث . الترتيب صحيح ونجد OV‏ 
مصفوفة الوحدة. يسمح القانون التجميعي لنا أن نواصل عمليات الضرب هذه على 
طول المصفوفة 1ا . في النهاية» عندما تحولت إلى 1» تبقى نا وحدها في الطرف 
الأيسر . يؤكد هذا أن مصير طرفي العلاقة (7) المصفوفة 1ا . أي أن عليهما أن يكونا 
الآنمتساويين . 

التحليل LU‏ - 4 حرج جداً و مل بحيث تتطلب التمارين معالجحة ثانية . لقد كتبنا 
المصفوفات من النوع 3×3» لكن يمكنك أن ترى كيف يمكن تطبيق هذه المحاكمات 
على مصفوفة أكبر من ذلك . هنالك برهان ثالث يصل إلى 11 = 4 بوساطة الاستقراء 


EA‏ الجبر الخطي وتطبيقاته 
الرياضي وذلك بارجاع كل مسألة من النوع nxn‏ إلى المرتبة الأخفض التالية 1-. 
يوضح كتابي» مدخل إلى الرياضيات التطبيقية كيف يسقط الحذف مصفوفة بسيطة 
في كل خطوة . مجموع هذه المصفوفات هو بالضبط A=LU‏ . سنقدم هنا مثالاً ايضاحياً 
ومن ثم نترك 11 = 4 للاستخدام . 

1 « 

A= | 


مثال cA=LU)‏ بأصفار في المواضع GJL‏ 

يبين ذلك كيف يمكن تحليل مصفوفة ذات ثلاثة أقطار غير صفرية إلى مصفوفتين 
بقطرين غير صفريين . ينتج هذا JU‏ عن مسألة مهمة في المعادلات التفاضلية (البند 
(v.\‏ 


تح نوم 
س N‏ — 

0 
v= 
ت‎ 

Il 


نظام خطي = نظامين مثلثيين . 

هناك نقطة خطيرة تتعلق بالصيغة A=LU‏ . إنها أكثر من سجل ol gad‏ الحذف؛ 
إنها تعطي أيضاً المصفوفات الصحيحة لإتمام حل Arab‏ . في الحقيقة A‏ ستهمل عندما 
تعرف 1,۷0 . ننتقل من إلى » بوساطة الحذف التقدمي (الذي يستخدم .!) وننتقل من 
se‏ بالتعويض التراجعي (الذي يستخدم (CU‏ يمكننا العمل بدون 4 وسنقوم بذلك» 
عندما نجد عامليها . 

باستخدام لغة المصفوفات؛ الحذف يجرّىء b‏ = ×4 إلى نظامين مثلثيين : 

الأول د - ما ثم (A) Ux=e‏ 

إن ذلك يطابق = Ax‏ . إذا ضربنا المعادلة الثانية La‏ لنبحصل على LUX =Le‏ التي 

هي >= Ar‏ . يحل كل نظام مثلثي بسرعة . إن هذا هو الذي يعمله الحذف وإن نظاماً 
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جيداً ينجز ذلك بهذا الترتيب : 


PEET لب‎ coped i 

على التوالي . الروتين الجزئي حل يخضع المعادلة CA)‏ . إنه يحل النظامين المثلثيين WL‏ 

2 خطوة لكل منهما. يكن ايجاد الحل المقابل بأي طرف أيمن جديد ب« عملية فقط . 
إن ذلك أخفض كثيراً من 1/3 خطوة ضرورية لتحليل 4 في الطرف الأيسر 


C مثال (المثال السابق مع طرف أيمن‎ 
x) X2 = 
= ti -X, + 2x2 X3 
جا إلى نظامين‎ led Xx + 2x, X4 = 


1 ci =ł 

2 9 a - Cy + C2 =i 
c=|3| تعطي‎ Le=b = tay EKS =1 
4 e +c, =1 

10 Xi - و‎ 21 
ala - ف‎ X2 - X3 =2 
x=|3 تعطي‎ Ux=c Boysi 


من أجل هذه لار قات اة ومقاتقى ساميات إلى .2n‏ إنك ترى 
كيف يحل النظام Le =b‏ تقدمياً؛ هذا بدقة ما يحصل خلال الحذف . ثم = ×1 يحل 
بالتعويض التراجعي كما هي العادة . 
ملاحظة ١‏ الشكل LU‏ غير تناظري لأنه من ناحية : تقع المحاور على قطر U‏ 
الرئيسي » بينما كل عنصر من قطر 1 الرئيسي يساوي الواحد . إن إصلاح هذا PV‏ 
سهل وذلك باخراج مضروب من U‏ مكون من مصفوفة قطرية 7 عناصر قطرها هي 
المحاور dd, wd,‏ . 


.0 الجبر الخطي وتطبيقاته 
uyldy unid‏ 1 4 )4( 
كا جولا 1 dz‏ 
dy ba.‏ 
في المثال الأخيرء جميع المحاور تساوي الواحد . في هذه الحالة. هي مصفوفة 
الوحدة وليس لهذه الملاحظة أية أهمية . لكن هذه الحالة استثنائية ومن المعتاد أن يكون 
LDU‏ مختلفاً عن LU‏ . 
كثيراً ما يكتب التحليل المثلثي بالصورة 100 = A‏ » حيث العناصر القطرية من 
كل من LU‏ وحدان و 7 هي المصفوفة القطرية للمحاور . 
من المتفق عليه» رغم أن ذلك مربك» متابعة تمثيل هذه المصفوفة المثلثية العليا 
الجديدة بالرمز U‏ . كلما رأيت LDU‏ فعليك أن تفهم من ذلك أن U pobe‏ القطرية 
وحدان_بقول آخر كل سطر قد قسم على محوره . لذاء LUO’‏ تعاملان بالتساوي . 
مثال ذلك : 


| E ill’ ARE ill’ all’ 1| اه‎ 


حيث تقع وحدان على قطري L, U‏ ويقع المحوران 2-,1 في D‏ . 

ملاحظة Y‏ ربا أعطينا انطباعنا عند وصف كل خطوة في طريقة الحذف» وهو 
أنه لايوجد لنا خيار لاجراء الحسابات بترتيب آخر . إن ذلك خاطىء . إن هناك بعض 
الحرية وهناك 'طريقة كراوت Crom‏ التي ترتب الحسابات بطريقة مختلفة قليلاً. ولكن» 
من المؤكد أنه لاتوجد حرية كاملة لأن اجراء مبادلة الأسطر بترتيب اختياري» في خطوة 
ماء قد يزيل الأصفار التي كونت في خطوة سابقة . بالاضافة إلى ذلك» لاتوجد حرية 
في الوضع النهائي المتعلق بالمصفوفات L, D, U‏ . إليك نقطتنا الأساسية : 

١ط‏ إذا كان LDU, A= LDU,‏ م حيث قثل L‏ مصفوفة مثلثية Lio‏ بوحدان 
على قطرهاء وتمثل U‏ مصفوفة مثلثية عليا بوحدان على قطرهاء وتمثل D‏ مصفوفة 
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قطرية بعناصر غير صفرية على قطرهاء فإن L,=L,,D,=D,,U,=U,‏ . التحليل LDU‏ 
والتحليل LU‏ يعينان بصورة وحيدة بالمصفوفة 4. 
البرهان تمرين جيد لمعكوسات المصفوفات فى البند التالى . 


مبادلة الأسطر ومصفوفة المبادلة 

سنقابل الآن مسألة كنا قد استبعدناها : العدد الذي نرى استخدامه كمحور 
يمكن أن يكون Lie‏ يمكن أن يقع ذلك في وسط الحسابات ومن الممكن أن يظهر في 
البدء (عندما يكون 0 = Ca,‏ إليك مثالاً سهلاً لذلك : 


|e 


الصعوبة واضحة؛ لايوجد مضاعف للمعادلة الأولى يمكنه تحويل المعامل 3 إلى 
صفر . العلاج كذلك واضح . إنه المبادلة بين المعادلتين » حيث ينقل المعامل 3 ليقع 
موقع المحور. في هذه الحالة السهلة تكون المصفوفة مثلثية عليا مباشرة 

3u+4v=b, 


u 
v 


1 


2v=b, 

ويمكن عندئذ حل النظام بصورة مباشرة بالتعويض التراجعي . 

لكي نعبر عن ذلك بلغة المصفوفات» علينا أن LÈ‏ مصفوفة المبادلة التي تنجز 
المبادلة بين السطرين . إنها المصفوفة : 


فاذا ضربنا بهذه المصفوفة فانه يقع التبادل بين السطرين : 


elt ols J-l 3 


oY‏ الجبر الخطي وتطبيقاته 
للمصفوفة 7 التأثير نفسه على + فهي تبادل بين ,ط.,؛ يأخذ عندها النظام شكله 
الجديد d PAX = Pb‏ يتغير موضعا المجهولين u wv‏ عند المبادلة بين السطرين . 
ننتقل الآن إلى حالة أكثر صعوبة . لنفرض أن A‏ مصفوفة من النوع 3×3 
b‏ © 0 
æl:‏ 0 0 
def‏ 
إن وقوع صفر في موضع المحور يثير إحتمالين : إما أن يكون من السهل إصلاح 
المشكلة القائمة أو أن تكون المشكلة أكثر جدية . يقرر هذا الأمر BIL‏ إلى ما تحت 
الصفر . إذا وجد تحته» وفي العمود ذاته» عنصر لايساوي الصفر أجرينا مبادلة بين 
الأسطر ليصبح العنصر غير الصفري هذا هو المحور المطلوب وتتابع عملية الحذف 
طريقها من جديد”"' . 
في الحالة التي نحن بصددها » كل شىء يتعلق بقيمة d‏ . إذا كان 4-0 فان 
المسألة تشكل معضلة وتدعى عندئذ المصفوفة مصفوفة شاذة وليس هناك أمل بحل 
hy‏ أما إذا كان 4+0 فان المبادلة بين السطر الأول والثالث ينقل 4 إلى موضع المحور 
وبذلك تكون الخطوة الأولى قد انتهت . لكن في موضع المحور التالي صفر أيضاً. 
العدد a‏ يقع OW‏ تحته e)‏ الواقعة أعلاه غير مستخدمة) وإذا لم يكن ه صفراً» فان الأمر 
يحتاج إلى مبادلة أسطر أخرى» المبادلة الأولى P13‏ وهذه المبادلة الثانية ووم تنفذان 
0 0 1 9 0 
Pg =|0 1 0| Pas 0 Li.‏ 
IO 0 1 0‏ 


يمكن إيجادهما بحيلة بارعة إذا ماضربنا بها مصفوفة الوحدة . مثلا P 1=P‏ 
تنتج مصفوفة الوحدة als‏ بين السطر الأول والثالث . 
)1( عملي تجري Lal‏ مبادلة أسطر عندما يكون المحور الأصلي قريب من الصفر ‏ وكذلك إذا لم 
يكن مساوياً الصفر. إن اختيار محور كبير يصغر خطأ التدوير. 


A= 
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نقطة أخرى : توجد مصفوفة مبادلة تقوم بالمبادلتين السطريتين معاً. إنها جداء 
مصفوفتى المبادلة ( P,‏ تعمل أولا !) : 


100/001 001 
PaPa =|0 0 LIO 1 O]=|1 0 0| =P. 
01 0[1]1 00 0 1 û 


لو أننا عرفنا ذلك» لضربنا مصفوفتنا بالمصفوفة 8 من أول الأمر . لذا فانه لن 
يكون في الحذف صعوبة مع PA‏ ليس هناك سوى الترتيب الأصلي السيء الحظ . 
بالترتيب الصحيح للأسطر نصل فعلاً إلى الشكل A‏ » 


a def 
هى فعلا مثلثية‎ PA =|0 a b 
R OB © 


فعلاً إن كون هذه المصفوفة مثلثية » وقع صدفة؛ غالباً مايوجد حذف يساري 
يجب عمله . لكن النقطة الأساسية هي : إذا أمكن للحذف أن يتم بمساعدة مبادلات 
سطرية» فانه يمكننا أن نتصور أن هذه المبادلات قد أجريت سابقاًء لتنتج PA‏ وان هذه 
المصفوفة لم تعد بحاجة لبادلات سطرية . يعمل الحذف مع جميع الأسطر وهي الآن 
في وضع لاتقع فيه أصفار في مواضع المحاور. بقول آخرء تقبلت PA‏ التحليل المعتاد 
رآ مضروبة د لا . يكن تلخيص نظرية غاوس في الحذف كمايلي : 

١ي‏ في الحالة غير الشاذة» توجد مصفوفة مبادلة P‏ تعيد ترتيب أسطر A‏ بحيث 
لاك أسقار قن مواقم CORRETE‏ 

Ax sb ela )١(‏ حل وحيد. 

. مع مبادلات سطرية‎ GILL يحصل عليه‎ (Y) 

(*) إذا أعيد ترتيب الأسطر مسبقاًء فانه يكن تحليل PA‏ بالصورة LU‏ . 

في الحالة الشاذة لا توجد إعادة ترتيب تنتج مجموعة كاملة من المحاور . 


لاحظ أن مصفوفة P Uolo‏ أسطر مصفوفة الوحدة ذاتها بترتيب ما . فى ا حقيقة 
5-1 أبسط مصفوفة مبادلة (إنها لا تجري أي مبادلة) Of.‏ جداء مصفوفتي مبادلة هو 


of‏ الجبر الخطي وتطبيقاته 


مصفوفة مبادلة أخرى . إنها ليست تبديلية : الجداء oP XP,‏ حيث ضربنا باتجاه 
معاكس U‏ في المثال أعلاه» يؤدي إلى مصفوفة P‏ مختلفة . 

ملاحظة- عليك الانتباه مع 1. افرض أن الحذف طرح السطر الأول من 
السطرالثاني فأو جد احررا . ثم افرض أنه بادل بين السطر الثاني والسطر الثالث . إذا 
أجريت هذه المبادلة قبل» فان المضروب يتحول إلى a PA=LU lal‏ 

مثال 


Dal, ديا‎ 2 OV بمبادللات سطرية نستعيد 1.17 لكن‎ 
100 100 
PA =LU „ralo 0 1 sL=|2 1 | 
010 101 

الخلاصة : إن نظاما جيدا للحذف الغاوسي يحتفظ بتسجيل المصفوفات L, U,‏ 
م. تحمل هذه المصفوفات المعلومات التي أتت بالأصل من 4- و تحتفظ بها بشكل أكثر 
المكافىء العملي للحساب الذي نجريه فيمابعد-لايجاد معكوس مصفوفة وحل النظام 
"4 -+ .س 


oe 


٠-١-١‏ متى تكون مصفوفة مثلثية عليا غير شاذة ؟ 
۲-٠-١‏ من أجل الحذف» أي مضاعف للسطر الثاني يطرح من السطر الثالث 


. إذا وقعت ۲ بين /] و 1 » فان ذلك يبقي 1-, ج/ لكن ذلك متأخر جداً‎ oy Al قال لي بعض‎ )١( 


المصفوفات والحذف الغاوسي 00 


8 7 0|/5 10 
,3 2 10/10 4512 
6 0 1][0 4 1 
ماسيكون المحور ؟ هل هناك ضرورة لمبادلة سطرية ؟ 


إضرب المصفوفة 7 802710 =1 الظاهرة فى المعادلة (5) بالمصفوفة 
ا۴ © الظاهرة فى المعادلة () . 
100 


1 0 0 
Z 1 Ox 2 1 0 
=1 -1 1 -1 1 1 


إضرب أيضاً بالاتجاه المعاكس . ما هي الأجوبة ولماذا كانت Wis‏ ؟ 
طبق الحذف لتحصل على ,ا من أجل كل من المصفوفات : 


E i 1 1 1‏ 3 21 
|4 4 |= 1|4 13|-4ه.|! Tr‏ 
8 4 1 2 1 5 
حلل 4 بالصورة LU‏ واكتب النظام المثلئي الأعلى c‏ = نا الذي يظهر 
بعد الحذف» من أجل : 
2 8# |31 23 
Ax =|0 5 7||v»v|=|2].‏ 
8j|w 5‏ 9 6 
أوجد E$, E?‏ ,£ إذا كان : 
0 | 
E 1‏ 
أوجد الجداءين FGH HGF‏ (حيث أهملت الأصفار فى المصفوفات 
المثلثية العليا) 
1 1 1 
i „|O J |: 1‏ 
‘G99 4 p Se= O 0 d‏ م P=‏ 
0021 0001 1 0 


إن الجبر الخطي وتطبيقاته 


۸-٥-١‏ (برهان آخر للعلاقة (ALU‏ ينتج السطر الثالث من U‏ عن السطر الثالث 
من ۸4 بطرح مضاعف للسطر الأول ومضاعف للسطر الثاني (من CLU‏ : 
السطر 3 من U‏ = السطر 3 من 4- ,و1 (السطر الأول من CU‏ (السطر 
CU 2‏ 
)1( لماذا طرحت أسطر من U‏ وليست أسطراً من 4 ؟ الجواب لأنه قد 
استخدم سطر محور . .. . 

(ب) المعادلة الواردة أعلاه هي المعادلة التالية نفسها 
السطر Y‏ من SA‏ ,,/(السطر ١‏ من ACU‏ (السطر ۲ من 1U‏ (السطر T‏ 
Cy‏ 
أي قاعدة في ضرب المصفوفات ( في ١د)‏ تعطي تماماً جداء السطر Y‏ 
من .1 في ؟ 
الأسطر الأخرى من LU‏ تتوافق بصورة مشابهة مع أسطر ۸ . 
9-5-١‏ () تحت أي شروط تكون 4 غير شاذة» إذا كانت 4 هي الجداء 


1 0 oá 1 -1 0 
A =| -1 1 0 d> 0 1 -1 |? 
0 1ت‎ t d; 0 0 1 
2 Le = منطلقاً من ظط‎ Ax =b (ب) حل النظام‎ 
tr 09 as 0 
-1 1 CSS ENO | عات‎ 
0 1 idles 1 


\-0-+\ (أ) لماذا نأخذ بصورة تقريبية ل3/2« من خطوات ضرب - طرح لحل كل 


من Lo=b,Ux=c‏ 
(ب) ماهو عدد الخطوات التي يستخدمها الحذف من أجل حل ٠١‏ أنظمة 


۱1-٥-۱ 


1۲-۵-۱ 


\¥-o-\ 


\g-0-) 


١ه-ه-١‎ 


١-6-١ 


\Y=0=\ 


المصفوفات والحذف الغاوسي ov‏ 


بمصفوفة المعاملات A‏ نفسها وهي من النوع 60×60 ؟ 
حل النظام التالى دون أن تجري الضرب LU‏ لايجاد 4 : 


1 0 012 4 4 [| م‎ 2 
1 oO LENS 
1 1 w 2 


1 00 
E‏ » من تحليل 4 على صورة جداء cUL‏ جداء مصفوفة مثلثية 
Las We‏ فة مثلثية دنيا ؟ هل هذان المضروبان مطابقان للمضروبين فى 


الجداء L1‏ =4 ؟ 
حل GALL‏ وباستخدام مبادلات سطرية عند الضرورة : 
v+w=0 u+4v+2w =-2‏ 
u+v=0 3 -2u - 8v+ 3w = 2‏ 
utvew = 1 v+w =|‏ 
أي مصفوفة مبادلة نحتاج لذلك ؟ 


اكتب مصفوفات المبادلة الست من النوع 3×3 بما فى ذلك 7-م . أذ 
تبهو عن الحو في 

معكوساتها التي هي أيضاً مصفوفات مبادلة إنها تحقق 1 = PP‏ وتقع 

فى القائمة ذاتها . 

أوجد التحليل 127 = 84 (وتحقق من ذلك)لكل من 


A= و‎ A= 


1 1 0 
1 0 1 
4 2:3 
أوجد مصفوفة غير شاذة من النوع 4×4 تحتاج إلى ثلاث مبادلات سطرية 
لتبلغ نهاية الحذف . اجعل المثال مصفوفة مبادلة» إذا كان ذلك ممكناً . 
بسبب تفضيل الحبريين فيما يتعلق بترتيب LPU‏ تجري المبادلات 


السطرية فقط فى النهاية : 

£p 1 1 S 3 1 020101 1 i 

4 -|1 | لم3‎ 0 0 2|=PU=|0 0 10 3 6 
258 0 3 6 0 1 0|0 0 2 
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ماهي + في هذه الحالة ؟ على نقيض PA = LU‏ والمثال الذي ورد بعد 
ah) TA MEE ET WT‏ 1 و ا هي 2) . 

۱۸-٠-١‏ إذكر أي نظام ما يلي يكون شاذاً وأيها يكون غير شاذ» وأي منها ليس 
له حل» حل واحد أو عدد غير منته من الحلول : 


v-w =2 v-w =0 v+w =1‏ 
u+v =‏ و 0= u-v‏ و 2= u-v‏ 
u-w =2 u-w =0 u+w=l‏ 
١-ه-4١‏ ماهي قيم », ط, ۾ التي تؤدي إلى مبادلات سطرية وما هي التي BE‏ 
المصفوفتين شاذتين؟ 
s2‏ 2 1 
ipida le 2‏ 
5-١‏ المعكوس والمنقول 


معكوس مصفوفة من النوع nxn‏ هو مصفوفة أخرى من النوع nxn‏ . إذا 
كانت المصفوفة الأولى 4» فاننا غثل معكوسها بالرمز 4-1( يلفظ معكوس (A‏ الخاصة 
الأساسية سهلة : إذا ضربت ب 4ثم ب 47» فانك تعود إلى ما انطلقت منه : 


إذا كان Ax=b‏ فان A'b=x‏ 


لذاء فإن ×= A Ax‏ جداء المصفوفة A‏ بالمصفوفة A”‏ يساوي مصفوفة الوحدة. 
لكن ليس لكل مصفوفة معكوس . تبرز المشكلة عندما يكون ×4 صفراً» لكن × لايساوي 
الصفر . ينقلنا المعكوس من ×4 إلى ×. لاتوجد مصفوفة إذا ضربت بمتجه صفري تعطي 
متجهاً غير صفري ‏ في هذه الحالة ”4 لن تكون موجودة . هدفنا تعريف المعكوس 
وحسابه واستخدامه في الحالة التي يكون فيها موجوداًء ومن ثم التعرف على 
المصفوفات التي لها معكوسات . 


المصفوفات والحذف الغاوسي 0۹ 


١‏ ك تكون المصفوفة 4 قابلة للعمكس» إذا وجدت مصفوفة B‏ تحقق كلاً من 
العلاقتين 84-7 ,1 -48.. يوجد على الأكثر مصفوفة واحدة مثل 8 تدعى معكوس cA‏ 


تمثل بالرمز B=A"‏ : 
A'A =I, AA" =I‏ )\( 
ملاحظة )1( لايمكن أن يكون لمصفوفة معكوسان مختلفان GY‏ إذا کان BA =I‏ 

و -4©6 فإننا نجد : 


B =B (AC) = (BA) C=C. 
من اليسار)‎ C مضروبة من اليمين و‎ B) إذا وجد معكوس يساري ومعكوس ييني‎ 
. فانهما متساؤيان‎ 
..)3( مط( © نكر ن عو فسا [تهمآ يحققاق العادلة‎ 
مصفوفة من النوع 11 قابلة للعكس عندما لاتكون صفراً : إذا‎ (Y) ملاحظة‎ 
يكن كتابة معكوس مصفوفة من النوع 2×2 يصلح‎ .4"= [Va] كان [4]-4فان‎ 
: صفراً)‎ ad -be لجميع مصفوفات هذا النوع (شرط أن لايكون‎ 


a bl-_ 1 d -b 
c d ad-bel af 


ملاحظة )£( المصفوفة القطرية قابلة للعكس عندما لايكون أحد pole‏ قطرها 
صفراً 


4 


ob A= إذاكان‎ 


l/d, 


ملاحظة )0( المصفوفة | | | |-4 ذات النوع 2*2 غير قابلة للعكس . عمودا 
جداء A‏ ×8 متساويان حتماً ولا يمكن أن يكونا عمودين فى 1» اللذين هما مختلفان . 


Ta‏ 41 الخطي وتطبيقاته 
(سنرى سبباً آخر أفضل من هذا لكون المصفوفة 4 هذه غير قابلة للعكس) . 

عندما تكون مصفوفتان قابلتين للجمع » فانه لايمكننا أن نعمل كثيراً فيما يتعلق 
بمعكوس 8+ 4. يمكن أن يكون المجموع قابلاً للعكس أو لايكون بصورة مستقلة عن 
قابلية العكس لكل من 4و 8 . بالمقابل» يعتبر معكوس جدائهما 48 قاعدة أساسية في 
حساب المصفوفات . يقع الأمر ذاته للأعداد العادية : من العسير تبسيط „(a+b y!‏ 
بينما يكن تجزئة 1/60 إلى 1# × Va‏ . لكن من أجل المصفوفات» يلزم أن يكون 


ترتيب المضاريب صحيحاً إذا كان ABx =y‏ فان Bx=A"y‏ و ‘aly‏ 8= ×الأمر الذي يبين 


أن المعكوسات تظهر بترتيب معاكس . 
١ي‏ لحداء مصفوفتين قابلتين للعكس معکوس» هو جداء معكوسي هاتين 
المصفوفتين بترتيب معاكس . 
(Y) (AB)'=B' A!‏ 


البرهان . لكي نبرهن أن B'A!‏ هو معكوس CAB‏ نشكل جداء هما ونستخدم 
الخاصة التجميعية لحذف الأقواس 
(AB) (B' A')=ABB'A'=AIA'=AA'=I‏ 
(B' A" )(AB)=B A! AB=B'IB=B'B=I.‏ 
قاعدة مشابهة صالحة من أجل ثلاث مصفوفات أو أكثر : 
(ABcy'=c"'B'A”‏ 

لقد رأينا تأثير تخ تغيير الترتيب منذ قليل عندما عكسنا المصفوفات الأولية E, F, G‏ 
في الحذف لنعود من جديد من JU‏ ۸4. في الاتجاه التقدمي GFEA‏ هي -U‏ في الاتجاه 
المعاكس LEEFIG‏ هي جداء المعكوسات . با أن © هي آخر مايطبق على cA‏ فان 
ste!‏ أولاً. 

فبا چ 4 بالمصفوفة " 6 (من اليسار) أو بالمصفوفة "۸ 
(من اليمين) أو بالمصفوفة UT‏ (في كل من الطرفين) . إذا احتجنا ل 4 فإنه يكن أن 
يدعى أنها 6۶۸" 1. tle,‏ تحقق أنه من السهل بيان خطأ ذلك . 


المصفوفات والحذف الغاوسي TA‏ 


حساب " ۸ 

لننظر في المعادلة 1= "44 . إذا أخذنا عموداً في كل مرة» فان هذه المعادلة تعين 
أعمدة 47 . إذا ضرب العمود الأول من "4 بالمصفوفة A‏ نحصل على العمود الأول 
من مصفوفة الوحدة : ,»-رده. بصورة مشابهة tAr =e, Arse,‏ المتجهات » هي 
أعمدة 1. في مثال من النوع 3×3 » "۸4× 4 هي : 


X] X2 X3 وع دع رع‎ 


(۳) 


2 1 1 1 0 
4 6 0 U 1 0 
2 F 2 0 0 1 

لذاء يكون لدينا ثلاثة أنظمة معادلات gf)‏ نظاماً) لكل منها مصفوفة المعاملات 
4ذاتها . الأطراف اليمنى تختلف» ولكن من الممكن إجراء الحذف على جميع الأنظمة 
في الوقت ذاته s‏ نسمي هذه الطريقة طريقة غاوس-جوردان . Gauss -Gordan‏ . عوضاً 
عن التوقف عند ا والانطلاق بالتعويض التراجعي» نتابع بطرح مضاعفات سطر من 
الأسطر التي تعلوه لنحصل على أصفار فوق القطر كما حصل تحته» وعندما نتوصل 
إلى مصفوفة الوحدة» نكون قد وجدنا "4 . 

المثال التالى يحتفظ بالأعمدة eepe,‏ ويعمل على أسطر ذوات ستة عناصر: 


مثال لطريقة غاوس - جوردان لإيجاد A”‏ 


211100 
[A e; e زيع‎ 3| 4 6 0 0 1 0 
a2 Ff ZZ CG O I 
2% Tt 100 
—0 -8 -2 -2 1 0 
0 5 3 15 1 
27 1 1 LO § 
— /0 8 2 2 1 Ol=[uL?} 
060 £ 2 © 1 


1۲ الجبر الخطي وتطبيقاته 

بذلك ينتهي الحذف التقدمي . في المصفوفة الأخيرة» تعطى الأعمدة الثلاثة 
الأوائل المصفوفة المثلثية العليا المعتادة U‏ . أما الأعمدة الثلاثة الأخرى التي هي الأطراف 
اليمنى الثلاثة وقد هيئت من أجل التعويض -التراجعي » فانها تكون المصفوفة L‏ نفسها 
(إن ذلك نتيجة تطبيق العمليات الأولية على مصفوفة الوحدة : .(L'SGFE‏ النصف 
الأول من الحذف انطلق من 4 إلى CU‏ والآن يذهب النصف الثاني من ا إلى 1 » 
محدثاً أصفاراً فوق المحاور في المصفوفة الأخيرة وهكذا نصل إلى "4 : 


3 66 4 = كيد‎ 
اوق‎ 8 8 8 
0 -8 0 -4 3 2 
0 eft a 1 1 
12 5 6 
0 25 ia =e 
1 58 16 16 16 
واک‎ 16 & & la ar 
8 8 8 
Û 0 1 «a 1 1 


في الخطوة الأخيرة» قسمنا على المحاور . تحولت مصفوفة المعاملات الواقعة 
في الصف FE a‏ الوه ها ZA aT‏ فة oF‏ فنا ت Ltd‏ 
على النصف الأيمن تحول: إلى "4 . بذلك نكون قد حسبنا المعكوس . 

ملاحظة من أجل المستقبل : يمكنك أن تلاحظ المحددة 16 - الظاهرة في المقامات 
في 4. إنها جداء المحاور )1( (8-) (2) وهي تدخل في النهاية عندما نقسم الأسطر على 
المحاور. 

رغم أن هذا نجاح في حساب AT‏ فانني لاأنصح بذلك . إنني أقبل أن المعكوس 
يحل Ax =b‏ بخطوة واحدة بدلاً من إثنتين : 


المصفوفات والحذف الغاوسي لا 


Le -( , Ux=c عو ضا عن‎ x = 

يمكننا أن نذهب إلى أبعد من ذلك ونكتب =L'b‏ » و 15نة'نا- »0+ . لكنني 
لم أكتبه بصورة مفصلة» وفي الحسابات الحالية لن نكون المصفوفتين 1 "0 . سيكون 
هناك تبذير في الوقت لأنه سيكون علينا أن نجري العمليات التي عددها ۸/2 نفسها 
لضرب ء ب "0ا أو 5 ب "1 . ملاحظة مشابهة تطبق على"4 ؛ 

يحتاج الضرب 455 إلى* , خطوة . إنه الحل الذي نبغيه وليست جميع عناصر 
المعكوس. 

ملاحظة ١‏ : خارج عن الغرابة» سنقوم بتعداد العمليات الضرورية لايجاد AT‏ 
إن التعداد المعتاد يعطي من أجل كل طرف أين جديد ilas n?‏ نصفها من أجل الحذف 
التقدمي ونصفها الآخر من أجل التعويض التراجعي . لذا فمن أجل ”من الأطراف 
اليمنى المختلفة» نحتاج إلى *” من العمليات » بالإضافة إلى 7/3« من أجل المصفوفة 
A‏ نفسهاء فيكون المجموع 3/ An‏ 

هذه النتيجة» مع ذلك عالية نوعاً ماء وذلك بسبب الشكل الخاص للأطراف 
اليمنى ». في الحذف التقدمي سيكون التخبير ضرورياً فقط » تحت العدد واحد الذي 
يشغل الموضع رمن العمود . هذا الجزء مكون من n -j‏ مركبة فقط لذا فان التعداد من 
أجل » قد تحول فعلاً إلى 7/2 #). إذا جمعنا من أجل كل زفان المجموع المتعلق 
GILL‏ التقدمي سيكون 7/6 «. هذا العدد يجب أن نضيف إليه : ۸/3 وهو عدد 
العمليات التي طبقت على cA‏ بالاضافة إلى (77/2) n‏ عدد العمليات الضرورية لخطوات 
التعويض التراجعي التي تؤدي في النهاية لحساب قيم ox‏ سواء أجري ذلك بشكل 
متفرق أودفعة واحدة في طريقة غاوس-جوردان . ويكون عدد العمليات الكلي اللازم 
OLA‏ "4 هو: 


Ve‏ الجبر الخطي وتطبيقاته 


إن هذا العدد منخفض بصورة واضحة . في الحقيقة ا أن ضرب مصفوفتين 
مربعتين من النوع clean xn‏ إلى © خطوة فان عدد العمليات اللازمة لحساب 4 هو 
العدد نفسه الضروري لحساب AT‏ يظهر هذا الأمر وكأنه غير معقول (إن حساب*۸ 
يحتاج» كما يظهر لناء إلى ضعفي ذلك) . في جميع الأحوال» إذا كانت ۸1 غير 
ضرورية فانه يفضل عدم حسابها . 

ملاحظة ۲ : في حسابات طريقة غاوس ‏ جوردان قطعنا قدماً الطريق كاملا 
المؤدي إلى U‏ قبل أن ننطلق إلى الجهة المعاكسة لاحداث أصفار فوق القطر . إن ذلك 
يشبه الحذف الغاوسي» لكن تراتيب أخرى ممكنة . كان بامكاننا استخدام المحور الثاني» 
لايجاد صفر فوقه كما هو الحال تحته . ولكن ذلك بطيء. في ذلك الوقت كان السطر 
الثاني ممتلئاً فعلاً» لأنه كان يحتوي قبل النهاية أصفاراً نتجت عن المبادلات السطرية 
الصاعدة إلى الأعلى» حيث أخذت مكانها مسبقاً. 


قابل للعكس - غير شاذ 

أخيراً نريد أن نعرف ماهي المصفوفة القابلة للعكس وما هي المصفوفة غير القابلة 
لذلك . إن هذه المسألة مهمة جداً لدرجة أن لها أجوبة متعددة. بالفعل. كل فصل من 
الفصول الخمسة القادمة سيعطي طريقة لاختبار قابلية العكس مختلفة (لكنها مكافئة) . 
و يمكن في . بعض الأحيان» أن تمتد الطريقة لتشمل المصفوفات المستطيلة وا معكوس 
من جهة واحدة ؛ الفصل الثاني يتطلب ضرورة كون الأسطر مستقلة خطياًء أو الأعمدة 
مستقلة . الفصل الثالث يعكس ATA‏ أو 447 تتعرض بقية الفصول hä‏ للمصفوفات 
المربعة وتنظر فقط في تلك التي محددتها لانساوي الصفر أو ذات القيم الخاصة غير الصفرية 
أو ذات المحاور غير الصفرية. الاختيار الأخير هو الذي استخدمناه في عملية الحذف 
ونريد أن نبرهن (في عدد قليل من المقاطع النظرية) أنها طريقة ناجحة . 

لنفرض أن هناك مصفوفة ذات مجموعة كاملة من المحاور ‏ إنها بالتعريف 


المصفوفات والحذف الغاوسي Yo‏ 


غير شاذة (نذكر من جديد أن المحاور ليست أصفاراً . ) تعطي المعادلة n AAI‏ نظاماً 
منفصلاً =e‏ ×4 من أجل أعمدة cA‏ وييكن حلها بالحذف أو بطريقة غاوس- 
جوردان. يكن أن يكون هناك ضرورة DYA‏ سطرية » لكن أعمدة "۸ هي 
الوحيدة التي تتعين . بقول دقيق » علينا أن نبين أن المصفوفة 47 بهذه الأعمدة 
هي أيضاً 

معكوس -يساري . حل 1=" 44 يؤدي بالوقت ذاته إلى حل 1= A'A‏ » لکن كيف 
يجري ذلك ؟ ليس ذلك مسألة تافهة . إحدى الطرائق تنتظر الباب الثاني : معكوس 
من جانب واحد لمصفوفة مربعة هو بصورة آلية معكوس من جانبين. لكن» يمكننا أن 
نعمل دون الباب الثاني بملاحظة بسيطة : كل خطوة في طريقة غاوس ‏ جوردان تقوم 
على عملية ضرب من اليسار بمصفوفة أولية . لقد استخدمنا ثلاثة أنواع من المصفوفات 
EAP‏ 

i ع لطرح مضاعف اللسطر رمن السطر‎ )١ 

PCY‏ للمبادلة بين السطرين او ز 

(Y‏ 2 (أو (D"‏ لتقسيم جميع الأسطر على محاورها. 

طريقة غاوس ‏ جوردان هي في الحقيقة متتالية ضخمة من عمليات الضرب 
المصفوفي : 


(£) WO اقب لقب‎ =I 
. هذه المصفوفة الواقعة داخل القوسين عن يسار 4 هي » بالبداهة معكوس يساري‎ 
لذا كل مصفوفة غير شاذة‎ )١( إنه موجود وإنه يساوي المعكوس الأيمن وفق الملاحظة‎ 
قابلة للعكس.‎ 
كل مصفوفة قابلة للعكس هي مصفوفة غير شاذة. إذا‎ : Lal العكس صحيح‎ 
القصوى : اذا كان له‎ ILH كانت 4 قابلة للعكس» فان لها« محوراً. ذلك واضح في‎ 
معكوس» فمن غير الممكن أن يكون فيها عمود كله أصفار . (لايمكن أبداً للمعكوس‎ 


“v‏ الجبر الخطي وتطبيقاته 


أن ينتج عموداً من مصفوفة الوحدة» بضربه بعمود صفري). في الحالة الأقل تطرفاً» 
نفرض أن الحذف انطلق من مصفوفة قابلة للعكس 4 لكنها محطمة مثل : 


لايمكن أن يكون لهذه المصفوفة معكوس مهما كانت الأعداد: . أحد البراهين هو 

استخدام عمليات عمود (للمرة الأولى) لجعل جميع عناصر العمود الثالث 
أصفاراً. بطرح مضاعف مناسب للعمود Y‏ ثم مضاعف مناسب للعمود ١‏ (من العمود 
CY‏ نصل إلى مصفوفة غير قابلة للعكس Sed‏ لذاء فان المصفوفة الأصلية غير قابلة 
للعكس» نقع هنا في تناقض . عندما ننطلق بمصفوفة قابلة للعكس» فانه لايمكن 
للحذف أن يفشل . 

الحذف يعطي اختباراً موثوقاً لوجود'4 : يجب أن يكون هناك n‏ محوراً. 

تكون مصفوفة مربعة قابلة للعكس إذا وإذا فقط كانت غير شاذة. 

سيستخدم الفصل الثاني عمليات سطر على 4 ليحصل على سطر أصفار وعلى 
النتيجة ذاتها. من أجل بعض الأطراف اليمنى لايكون للنظام Arab‏ حل. من أجل 
مصفوفة قابلة للعكس» يوجد دائماً الحل الوحيد x=A"b‏ 


المنقول 
نحتاج إلى مصفوفة أخرى وهي لحسن BH‏ أبسط كثيراً من المعكوس . تسمى 
هذه المصفوفة منقول 4 c‏ وتمثل بالرمز "4 . أعمدتها على الترتيب أسطر 4 السطر ذو 
الرقم : من A‏ يصبح العمود ذا الرقم ¡ في ”4. لذا فإنه يكن تكوينها دون أية حسابات : 
0 2 


vel | op TE 5 4] asis 
A 3 


المصفوقات والحذف الغاوسي w‏ 


بالوقت ذاته » أعمدة A‏ تصبح أسطراً للمصفوفة AT‏ إذا كانت A‏ مصفوفة من 
النوع m xn‏ فان "4 من xg gl‏ . إن التأثير النهائي هو قلب المصفوفة حول قطرها 
الرئيسي بحيث ينتج العنصر الذي يقع في السطر i‏ والعمود رمن "4 عن العنصر الذي 
يقع في السطر ز والعمود : في 4 : 


إن منقول مصفوفة مثلثية دنيا هو مصفوفة مثلثية عليا وإن نقل 4 يعيد ALS‏ 

لنفرض الآن أن لدينا مصفوفتين 8و 4 فاذا جمعناهما ثم نقلنا الناتج فاننا نحصل 
على الشيء ذاته فيما لو SV IWS‏ جمعنا : (A+B)‏ هو ' 4+8 نفسه . لكن ليس من 
الواضح ماهو منقول الجداء AB‏ و منقول المعكوس GA‏ إليك القانونين الأساسيين في 
هذه الفقرة : 


)48('=8 "4" هو‎ AB منقول‎ )١( م١‎ 
(AN) =A (' منقول المعكوس هو‎ (Y) 


نلاحظ أن القانون المتعلق ب"(۸8) يشبه القانون المتعلق ب (48)» في كل من الحالتين 
نقلب الترتيب ونحصل على "8"4 و BTA‏ لقد كان البرهان المتعلق با لمعكوس سهلاً 
ولكن الأمر يتطلب صبراً غير طبيعي من أجل نقل الجداء . السطر الأول من (AB)‏ 
هو العمود الأول من CAB‏ وهذا يعني أن أعمدة 4 قد حملت بالعمود الأول من 8. إذا 
بقينا مع الأسطر فان ذلك يكافىء أسطر A”‏ محملة بالسطر الأول من BY‏ وهذا بالتأكيد 
هو السطر الأول من 8787 . 

الأسطر الأخرى من (AB)‏ ومن 87/7 هي أيضاً متفقة 


NA‏ الحبر الخطي وتطبيقاته 


مثال 


لكي نتوصل إلى القانون المتعلق ب A'Y‏ » ننطلق من العلاقتين 1= SA'A‏ 
= "4 و تأخذ امقول لكل من sla‏ العلاقنين , من ناحية أولى HI‏ من ناحية ثانية 
نعلم منقول حاصل الضرب من O)‏ 

©) ay AT=] » ATAY قنك‎ 

وهذا يجعل (ANY!‏ معكوس A‏ وبذلك نكون قد برهنا (؟) . 

بعد أن أقمنا هاتين القاعدتين يمكننا أن نقدم صنفاً خاصاً من المصفوفات» يحتمل 
أن يكون pal‏ صئف من أصنافها . ا مصفوفة ا متناظرة هي ا مصفوفة التي تساوي منقولها : 
- 4. المصفوفة مربعة بالضرورة وكل عنصر فيها يساوي نظيره بالنسبة للقطر الرئيسي 
أو بصورة أخرى : =a‏ ه و إليك المثالين البسيطين : 


ليس من الضروري أن تكون المصفوفة المتناظرة قابلة للعكس ؛ ومن الممكن أن 
تكون مصفوفة صفرية . ومع ذلك إذا كانت A!‏ موجودة فانها تكون متناظرة أيضاً . 
ينتج ذلك مباشرة من القانون (۲) الوارد أعلاه وذلك DY‏ منقول A!‏ يساوي دوماً 
EA‏ من أجل مصفوفة متناظرة يساوي ذلك ALLE‏ لذاء فان "4 تساوي منقولهاء 
في هذه الحالة» وهي متناظرة عندما تكون 4 كذلك . 

تظهر المصفوفات المتناظرة في كل موضوع تكون قوانينه موافقة لذلك : «لكل 
فعل ردفعل يساويه ويعاكسه» والعنصر الذي يعطي تأثير i‏ على زيكافىء الفعل الناتح 


المصفوفات والحذف الغاوسي vA‏ 


عن تأثير j‏ في : . سنرى هذا التناظر في البند القادم عند دراسة المعادلات التفاضلية . 
سنبقى هنا مع الحذف الغاوسي وسنهتم بمعرفة تأثير التناظر . بصورة أساسية إنه يقطع 
العمل إلى نصفين. الحسابات لما فوق القطر نسخة عن الحسابات المتعلقة با تحته كما 
أن المصفوفة المثلثية العليا U‏ تتعين تماماً بالمصفوفة المثلثية الدنيا 1 : 


tA =LDU متناظرة وإذا كان من الممكن تحليلها على الصورة‎ A ل إذا كانت‎ ١ 
فان المصفوفة المثلثية العليا نا هي منقول‎ e BLII ولم يكن هناك تغيير أسطر يشوه‎ 
. 4 يصبح التحليل ناضك‎ . L المصفوفة المثلثية الدنيا‎ 


لبرهان ماتقدم» نأخذ منقول tA LDU‏ يظهر المنقول بترتيب معاكس ليعطي 
Le "=U DL‏ أن 4 متناظرة فانها تساوي "4ء لذاء لدينا الآن تحليلان A J‏ وفق 
مصفوفة مثلثية دنيا في مصفوفة قطرية في مصفوفة مثلثية عليا ( L‏ مصفوفة مثلثية عليا 
عناصر قطرها تساوي الواحد وهي مشابهة LOL‏ للمصفوفة CU‏ استناداً إلى ١-ل»‏ 
فإن مثل هذا التحليل وحيد. لذلك فان OIL Le‏ تكون مطابقة UJ‏ . وهذا ما ينهي 
البرهان. 


(L'sU متناظرة و‎ A) مثال‎ 
alej alli ea 2 
[2 2ة‎ tllo slo èl 


بعد كل خطوة من الحذف» تبقى المصفوفة الواقعة في القرنة الدنيا واليمنى متناظرة 
- كما هي الخال بعد الخطوة الأولى : 


a b 3 
2 
ab g 0 ال‎ e- Be 
b d e|—— a a |. 
8 € f 0 aE اقيم‎ 
a a 


الجبر الخطي وتطبيقاته 


يقطع عمل الحذف» بصورة أساسية» إلى نصفين بسبب التناظر» من 73« إلى . ۸/6 


sinO cosO |" 


تحارين 


أوجد المعكوسات (لاضرورة لأنظمة خاصة) للمصفوفات : 


4|! S| ديه‎ “i! A, =| 0590 - sino 


Doll أوجد معكوسات مصفوفات‎ (Í) 
| 0 | |: 0 1 
P=|0 1 و|0‎ P=|1 0 0| 
100 010 
وذلك‎ PT (ب) فسرلماذاء من أجل مصفوفات المبادلة» "م تساوي دوماً‎ 
. مم‎ =I أن الوحدان واقعة في المواضع المناسبة لتعطي‎ oly 
أوجد قانوناً ل "4. قم بالأمر ذاته انطلاقاً من‎ AB =€ من العلاقة‎ 
. PA SLU 
. 8 =٥ برهن بسرعة أن‎ CAB SAC قابلة للعكس و‎ A إذا كانت‎ (1) 
لكن‎ AB =AC (ب) إذا كانت | ؟ ل |د أوجد مثالاً يكون من أجله‎ 
.B+C 
۸ (لذاء تکون‎ AB pa A إذا کان معكوس”4 هو 8 برهن أن معكوس‎ 
. قابلة للعكس)‎ A? قابلة للعكس عندما تكون‎ 


استخدم طريقة غاوس ‏ جوردان لعكس 


۷-٦-١ 


jd 


n Too 


t i Ga 


المصفوفات والحذف الغاوسي ۷١‏ 
أوجد مصفوفة من النوع 2×2 غير 1-= ARI 9A‏ بحيث يكون معكوسها 
مطابقاً لها : 43-7 . 
برهن أنه ليس للمصفوفة | ! ! | معكوس وذلك بمحاولة حل : 

tulad lett D 
3 Fle al io Ly 
عندما يفشل الحذف من أجل مصفوفة شاذة مثل‎ 
2 1 4 6 
210 38 5 
A= o 060 7 
0009 


برهن أنه لايمكن أن تكون 4 قابلة للعكس . جداء السطر الثالث من "۸ 


مضرويا 
‘Aa‏ يجب أن يعطى السطر الثالث من =I‏ ۸"4. ماهو الباعث لهذه 
الاستحال؟ 
أوجد المعكوسات ch)‏ طريقة مقبولة) للمصفوفات : 

1 0 0 0 
0 0 0 1 5 1 0 0 a b 0 
-10 0 2 0 |) 8 č d 0 
at= 30 of 427] 0 -2 1 064406 0 a 
4000 OG tes 13 00 c 


أوجد أمثلة A BS‏ بحيث يكون : 

)1( 8+ 4 غير قابلة للعكس رغم أن B‏ 4 قابلتان لذلك 
(Y)‏ 8+ 4 قابلة للعكس رغم أن 8, 4 غير قابلتين لذلك 
)1( كل من A B ,4 +B‏ قابلة للعكس . 


Yy 


ا 


إا 


ا 


\o-1-\ 


١-5-5 


زم 


1١48-5-١ 


l‏ الخطي وتطبيقاته 


في الحالة الأخيرة» استخدم OLJ 4" (A +B) B'=B'4A"‏ أن 

4+" قابلة للعكس أيضاً - وأوجد قانوناً لمعكوسها . 

ماهي خواص المصفوفة 4 التي تبقى محفوظة من قبل معكوسها (بفرض 
4 موجودة) )1( A‏ مثلثية (Y)‏ 4 متناظرة )1( ثلاثية الأقطار (E)‏ جميع 
altel le polis‏ صحيحة )0( جميع عناصرها كسور (يدخل في ذلك 
الأعداد الصحيحة مثل 3/1) . 

A'B, B'A, AB, BA" mol «B=]2] إذاكان | 7 |-4 و‎ 

(مهم) برهن» من أجل المصفوفات المستطيلة» أن كلاً من ATA‏ ۸۸ 
مصفوفة متناظرة Lego‏ بين بمثال أنه يكن أن لاتكونا متساويتين» أيضاً 
من أجل مصفوفات مربعة . 

برهن» من أجل أي مصفوفة مربعة 8» أن A=B +B"‏ دائماً متناظرة Oly‏ 
K=B-B"‏ دوماً متناظرة تخالفية . الأمر الذي يعني أن K=-K‏ . أوجد هذه 
المصفوفة إذا كانت | 3 ! |= 8» واكتب 8 كمجموع مصفوفة متناظرة 
ومصفوفة متناظرة تخالفية . 

(أ) ما هو عدد العناصر المستقلة في مصفوفة متناظرة من المرتبة Ç n‏ 
(ب) ماهو عدد العناصر المستقلة في مصفوفةمتناظرة تخالفية من Gnas M‏ 
(أ) إذا كانت «A LDU‏ بوحدان على قطري LU‏ ما هو التحليل المقابل 
ل 4 ؟ لاحظ أن 47, 4 (كمصفوفتين مربعتين بدون حاجة لمبادلات 
سطرية) تشتركان بالمحاور ذاتها. 

(ب) ما هو النظام FEM‏ الذي يعطيه حل النظام Aly ab‏ ؟ 

إذا كان =L D U A =L DU,‏ 4 برهن أن L =L, D =D, U =U,‏ . إذاكانت 


A‏ قابلة للعكس » فان التحليل وحيد. 


\4-1-) 


fii 


¥j=4=4 


V+) 


hj a ل‎ 


المصفوفات والحذف الغاوسي vý‏ 
(أ) وضح المعادلة 1- =D Uy‏ ,بط L FT‏ وفسر لماذا يكون أحد الطرفين 
مصفوفة مثلثية دنيا بينما الطرف الاخر مثلثية عليا. 
(ب) قارن القطرين الرئيسيين في هذه المعادلة ثم قارن العناصر غير 
القطرية . 
تحت أية شروط e poll Glas‏ تكون 4 قابلة للعكس» إذا كان 


إذا حققت المصفوفة A‏ ذات النوع 3×3 كون السطرا+ السطر؟- 
السطر"» برهن أنه من غير الممكن حل 417 2 1]-*4 . هل 4 قابلة 
للعكس ؟ 

احسب التحليل المتناظر LDL"‏ للمصفوفتين 


أوجد المعكوس للمصفوفة : 
0 0 

0 0 

1 0 

E 

2 


mo‏ دوو انه 


مسر اسم ] جذاس ] تتاب ]انه 


إذا كانت A „B‏ مصفوفتين مربعتين» برهن أن -AB‏ قابلة للعكس إذا 
كانت -BA‏ قابلة للعكس . انطلق من : 84(8- 1 ) = (48- 1) 8 


vé‏ الجبر الخطي وتطبيقاته 
١‏ - ۷ مصفوفات خاصة وتطبيقاتها 

سيكون أمامنا في هذا البند هدفان . الأول هو شرح حالة واقعية يظهر فيها نظام 
كبير من المعادلات الخطية . حتى الآن لم يذكر هذا الكتاب أي تطبيقات من هذا النوع . 
فى الحقيقة» إن دراسة مسألة كبيرة وواقعية بصورة تامة» سواء فى الإنشاءات الهندسية 
أو في الاقتصاد» قد يقودنا إلى متاهات عملية عميقة . لكن هناك تطبيق مألوف ومهم 
لايحتاج إلى كثير من التحضير . 

الهدف الثاني هو التوضيح» بهذا التطبيق ذاته» للخواص الأساسية التي تتمتع 
بها عادة مصفو فة المعاملات . ليس من المعتاد مواجهه مصفوفة كبيرة بحيث تظهر وكأنها 
قد صيغت بصورة عشوائية» بل سيكون على الأغلب هناك غوذج ظاهر للنظرة الأولى 
-غالباً مايكون نموذج تناظر فيه كثيرمن العناصر الصفرية . في هذه الحالة الأخيرة» لما 
كانت مثل هذه المصفوفة غير المكتظة تحوي عدداً من المعلومات يقل كثيراً عن ٠‏ لذا 
فمن المتوقع أن تكون العمليات الحسابية الواجب اجراء ها أكثر سهولة من حالة مصفوفة 
مليئة . سوف ننظر بصورة خاصة إلى خواص ال مصفوفة ا حزامية وهي التي تتجمع فيها 
العناصر غير الصفرية في جوار القطر الرئيسي وذلك لرؤية تأثير مثل هذه الخواص 
على طريقة الحذف . في الواقع إننا سننظر في مصفوفة حزامية خاصة . 

يمكن رؤية هذه المصفوفة في المعادلة C‏ الفقرة التالية ستبين التطبيق . 

ينتج مثالنا عن إبدال مسألة متصلة بأخرى منقطعة . يمكن للمسألة المتصلة أن 
يكون لها عدد غير منته من المجاهيل (هي قيم w(x)‏ عند كل Cx‏ ولايمكن حلها بصورة 
صحيحة بالحاسوب . لذا سيجري حل ذلك بشكل تقريبي بوساطة مسألة منقطعة. 
كمسألة بسيطة ولكنها تبقى مسألة متصلة نموذجية» وقع اختيارنا على المعادلة التفاضلية 


2 


(\) du fx) ك0‎ 2> 1 


2 عد‎ 
ax 


هذه المعادلة معادلة تفاضلية خطية مجهو لها » وهى ذات حد غير متجانس/. فى 
هذه المسألة كثير من الاعتباطية وذلك لأنه يكن اضافة تر كيب من الشكل ++ © إلى 
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حل » فيكون المجموع حلا آخر اذ أنه ليس للمشتقة الثانية للتركيب «2+© أي تأثيرفي 
المعادلة . يمكن إزالة عدم التعيين الناشىء عن الوسيطين C, D‏ بإضافة b pà’‏ حدي' 
عند كل طرف من طرفي الفترة : 


(Y) u(0)=0, u(1)=0 


ينتج عن ذلك مسألة ذات قيمتين حديتين في نقطتين . إنها لاتصف قضية خيالية 
بل تصف Ses‏ حالة ثابتة لحادثة توزيع الحرارة في قضيب يقع أحد طرفيه في الدرجة 
المثوية "0 ويخضع إلى توزيع منبع حراري LO)‏ 

لنذكر أن هدفنا هو ايجاد مسألة منقطعة أو ذات عدد أبعاد محدود بقول آخر 
ايجاد مسألة جبر خطي . لهذا السبب لايمكننا أن نقبل إلا عدداً محدوداً من المعلومات 
of >‏ مثل قيمه عند النقاط التي تقع » فيما بينهاء على أبعاد متساوية . =2h‏ ×= × 


. للحل الحقيقي عند هذه النقاط‎ »...... u وسيكون أي نات حسابنا قيماً تقريبية‎ onl x=nh 
لقد سبق أن أعطينا القيمتين الحقيقيتين 0= ».0 -» عند الطرفين «(2+1) =1=× و‎ 
> 2-0 


السؤال الأول هو كيف تستبدل المشتقة de?‏ /::42 ؟ با أن كل مشتقة هي نهاية 
قسمة فرقين »لذا يمكن أخذ ذلك بصورة تقريبية والتوقف عند قيمة محددة للبعد h‏ 
دون أن ندع ۸(أو (Are‏ يسعى إلى الصفر . من أجل المشتقة الأولى يوجد اختيارات 


متعددة : 


(۳ du _ u(x+h)-u(x) al u(x)-u(x-h) al u(x+h)-u(x-h) f 
dx h h 2h 


الاختيار الأخير هو المفضل عادة بسبب التناظر حول ×» في الواقع هو الأكثر دقة. من 
أجل المشتقة الثانية يوجد تركيب واحد فقط تستخدم فيه القيم عند ده × : 
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(5) Oh sai iiin i 
x 


Aa 


تمتاز هذه الصيغة أيضاً بكونها متناظرة حول × . نعيد» إن الطرف الأيمن 
يقترب» في ا حقيقة » من *:4/4 عندما 0 ۸ ولكن علينا أن نتوقف عندقيمة موجبة 
AJ‏ عند نقطة نموذجية ۸ ز= × من الشبكة» يستعاض OV‏ عن المعادلة التفاضلية 
d2u/dx*=f(x)‏ ¢ بهذه المعادلة المنفصلة المشابهة )£( t‏ بعد ضرب الطرفين ب ۸ نجد : 
=h? fh).‏ رين +2uj-‏ روزن - )0( 
توجد n‏ معادلة مشابهة LL‏ لهذا الشكل واحدة لكل قيمة ......1 =ز. المعادلة 
الأولى والأخيرة تحويان القيمتين ..» و,» وهما غير مجهولتين -إنهما يمثلان الشرطين 
الحديين وقد نقلا إلى الطرف الأين للمعادلة ليقوما بدور الحد غير المخجانس (أو على 
الأقل» يمكنهما أن يكونا كذلك إذا لم يكونا معروفين أنهما يساويان الصفر). من 
السهل فهم المعادلة )0( على أنها Doles‏ حالة ‏ ثابتة حيث يتوازن التدفق (u -u a)‏ 
الآتي من اليمين والتدفق ( , » - ») الآتي من اليسار مع الضياع (۸ ۸۴0 في المركز . 
يمكن تصور بناء المعادلات )0( بصورة أفضل إذا كتبت بالشكل المصفوفي 
Au=b‏ سنختار 1/6-/ أو 25م : 


(0) 
2 -1 0 fh) 
1 gd uz f Qh) 
1 2 4 uz | =h? | f(3) 
1 2 e f (4h) 
-1 2 Us f (Sh) 


منذ الآن» وحتى إشعار آخر» علينا أن نتعامل مع ا معادلة CV)‏ وليس من 
الضروري النظر إلى الخلف لمعرفة مصدر هذه المسألة . مهما يكن الأمرء فقد كونا 
صنفاً من مصفوفات المعاملات من المرتبة n‏ يكن أن تكون كبيرة جداً» ولكنها كما 
يظهر بعيدة عن أن تكون عشوائية . للمصفوفة 4 خواص مختلفة» ثلاث منها أساسية : 
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)1( المصفوفة ثلاثية الأقطار . تقع جميع عناصرها غير الصفرية على القطر 
الرئيسي وعلى القطرين المجاورين له. أما خارج هذا الحزام المحدود فلا يوجد إلا 
أصفار a.=0‏ إذا كان 111<1. ستقدم هذه الأصفار سهولة هائلة في عملية الحذف . 

(Y)‏ المصفوفة متناظرة . كل عنصر »يساوي نظيره ca‏ بالنسبة للقطر الرئيسي 
أي 4= "4. لذا ستكون المصفوفة المثلثية العليا U‏ هي منقول المصفوفة المثلثية eL G‏ 
وسيكون التحليل النهائي LDL:‏ = 4 . تناظر المصفوفة يعكس التناظر الموجودفي 
المعادلة التفاضلية . فلو كانت فيها مشتقة فردية مثل cd u/dx' gh du/dx‏ لما كانت A‏ 
متناظرة . 

(Y)‏ المصفوفة معرفة إيجابياً . هذه الصفة الإضافية تتحقق عند حساب المحاور 
وهي تشير إلى أن المحاور موجبة . سنقدم في الباب السادس تعاريف متعددة ومتكافئة 
للمصفوفة المعرفة ايجابياً» ليس لمعظمها علاقة بالحذف ؛ إلا أن للتناظر ولكون المحاور 
موجبة» نتيجة مباشرة واحدة : التغيير السطري غير ضروري من الناحية النظرية 
والناحية العملية . هذا مخالف لحال المصفوفة 4 الظاهرة في نهاية هذا البند Aly‏ هي 
غير معرفة ايجابياً. بدون تغييرات سطرية ستكون شديدة الحساسية للتدوير. 

لنعد إلى الحقيقة الأساسية وهي كون 4 ثلائية الأقطار . ماأثر ذلك على الحذف ؟ 
لنفرض» في البداية» أننا نفذنا الخطوة الأولى من GIL‏ وهي جعل ماتحت المحور 


الأول أصفارا : 
2 
2 81 الب ايحت : ; 2 1- 
J 2 -1‏ 1- 
2 3 1 2 1- 


إذا ماقارنا ذلك مع مصفوفة عادية من النوع 5×5 فاننا نلاحظ وجود تبسيطين 


EEE 
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C)‏ لم يكن سوى عنصر واحد غير صفري واقعاً تحت المحور. 

(ب) هذه العملية الوحيدة قد نفذت على سطر قصير جداً . بعد تعيين المعامل 
الصحيح 1/2--,,ا» فاننا نحتاج إلى عملية واحدة (ضرب -طرح) فقط . 

لقد تسهلت الخطوة الأولى كثيراً بسبب وجود الأصفار في السطر الأول 
والعمود الأول . علاوة على ذلك» فان الشكل SHI‏ الأقطار محفوظ خلال الحذف 
(عند عدم الحاجة لتغييرات سطرية) . 

(ج) تقبل الخطوة الثانية من الحذف» شأنها في ذلك شأن الخطوات التاليةء 


التبسيطين (أ) و (ب). 
يمكننا أن fod‏ النتيجة النهائية بطرق مختلفة . إن أفضل مظهر لذلك هو النظر 
في التحليل LDU‏ للمصفوفة A‏ : 
1 1 2 
tg “2‏ 1 1 
Í -2‏ = 2 
3 3 4 1 5 
A= 3 3 f -S‏ 
oe 3 5 4‏ 
1 2 4 
5 6 1 2= 
1 5 5 


يمكن التعبير عن الملاحظات (أ)-(د) كمايلي : العاملان ïi pial L, U‏ ذات 
أقطار ثلاثة هما مصفوفتان بقطرين . لهاتين المصفوفتين تقريباً بنية 4 ذاتها من الأصفار . 
لنلاحظ أيضاً» أن AS‏ من L‏ و U‏ منقول الأخرى» كما كان متوقعاً بسبب التناظر» 
ولأن المحاور 4 كلها Phe yo‏ من الواضح أن المحاور تتقارب من قيمة نهائية هي 
)+1( وذلك عندما تزداد n‏ كبراً. إن مثل هذه المصفوفة تجعل الحاسوب سعيداً . 


)1( سيجري فيما بعد مطابقة جداء المحاور مع محددة ۸: 6= det A‏ 
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شكل .)۷-١(‏ مصفوفة حزامية وعواملها . 

هذه التسهيلات تؤدي إلى تغيير كامل في تعداد العمليات المعتاد . في كل خطوة 
من الحذف نحتاج إلى عمليتين وحيث إن هناك n‏ خطوة» لذا نحتاج إلى 2n‏ عملية 
عوضاً عن 7/3,؛ الحساب سيكون أسرع بالنسبة لدرجة الضخامة . وهذا صحيح 
Lal‏ من أجل التعويض التراجعي ؛ فعوضاً عن 3/2« نحتاج إلى 2n‏ عملية» لذافان 
ote‏ العمليات الضرورية في مصفوفة ذات أقطار ثلاثة » تتناسب مع « وليس مع قوة 
عالية ل8. يمكن حل نظام ذي ثلاثة أقطار =b‏ ×4 بصورة فورية تقريباً . 

لنفرض بصورة أعم أن 4 مصفوفة حزامية » أي أن عناصرها أصفار عدا تلك 
التي تقع في الحزام w‏ >ا ٠١‏ الشكل .)۷-١(‏ نصف عرض الحزام 1=« من أجل 
مصفوفة cd bi‏ و2 =« من أجل مصفوفة ذات أقطار ثلاثة و ewan‏ أجل مصفوفة 
كاملة . تحتاج الخطوة الأولى إلى wl)‏ «عملية وبعد هذه الخطوة سيبقى لدينا مصفوفة 
ذات حزام من العرض «. با أنه توجد حوالي « خطوة؛ فان الحذف في مصفوفة 
حزامية يحتاج إلى حوالي win‏ عملية . 

عدد العمليات يتناسب مع « ونلاحظ الآن أنه متناسب baf‏ مع مريع -w‏ عندما 
تقترب » من n‏ فان المصفوفة تقترب من أن تكون ممتلئة ويصبح عدد العمليات من 
n‏ تقريباً . يتعلق التعداد الأكثر دقة بالأمر التالي في القرنة اليمنى والسفلى من 
۸ لم يعد « عرض الحزام . إن العدد الدقيق من عمليات القسمة وعمليات الضرب- 
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الطرح اللازمة لايجاد LDU‏ (دون اعتبار تناظر (A‏ هو P=1/3w (w-1) Gn-2w4l):‏ 
من أجل مصفوفة ممتلئة حيث cwen‏ من أجل مصفوفة ممتلئة حيث ewan‏ سيكون هذا 
العدد : (1+) )0-1( 13n‏ =۶" . نلخص ما سبق : إذا كان لدينا مصفوفة حزامية A‏ 
فان لها عاملين مثلثيين لاو L‏ تقع عناصرها غير الصفرية داخل الحزام وإن عمليتي 
الحذف والتعويض التراجعي سريعتان حقاً. 

هذه آخر عملية تعداد نقوم بها لذا علينا أن نوضح النقطة المهمة التالية . ga‏ 
أجل مصفوفة مثل AIA‏ وردت في مثال الفرق المحدود» سيكون معكوسها مصفوفة 
ممتلئة . لذا عند حل النظام Ax ab‏ سيجعل عدم معرفتنا للمصفوفة "۸ الوضع 
أس وأ من ا حالة التي نعرف فيها لاو 1 . إن ضرب "4 با متجه ط يحتاج إلى من الخطوات 
بينما 4١‏ تكفى لحل «- »1 و - :ناوهما الحذف التقدمى والتعويض التراجعى اللذان 
يعطياننا l l . x =U "c =U L'h =A"b‏ 

نأمل أن يكون هذا المثال قد خدم غرضين اثنين : الأول زيادة فهم القارىء 
متنالية الحذف (التي سنعتبرها أصبحت مفهومة تماماً الآن). والغرض الثاني تقد 
مثال حقيقي من الأنظمة الخطية الكبيرة التي نصادفها في الحياة العملية . سوف نتجه 
في الفصل القادم إلى القيمة النظرية للأنظمة الخطية 4-0 وجودو وحدانية الحل: . 


أخطاء التدوير 

من الناحية النظرية قد انتهينا من U‏ غير الشاذة. قد يكون من الضروري 
اجراء مبادلة بين الأسطر للحصول على مجموعة كاملة من المحاور؛ ومن ثم يحل 
التعويض التراجعي 4-0 . مع ذلك» قد نكون. من الناحية العملية» بحاجة DYU‏ 
سطرية أخرى أو أن يظهر بوضوح أن الحل المحسوب أصبح تافهاً. نريد أن نكتب 
صفحتين (اختياريتين كلياً في الصف) . jat‏ الحذف أكثر ثباتاً- اذا هو ضروري 


(O)‏ إن عدد صحيح إذا كان -tnnt‏ هي أعداد متتالية ولابد أن يكون أحدها يقبل القسمة 
Ye‏ 
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وكيف يقدم . لنذكر أن GALI‏ » في نظام معتدل الحجم x100 Wa‏ 100» يتطلب ثلث 
مليون عملية . وعلينا أن نتوقع في كل عملية خطأ تدوير. نحتفظ عادة» بعدد ثابت 
من الأرقام الات Seed‏ ماسوب Coe chad‏ اللا عند فان مين 
حجمين مختلفين مثل : 
6 -00123.+345. 

نلاحظ أنه قد اهملت الأرقام الأخيرة بصورة كاملة في العدد الصغير . السؤال 
الوارد هناء ما هو تأثير أخطاء التدوير على الخطأ النهائي في الجواب ؟ 

ليس هذا الأمو مسألة سهلة. لقد عالج ذلك جون فون نيومن John Von‏ 
Neumann‏ الذي كان الرياضي الرئيسي في الزمن الذي تمكن فيه الحاسوب من القيام 
بمليون عملية بسرعة فائقة . في الواقع أعطى تركيب طريقتي غاوس وفون نيومن لطريقة 
الحذف السهلة تاريخاً متميزاً رغم أن فون نيومن لم يتوصل إلا إلى تقدير معقد جداً 
Lad‏ التدوير . لقد كان ويلكنسون Wilkinson‏ هو الذي أوجد الطريق الصحيح لجواب 
هذه المسألة وأصبحت كتبه الآن كتب مدرسية . 

هنالك مثالان بسيطان مقتبسان من نصوص Nobel J‏ و «Forsythe and Moler‏ 
سيوضحان ثلاثاً من أهم النقاط المتعلقة بأخطاء التدوير . المثالان هما : 


E i ,_f.0001 1. 
aji 1.0001 مو‎ -| 1. a: 


النقطة الأولى هي : 

١-س‏ بعض المصفوفات شديدة الحساسية للتغيرات الصغيرة وبعضها ليس 
كذلك . المصفوفة A‏ سيئة الشروط (إي حساسة) أما “4 فانها حسنة الشروط . 

من حيث LES‏ المصفوفة 4 شاذة تقريباً بينما '4 ليست كذلك . إذا جعلنا العنصر 
الأخير في canal A‏ فانها تصبح شاذة إذ يصبح فيها عمودان متساويين . لننظر في 
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حالتين يكون فيهما الطرفان الأينان قريباً أحدهما من الآخرء في النظام Arab‏ 
u + ES u + v=o 2‏ 


u + 1.0001v =2.0001. u + 1.0001 = 2 


حل النظام الأول 0=« tu=2,‏ حل النظام الثاني 1= «=». التغير الذي وقع في 
المرتبة الخامسة من b‏ تضخم تأثيره بحيث غير المرتبة الأولى من الحل» ولاتوجد أي طريقة 
حسابية يمكنها تفادي هذه الحساسية تجاه التغيرات الصغيرة. يكن لسوء الشروط هذا أن 
ينتقل من مكان إلى آخر خلال الحسابات ولكن من غير الممكن حذفه . JH‏ الصحيح 
حساس جداً ولايمكن للحل المحسوب أن يكون أقل من ذلك . 
النقطة الثانية هى : 

1ع يكن Bi ginal‏ جيدة الشروط آل تسد بسب طريقة yay‏ . 

من المؤسف أن نقول» فيما يتعلق بالمصفوفة 4 » أن الحذف الغاوسي الصريح 
يمثل إحدى الطرق الرديئة . لنفرض LLS Lil‏ 0001 . كمحور أول وأننا طرحنا 10.000 
ضعف السطر الأول من الثاني e‏ ليصبح العنصر الأدنى الأيهن 9999- ولكن التدوير 
إلى ثلاث مراتب سيجعله 10.000 . لقد اختفى كل أثر للعنصر )١(‏ الذي كان سابقاً 
هناك . 
لننظر في المثال الخاص : 

1 عم + 0001u‏ 
u+v=2.‏ 
بعد الحذف تأخذ المعادلة الثانية الصورة : 
,9998 -= »9999 - أو 99990.= v‏ 

سيعطي التدوير» عوضاً عن ذلك» 10.000-= «10.000- أو 1= «. حتى LOYI‏ 
لم يعكس تخريب المعادلة الثانية Se‏ رديئاً . ٠‏ صحيحة فعلاً إلى ثلاث مراتب . ومع 
ذلك» فإذا ماتابعنا التعويض التراجعي » فان المعادلة الأولى تأخذ الشكل : 

u=1 أو‎ .0001u+.9999 = 1 
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لو قبلنا قيمة ل1 = س خاطئة في المرتبة الرابعة فقط» فان هذه المعادلة تصبح : 
000lu+1=1,‏ أو0د» 
قيمة u‏ المحسوبة خاطئة LU‏ رغم أن 4٠‏ ذات شروط جيدة» فالحذف الصريح 
مضطرب بشدة . سواء كانت العوامل LDU‏ صحيحة أو تقريبية » فانها خارجة عن 
مستوى المصفوفة الأصلية تماماً : 
Tig 55 e‏ متم اک 


لقد أدى المحور الصغير 0001 . إلى عدم استقرار وإن معالجة ذلك واضحة وهي 
مبادلة بين الأسطر . إليك نقطتنا الثالثة : 


١ف‏ كما كان من الضروري» عند وجود صفر في موضع محور» تغير نظري في 
الحذف » فان وجود محور صغير يضطرنا من الناحية العملية إلى تغييرفي طريقة 
الحذف . مالم يوجد تأكيد حاص مخالف» فان على الحاسوب أن يقارن كل محور 
مع بقية المحاور الممكنة الواقعة معه في العمود نفسه . يدعى اختيار أكبر المحاور 
والمبادلة الملائمة بين الأسطر بحيث تؤخذ القيمة الكبرى محوراًء المحوره ASA‏ 


في المصفوفة cA‏ سوف يقارن المحور الممكن 0001. مع العنصر الواقع تحته (1). لذا 
يجب اجراء مبادلة بين السطرين مباشرة . بالتعبير المصفوفي» هذا الأمر يعني الضرب 
بمصفوفة مبادلة كما سبق . للمصفوفة الجديدة ٠8م-“4‏ التحليل التالي : 
a d dal 1‏ ا 
لقد أصبح المحوران الآن 9999. و | وهما في مستو واحد تقريباً. لقد كانا سابقاً 
99 - . و 0001. 


تتميز المحوره الجزئية عن الطريقة الأكثر محافظة للمحورة الكاملة » التي لانكتفي 


Ag‏ الجبر الخطي وتطبيقاته 


فيها بالنظر في العمود » بل تنظر أيضاً في جميع الأعمدة التالية من أجل محور أكبر 
محتمل . في المحوره الكاملة لايكتفى بالمبادلة بين الأسطر بل قد يتطلب ذلك مبادلة 
بين الأعمدة لتحريك هذه القيمة الكبرى كي تقع في موضع المحور (بقول آخر تغيير 
ترقيم المجاهيل أو الضرب من اليمين بمصفوفة مبادلة) . تكمن صعوبة هذه الطريقة 
المحافظة في كونها ذات كلفة عالية ؛ البحث في بقية الأعمدة عن المحور الأكبر يستغرق 
وقتاً طويلاً لذا Op‏ ا محورة الجزئية AS‏ عادة بشكل ملائم . لقد وصلنا أخيراً إلى 
الطريقة الأساسية للجبر الخطي العددي : الحذف بالمحورة الجزئية. ومع ذلك فانه من 
الممكن اجراء بعض التهذيبات الاضافية مثل الانتباه فيما إذا كان من الضروري تغيير 
موضع سطر أو عمود بكامله . الهم الآن أن القارىء أصبح عارفاً بعمل الحاسوب 
بالنسبة لنظام معادلات خطية . بالمقارنة مع الوصف «النظري»- ايجاد "4 والضرب 
40 فان وصفنا قد استهلك كثيراً من وقت القارىء ( ومن صبره) . كنت أتمنى لو 
وجدت طريقة أكثر سهولة لتوضيح كيف نجد × فعلاً» لكني لاأظن أن ذلك موجود. 


rw 


٠-۷-١‏ اجعل في مثال النص Vea, a1‏ من 2 ح,,» ثم أوجد التحليل LDU‏ لهذه 
المصفوفة الجديدة ذات الأقطار الثلاثة . 
۲-۷٠١‏ اكتب مصفوفة الفرق المحدود ذات النوع (h=1/4) 3x3‏ المتعلقة بالمعادلة 


du لحني‎  u(0) =u(l)=0. 
dx“ 


۳-۷-۱ أوجد مصفوفة 4 من النوع 5×5 تقرب 


SY sq, & 


du درم‎ 4 (1) =0. 
dx? dx dx 


اا 


W=) 


ا 


المصفوفات والحذف الغاوسي Ao‏ 


وذلك بجعل شروط البدء »= u supu‏ تحقق من أنه إذا طبقت مصفوفتك 
على المتجه (1.1.1.1.1) فانها تعطي صفراً؛ 4 شاذة . بصورة مماثلة» برهن 
أنه إذا كانت wr)‏ حلاً للمسألة المتصلة فان !+( #كذلك . الشرطان 
الحديان لايغيران في عدم التعيين الموجود بسبب الحد CHD x‏ لذا فالخل 
ليس وحيداً . 

بفرض أن 1/4= ۸ و :215 cf (x (= 4 Wsin‏ تصبح المعادلة )0( 


3 


a: 
4 


1 
0 
-1 


0 2 
9 4 
ون |[ 2 0 


أوجد الحل من أجل ,». ,». u,‏ وأوجد أخطاء ها بالمقارنة مع الحل الصحيح 
u = sin Mx‏ عند x=1/4‏ و 1/2-: و 3/4 x=‏ 
ماهو النظام ذو النوع 5 الذي يخلف (5 ). إذا غير الشرطان الحديان 
فأصبحا 0 =(1) u‏ و 0(=1) Çu‏ 
( موصى به ) احسب معكوس مصفوفة هيلبرت ذات النوع3 
3x‏ 


= عم ]نوس إنية 
ب | داس إننا - إحه 
نس إن = إل اس إن 


بطريقتين مستخدمأمتتالية غاوس-جورداز المعتادة : )١(‏ بحساب 
صحيح (Y)‏ بتدوير كل عدد إلى ثلاثة أرقام عشرية . ملاحظة MET‏ 
حالة لاتساعد فيها المحورة؛ حيث A‏ سيئة الشروط ولايمكن اصلاحها . 
من أجل المصفوفة السابقة ذاتهاء قارن الأطراف اليمنى للنظام ط = ×۸ 
المقابلة للحلين (3.6-,0,6) = -x= (1,1,1) , x‏ 


حل النظام )1,0,....,0( = Ax =b‏ حيث A‏ مصفوفة هيلبرت من النوع 
0 و (1-+)/1ر» وذلك باستخدام أي نظام حاسوب لعادلات خطية . 


A\ 


ا ا 


الجبر الخطي وتطبيقاته 


ثم غير قليلاً بأحد عناصر 4أو ط وقارن بين الحلين . 
قارن المحاور في حذف مباشر مع تلك الناتجة عن محورة جزئية وذلك 
للمصفوفة : 
a 0‏ 
a=] 1 em‏ 
(هذا فعلاً مثال يحتاج إلى تغبير المقياس قبل الحذف) 
فسر لماذاء عند المحورة الجزئية» تحقق المضاريب رافي 1 العلاقة 1 MIS‏ 
استنتج أنه إذا كانت العناصر الأصلية للمصفوفة A‏ محققة ١‏ >ارهاء فانه 
بعد ايجاد أصفار في العمود الأول» يصبح كل pare‏ محدود بالعدد 
£2 بعد k‏ خطوة تصبح العناصر محدودة بالعدد 2 . هل يمكنك انشاء 


مثال من النوع 3x3‏ بعناصر 1كارها و UIST‏ بحيث يكون المحور الأخير 
84 


ا 


المصفوفات والحذف الغاوسي AV‏ 


(أ) اكتب مصفوفة من النوع 3x3‏ بالعناصر 
byat,‏ اق aati‏ 
(ب) احسب 42 AB,BA‏ 
من أجل المصفوفتين 
a slo i]‏ [؟ a=]‏ 
احسب AB „BA „A`, (AB Y’‏ 
أوجد مثالاً من النوع 2×2 حيث 1/2= ap‏ ويحقق : 
(aA? =1 (b)JA" =A" (e)4? =A .‏ 


حل GILL‏ والتعويض -التراجعي 3 


u +w=4 v+w=0 
u+v 23 و‎ 0 +w=0 
u+v+w=6 u+v =6 


>[ المصفوفتين السابقتين بالصورة A=LU‏ أو ا 1= ۶۸ 

(أ) توجد ١5‏ مصفوفة من النوع 2×2 عناصرها أ صفار ووحدان . 
ماعددالقابل للعكس منها ؟ 

(ب) (أكثر صعوبة) إذا وضعت بصورة LAS‏ وحدان وأصفارفيمواقع 
polis‏ مصفوفة من النوع10×10 » هل الأكثر احتمالاً أن تكون قابلة 

للعكس أو أن تكون شاذة ؟ 

توجد ١7‏ مصفوقة من النوع 2x2‏ عناصرها )١(‏ أو )١-(‏ . ماعدد القابل 


للعكس منها ؟ 


AA 


احا 


١١-١ 


ا 


الجبر الخطي وتطبيقاته 
ماهى أسطر £4 المرتبطة بأسطر 4 إذا كان : 
TEE 001‏ ,]100 
op‏ 1 |= او | |= أو 0 2 E=|0‏ 
100 0 0 0 401 
اكتب نظاماً من النوع2×2 » ذا عدد غير منتهه من الحلول . 


أوجد معكوساًء إذا وجد» بالمعاينة أو بطريقة غاوس 


- جوردان للمصفوفات : 
1 5 0 
slA=] 1‏ ]1 
2- 2 1 


إذاكا نت E‏ من النوع 2×2 وهي تجمع المعادلة الأ ولى الى المعادلة 
الثانية» فما هي E5, 8E‏ , * غ 

tle‏ أم ce b+‏ مع التعليل إذا كان صائباً ومثال معاكس إذا كان 
خاطتا : 

)١(‏ إذا كانت 4 قابلة للعكس و كانت أسطرها في ترتيب معاكس 
لأسطر 8» فان 8 قابلة للعكس . 

. متناظرتين فان 48متناظرة‎ A, 8 إذا كانت المصفوفتان‎ (Y) 

. قابلتين للعكس فإن 84قابلةللعكس‎ AB إذا كانت‎ (Y) 

(5) يمكن تحليل أي مصفوفة غير شاذة بالصورة A =LU‏ كجداء 
gaas‏ مثلثية دنيا ا بمصفوفة مثلثية U le‏ 

Le =b „Ux => بحل النظامين المثلثيين‎ Ax = b حل النظام‎ 


S 


on 


0 
سالا 

0 
سرت‎ N 


> 
1 
— 
a) 
ن‎ 
Ke 
ag 
> 
ل‎ 
بكم‎ 
O-N 
N= 


ماهو جزء 4 الذي وجدته بهذه القيمة الخاصة لم ؟ 


١6-١ 


\A-\ 


إذا كان 


المصفوفات والحذف الغاوسي AA‏ 


هل من الممكن ايجاد مصفوفة 8 من النوع 3×3 بحيث يتحقق 
)1( 2= مقلكل مصفوفة A‏ 
(ب) 2= م#لكل مصفوفة ۸. 
(ج) في المصفوفة 84 السطر الأول والأخير من A‏ معكوسان. 
(د) في المصفوفة BA‏ العمود الأول والعمود الأخير من A‏ 
معكوسان 
أوجد قيمة » في المعكوس التالي ذي النوع nxn‏ 

n -l 
"EC pa 
-lo-l 1ك‎ 


1 

1 
nel | > 1 
LLIS 


1- 
l‏ 
1- 
n‏ 
GY‏ قيمة ل4 » متى يكون للنظام التالي حل» يكون له حل واحدء أو 

يكون له عدد غير منته من الحلول ؟ 

ke+y=1 


x+ky=1 


: أوجد التحليل المتناظر 121 = 4 لكل من‎ 
1 2 0 
Aj=|2 6 A a afe 14 
0 42 ü £ 


2 4 من النوع 44 وهي تشبه مصفوفة الوحدة إلا في متجه 
العمودالثانى v‏ 1 


oo 6 = 
< 

w 

S 


...4 احبر الخطي وتطبيقاته 


. v,#0 بفرض‎ LU حلل 4 وفق‎ (I) 
. نفسه‎ A (ب) أوجد 43 الذي له شكل‎ 


\-4\ حل بطريقة الحذف أو بين أنه ليس هناك حل للنظامين : 


u+ v+w=0 u +v+ w=0 
u+2v+3w=0 و‎ u +v+3w=0 
3u + Su + Tw =1 3u + Sv + Tw =1. 
مثالا «للزمرة». إذا‎ n Xn تعد مجموعة مصفوفات المبادلة من النوع‎ ۲۰-۱ 


ضربت أي اثنتين منها فان الناتج من الزمرة؛ معكوس كل واحدة منها 
يقع في الزمرة ؛ مصفوفة الوحدة ذات النوع ذاته واقعة في الزمرة ؛ 
وأن القانون ,م (يم,م) = (Pz Py)‏ ,م صحيح لأنه صحيح من أجل جميع 
المصفوفات. 
(أ) ماهو عدد pole‏ الزمرة ذات النوع 4×4 والنوع ۸× م ؟ 
(ب) أوجد k Ui‏ بحيث Git‏ كل مصفوفة مبادلة من النوع 
Pts 3X3‏ 
51-١‏ صف أسطر DA‏ وأعمدة AD‏ إذا كانت 4 
77-١‏ (أ) إذا كانت 4 ALG‏ للعكس فماهو معكوس GAT‏ 
(ب) إذا كانت A‏ متناظرة أيضاً فما هو منقول "4 ؟ 
(ج) وضح هاتين الصفتين عندما تكون | ! 7 |-4. 


|-ه. 


كرف بتجربة 3= ",2=" أوجد : 
Sie |2 She |2 3]‏ 2 
1 508 1 0]* [0 0 
١-:؟‏ انطلق من مستو أول 6 = «-«2+» وأوجد معادلة 


(أ) المستوي الموازي المار من نقطة الأصل 


تا 


Tie 


Yv-\ 


YA-\ 


المصفوفات والحذف الغاوسي 5 


(ب) مستوياً آخر يحوي» بالاضافة إلى FAM‏ النقطتين ,)6,0,0( 
(2,2,0) . 

)>( مستوياً ثالثاً يلاقي الأول والثاني في النقطة (4,1,0) . 

ماهو مضاعف السطر (؟) الذي يطرح من السطر (*) في SIL‏ 


> bl eral 
1 0 1 0 
A=|2 1 0 Sii 2 


هل تعرف (دون اجراء ضرب هذين pall‏ وبين) أن ۸ قابلة للعكس e‏ 
متناظرة أوذات أقطار EW‏ $ ماهي محاورها ؟ 

(CÍ)‏ ماهو المتجه الذي يجعل Ax‏ مساوياً العمود الثالث + مثلي العمود 
الثالث لمصفوفة A‏ من النوع 3×3 ؟ l‏ 

(ب) أنشىء مصفوفة فيها العمود الأول + مثلي العمود الثاني =0 . 
تحقق من أن 4 شاذة (أقل من ثلاثة محاور) وفسر لماذا يجب أن يقع 
ذلك. 

صحيح أم خاطىء c‏ مع التبرير إذا كان صحيحاً ومثال معاكس إذا 
كان Whe‏ 

pols Le تمثل مصفوفة مثلثية‎ U (حيث‎ LU, = L,Y, إذا كان‎ )١( 
قطرها‎ pole مصفوفة مثلثية دنيا‎ L قطرية غير صفرية وتمثل‎ 
وحيد.‎ LU التحليل‎ . LL, U,=U, وحدان)» فان‎ 


© 0 مس 
orn‏ 


A'=A + فان‎ 4+۸ =I إذا کان‎ (Y) 
. شاذة‎ A كان كل عنصر قطري من 4 صفراً فان‎ 13] (1) 
z بالتجربة أو بطريقة غاوس — جوردان» احسب‎ 


0 0 ]5 1 1001| I 0 0- 
ل | ا‎ 8 Ia 4 89 
0 1 m 0 1 0 mil 


F ساس‎ 


AY 


1 


الجبر الخطي وتطبيقاته 


اكتب مصفوفة من النوع 2×2 بحيث 

. تعكس اتجاه أي متجه ذي بعدين‎ CÍ) 

(ب) تسقط كل متجه ذي بعدين على محور ,+ 

(ج) تدور كل متجه gd‏ بعدين باتجاه معاكس لدوران الساعةبقدار °٩۰‏ . 
(د) تعكس كل متجه ذي بعدين في منصف الربع الأول =× . 


GAY gee) 
فضاءات المتجهات والمعادزات الخطبة‎ 


١-۲‏ فضاءات المتجهات والفضاءات الجزئية 

يمكن لطريقة الحذف تبسيط النظام الخطي cAx =b‏ وهذا التبسيط يشمل Tae‏ 
واحداً كل مرة. لحسن c BHI‏ يبسط الحذف كذلك النظرية . السؤال الرئيسي يتعلق 
بوجود ووحدانية الحل-هل هناك حل وحيد» أو لايوجد حل أو أن هناك عدداً لانهائياً 
من الحلول ؟ تصبح الإجابة عليها أيسر بعد الحذف . نحتاج إلى تخصيص بند إضافي 
لمل هذه الأسئلة» وبعدئذ تكون دائرة هذه الأفكار قد استكملت . إلا أن آلية الحذف 
تؤدي إلى اتجاه واحد في فهم النظام الخطي » وهدفنا الرئيسي هو التوصل إلى فهم 
مختلف وأعمق . هذا الفصل يمكن أن يكون أصعب من الفصل الأول . إنه يتوجه 
نحو جوهر Al‏ الخطي . 

أولاً نحتاج إلى مفهوم فضاء المتجهات . لادخال هذا المفهوم» ننطلق مباشرة 
من الفضاء ات ذوي الأهمية الكبرى التي نرمز لها ب .”8,8 » حيث يوجد فضاء 
لكل عدد صحيح موجب . يتكون الفضاء R”‏ من جميع متجهات الأعمدة التي لها « 
مركبة (المركبات هنا أعداد حقيقية). يمثل الفضاء R?‏ بمستوي x -y‏ المعتاد وتكون 
عندئذ ES ge‏ المتجه هما gy‏ إحداثيي النقطة المقابلة لهذا المتجه. R?‏ معروف 
Lal‏ حيث تعين المركبات الثلاث نقطة في الفضاء ذي الأبعاد الثلاثة . الفضاء الوحيد 


ay 


A£‏ الجبر الخطي وتطبيقاته 
البعد R‏ يمثل مستقيماً. الأمر القيّم في الجبر الخطي هو أن توسيع هذا المفهوم إلى n‏ 
بعداً يجري بصورة مباشرة . من أجل متجه من فضاء ذي سبعة أبعاد 87 See‏ نحتاج» 
فقطء إلى معرفة المركبات السبع رغم أنه من الصعب تصور ذلك هندسياً . 

في هذه الفضاءات وفي جميع فضاءات المتجهات يمكن اجراء عمليتين : 

OSE‏ جمع أي متجهين كما يكن ضرب أي متجه بعدد. 

من أجل كل فضاء من الشكل R"‏ تنفذ هاتان العمليتان على مركبة واحدة في كل 
مرة؛ إذا كان x‏ متجهاً من R°‏ مركباته 1,0,0,3 فان 2x‏ متجه مركباته 2,0,0,6. هناك 
سلسلة كاملة من الخواص يكن تحقيقها مثل الخاصة التبديلية ++( = ر+ × أو خاصة 
'المتجه الصفري' الذي يحقق العلاقة Otx =x‏ أو خاصة المتجه -x‏ الذي يحقق العلاقة+ x‏ 
0 -* . من ضمن هذه الخواص» توجد ثماني خواص (منها الخواص الثلاث التي 
ذكرناها) أساسية لفضاء المتجهات ذكرت كاملة في التمرين .)0-١-١(‏ بصورة 
شكلية» فضاء متجهات حقيقي هو مجموعة من «ا متجهات» تقبل قاعدة جمع ا متبجهات 
وضرب متجه بعدد حقيقي ؛ على الجمع والضرب إنتاج متجه واقع في الفضاء ذاته وأن 
يحققا الخواص الثمان المذكورة . 

نظامياً تقع المتجهات التي نتعامل معها فيواحد من الفضاءات eR"‏ تمثل dale‏ 
بمتجهات أعمدة . التعريف الشكلي لفضاء المتجهات يجعلنا نعتبر متجهات أشياء 
أخرى غير المنجهات المعتادة وذلك شريطة أن يكون الجمع والضرب بعدد معرفين 
بصورة ملائمة . سنقدم من أجل ذلك أمثلة ثلاثة : 

)1( الفضاء ذو السعة اللانهائية 87 . لمتجهات هذا الفضاء عدد غير منته من 
المركبات مثل (....1,2,1,2) = × ولكن قانوني الجمع والضرب لم يتغيرا. 

(Y)‏ فضاء ا مصفوفات من النوع 3x2‏ في هذه الحالة يعتبرالمتجه مصفوفة» 
aod OILS‏ مصفوفتين ويكون 8+4 = 4+8 وهناك مصفوفة صفرية وهكذا . إن هذا 
الفضاء مشابه تقريباً ل“8. (المركبات الست مرتبة في مستطيل عوضاً عن 
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عمود) . ويعطي أي اختيار آخر mynd‏ مثالا مشابهاً؛ فضاء مصفوفات من النوع 
.m Xn‏ 

(Y)‏ فضاء الدوال f(x)‏ . نفرض هنا أن جميع الدوال معرفة على فترة محدودة 
مثل 1 > ×>0. يقع في هذا الفضاء مثلاً الدالتان (x)= sinx‏ ۾ ,+= Fe)‏ 
وكذلك مجموعهما g) (x) = tsine‏ +م) وجداء كل منهما بعدد مثل -3x g -sinx‏ 
المتجهات هنا دوال وعدد أبعاد هذا الفضاء مالانهاية أيضاً. إنه» في الواقع » مالانهاية 
pel‏ 8 

سنقدم أمثلة أخرى في التمارين ولكن فضاءات المتجهات التي نحتاجها 
أكثر من غيرهاء تقع ضمن الفضاءات المعتادة"8. نريد أن نصفها ونبين سبب أهميتها . 
هندسياً» تصور الفضاء ذا الأبعاد الثلاثة R‏ واختر أي مستو يمر من نقطة الأصل . يمثل 
هذا المستوي بنفسه فضاء متجهات . إذا ضربنا متجهاً من هذا المستوي بالعدد(3) أو 
بالعدد (3-) أو بأي عدد آخر فاننا نحصل على متجه واقع في المستوي ذاته . إذا جمعنا 
متجهين من هذا المستوي فان مجموعهما يقع في المستوي ذاته . إن هذا المستوي SEE‏ 
إحدى أهم أفكار الجبر الخطي . إنه فضاء جزئي من الفضاء الأصلي R?‏ 

تعريف : الفضاء ا جزئي من فضاء متجهات هو مجموعة جزئية من هذا الفضاء 
تحقق الشرطين : 

× إذا جمعنا أي متجهين «, × من هذه المجموعة الجزئية فان مجموعهما ر+‎ )١( 

(Y)‏ إذا ضربنا أي متجه × من هذه المجموعة الجزئية بعدد c‏ فان الجداء يقع فيها 
Lal‏ 

بقول آخرء الفضاء الجزئي مجموعة جزئية 'مغلقة' بالنسبة للجمع والضرب 
بعدد . تجرى هاتان العمليتان وفق قواعد الفضاء الكلي دون أن تأخذنا إلى خارجه . 
لسنا بحاجة إلى تحقيق الخواص الثمان الضرورية EY‏ محققة في الفضاء الكامل» 
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لذاء تكون محققة آلياً في كل فضاء جزئي . لنذكر بصورة خاصة أن المنجه الصفري 
يجب أن يقع في كل فضاء جزئي لأنه يمكننا أن نختار في الشرط )1( 0 c=‏ 

إن أدنى امكان لفضاء جزئي » هو أن يتكون من عنصر واحد وهو المتجه 
الصفري . إنه 'فضاء بعده صفر' يحوي نقطة واحدة» فقطء هي نقطة الأصل . 
القاعدتان )1( و (Y)‏ محققتان OY‏ الجمع والضرب بعدد OLLE‏ فالمجموع 0+0 من 
الفضاء ذي النقطة الواحدة وكذلك أي جداء من الشكل 0». liag‏ ه و أصغر فضاء 
جزئي ممكن : ليس هو المجموعة الخالية . هناك فضاء جزئي أقصى وهو أكبر فضاء 
جزئي بمكن» وهو الفضاء الكلي الأصلي . إذا كان الفضاء الأصلي هو SLR?‏ من 
السهل وصف الفضاءات الجزثية مثل : R?‏ نفسه وكل مستو مار من نقطة الأصل وكل 
مستقيم مار من هذه النقطة ونقطة الأصل ذاتها (المنجه الصفري) . 

الفرق بين مجموعة جزئية وفضاء جزئي يتوضح بالأمثلة . سنقدم هنا بعضاً 
منها ونقدم أمثلة أخرى فيما بعد. على كل حال سيكون السؤال الذي يجب الإجابة 
عنه هو ما إذا كان الشرطان )1( و (Y)‏ محققين. هل يمكنك جمع متجهات وهل 
يمكنك الضرب بعدد» دون ترك الفضاء ؟ 


مثال ١‏ لننظر في جميع المتجهات التي تكون مر كباتها موجبة أو مساوية الصفر. 
إذا كان الفضاء ء الأصلي هوالمستوي «- cR? 1 gl x-‏ فان هذه المجموعة الجزئية تمثل الربع 
الأول من هذا المستوي» يحقق الإحداثيان العلاقتين mee x20, y20:‏ 
جزئياً رغم أنها تحوي الصفر oly‏ ناتج الجمع يقع led‏ الشرط الثاني لم يتحقق إذ لو 
فرضنا أن العدد (1-) وإن المتجه هو [ 1 ١‏ ]فان[ -١‏ 1- ] -» هو متجه لايقع في الربع 
الأول بل يقع في الربع الثالث . 

إذا أدخلنا الربع الثالث بالاضافة إلى الأول فانه يتحقق عندئذ شرط الضرب 
بعدد؛ كل جداء من الشكل cx‏ يقع في هذه المجموعة الجزئية وبذلك يتحقق الشرط 
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الثاني . لكن الشرط الأول لم يعد محققاً OY OV‏ جمع المتجهين [ -١‏ 2-] و 
١ 2 |‏ ]يعطي المتجه [ 1 1-] وهو متجه لايقع في أي واحد من هذين الربعين. إن 
أصغر فضاء جزءي يحوي الربع الأول ASR?‏ 

مثال 1 إذا انطلقنا من فضاء المتجهات المكون من مصفوفات النوع 3×3 فان 
هناك فضاءاً جزئياً مكناً هو مجموعة المصفوفات CH‏ الدنيا . هناك فضاء آخر هو 
مجموعة المصفوفات المتناظرة . نجد في كل من الحالتين أن المجموع 8 + A‏ والجداء cA‏ 
یرثان خواص 4 و8. هما مثلثيتان دنياوان إذا كانت A‏ و8 كذلك» وهما متناظرتان إذا 
كانت ۸ و 8 متناظرتين . من الواضح » أن المصفوفة الصفرية تنتمي إلى كل من هذين 
الفضائين الجزثيين . 

نصل الآن إلى الأمثلة الأساسية للفضاءات الحزئية . إنها تتصل مباشرة بالمصفوفة 
4 وإنها تعطي معلومات حول النظام Arab‏ في بعض الحالات» تحوي متجهات ب m‏ 
مركبة مثل أعمدة 4؛ لذاء فانها فضاءات جزئية من R"‏ في حالات أخرى» يكون 
لهذه المتجهات ۸ مركبة» مثل الأسطر gl)‏ مثل × نفسه) . إنها فضاءات جزئية من R‏ 
". نوضح ذلك بنظام ذي ثلاث معادلات في مجهولين : 


1 0 bı 
5 4 “|= by 
00 2 gj b; 


إذاكان عدد المجاهيل أكبر من عدد المعادلات» يمكننا أن نتوقع عدد أغير منته من 
الحلول (مع أن الأمر ليس كذلك دائماً) . في ا حالة الحاضرة؛ عدد المعادلات أكبر من 
عدد المجاهيل (m>n)‏ وعلينا أن نتوقع e‏ كا معتاد» أن لايكون هناك حل . يكن أن 
يكون هذا النظام قابلاً للحل من أجل بعض الأطراف اليمنى فقط» وفي الواقع من 
أجل مجموعة جزئية صغيرة من متجهات الأبعاد الثلاثة . نريد أن نجد هذه المجموعة 
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الحزئية ل5. 

إن إحدى طرائق وصف هذه المجموعة الجزئية بسيطة جداً بحيث من السهل 
عدم الانتباه إليها 2 


١‏ -أيكون النظام =b‏ مه قابلاً للحل إذا وإذا فقط أمكن التعبير عن المتجه ة 


كت ركيب في أعمدة 4. 
لايكشف هذا الوصف أي شيء جديد أكثر من إعادة كتابة النظام - ×4 بالشكل 
التالي: 
bı‏ 0 1 
ا 00 


وهذه هي المعادلات الثلاث بمجهولين نفسها . لكن المسألة التي علينا أن ننظر 
فيها OYI‏ هي : ايجاد العددين » و « اللذين إذا ضربا بالعمودين» الأول والثاني» 
أنتجا المتجه ط. يكون النظام قابل للحل بصورة صحيحة إذا كان هذان المعاملان 
موجودين ويكون عندها ) (uv‏ هو JH‏ . 

لذاء فإن المجموعة الجزئية المكونة من الأطراف اليمنى ط الموافقة هي مجموعة 
جميع تراكيب أعمدة 4. إن أحد الأطراف المواتية هو العمود الأول نفسه ويكون 
عندها الحملان 0=« و 1 =». إمكان آخر هو العمود الثاني 0 -» و ١‏ -«. وثالث 
هو أن يكون الطرف الأيمن 0= ذوالحملان عندئذ هما 0=» و0 v=‏ (من أجل هذا 
LY‏ الناقه. سيكرن0- وملاتها وذلك Lage‏ كانت عتاسر الصفوفة.. 

سننظر الآن في جميع تراكيب العمودين ونصف النتائج هندسياً : يكن حل 
النظام Ax =b‏ إذا وإذاء فقط » كان b‏ واقعاً في ا مستوي ا مولد متجهي العمودين 
.)١-١ JSS)‏ هذه هي مجموعة المتجهات الملائمة $b‏ إذا وقع b‏ خارج هذا المستوي» 
فانه لن يكون تركيباً للعمودين . في هذه ا حالة ليس للنظام حل . 
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الشيء المهم هو أن هذا المستوي ليس مجموعة جزئية فقط من *# بل هو فضاء 
جزئي يدعى فضاء أعمدة ا مصفوفة ۸4. يتكون فضاء الأعمدة من جمي ع تراكيب أعمدة 
4. ويرمز له ب(4) ۸,. تكون المعادلة = ×۸ قابلة للحل إذا وإذا فقط كان طواقعاً في 
فضاء أعمدة A‏ من أجل مصفوفة من النوع xn‏ يكون هذا الفضاء فضاءً جزئياً من 
R”‏ وذلك OY‏ للأعمدة m‏ مركبة ومن السهل التحقق من المتطلبين (Y) OV)‏ المتعلقين 
بالفضاء الجزئى . 

Ax =b اط واقعان فى فضاء الأعمدة بحيث تتحقق المعادلة‎ ERTES 
خاسين يعطياة :8و‎ as i قرس أجل ا سر‎ =b من أجل × والمعادلة‎ 
حاصل‎ b م هو أيضاً تركيب لهذه الأعمدة. إذا كان‎ tb’ أي‎ tA بد‎ eb +b" لذا‎ 
«LN طرح العمود الثاني من العمود الأول وكان اط مساوياً ضعفي العمود‎ 
فإن "8 + ط هو العمود الأول + العمود الثاني . المتجهات المواتية مغلقة بالنسبة للجمع‎ 
. وهذا ما يحقق الشرط الأول من شرطي الفضاء الجزئي‎ 


perpendicular 
to plane 


column space 


شكل (۱-۲). فضاء الأعمدة هو مستو من فضاء ذي أبعاد ثلاثة . 


)1( إذا وقع 6 في فضاء الأعمدة فإنه يقع فيه كذلك كل مضاعف -cb‏ إذا أنتج 
تركيب للأعمدة متجهاً (Ar =b lb‏ فاذا ضربنا كل معامل في هذا التركيب 
بالعدد ء فائنا نحصل على Ecb‏ بقول آخر A(ex)=cb‏ 
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سدقا الحالة العامة تشبه الشكل )١-1(‏ باستثناء عدد الأبعاد الذي يمكنه أن 
يكون مختلفاً جداً؛ ليس من الضروري أن نجد مستوياً ذا بعدين في فضاء ذي ثلاثة 
أبعاد . كما أنه ليس من الضروري أن يكون العمود على فضاء الأعمدة الذي رسمناه 
في الشكل )1-1 مستقيمأدوماً. منناحيةقصوىأولىء 
أصغر فضاء أعمدة ينتج عن المصفوفة الصفرية 0= ۸. المتجه الوحيد الذي يقع في 
فضاء الأعمدة هذا (التركيب الوحيد للأعمدة) هو 20-0 وليس هناك خيار آخر 
ل Jared‏ النظام = Or‏ قابلاً للحل . في الوضع الأقصى الآخرء نفرضء Stee‏ أن 
4 مصفوفة الوحدة من النوع 5×5 فيكون عندئذ فضاء الأعمدة R‏ كاملاً؛ يكن تر كيب 
الأعمدة الخمسة لمصفوفة الوحدة للحصول على أي متجه . عدد أبعاده خمسة . هذا 
الأمر غير خاص بمصفوفة الوحدة . كل مصفوفة غير شاذة من النوع 5 تقبل الفضاء 
*#كاملاً كفضاء أعمدة . يمكننا من أجل مثل هذه المصفوفة حل النظام Ax =b‏ بطريقة 
غاوس للحذف؛ يوجد خمسة محاور. لذا فان أي متجه b‏ ينتمي إلى فضاء أعمدة 
مصفوفة غير شاذة . 

يمكنك أن ترى» BU‏ يحتوي هذا الفصل الفصل السابق . هناك درسنا JLH‏ 
الأكثر وضوحاً والأكثر شيوعاً لمصفوفة من النوع xn‏ والتي فضاء أعمدتها "۸ . 
سندخل هنا في دراستناء Lal‏ المصفوفات الشاذة والمستطيلة من أي نوع كانت ؛ يقع 
فضاء الأعمدة بين الفضاء الصفري والفضاء الكلي . كل ذلك» بالاضافة إلى 
الفضاءات المتعامدة معهاء يعطي واحدة من طريقتينا لفهم النظام Ax =b‏ 


الفضاء الصفري للمصفوفة ۸ 
الطريقة الثانية مزاوجة (ثنوية) للأولى . لانهتم فقط بالحصول على الأطراف 
اليمنى ‏ الموافقة بل ينصب اهتمامنا أيضاً على مجموعة الحلول × التي تلائم ذلك . إذا 
كان الطرف الأيمن 0-0 فان ذلك يعطي دوماً الحل الخاص 0 -::. لكن من الممكن أن 
يكون هناك عدد غير منته من الحلول الأخرى (يقع هذا دائماً عندما يكون عدد المجاهيل 
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أكثر من عدد المعادلات (nom‏ مجموعة حلول النظام 0 = Ax‏ هو نفسه 
فضاء متجهات -الفضاء الصفري AJ‏ . 

يتكون الفضاء الصفري لمصفوفة من جميع المتجهات + بحيث أن 4-0 ويرمز له 
ب(4) WN‏ إنه فضاء جزئى من LE oR"‏ كما كان فضاء الأعمدة فضاء جزئياً من 


pe 


الشرط )١(‏ محقق : إذا كان 0= ×4 و 0=“ Ax‏ فان 0= (etx)‏ 4. الشرط (۲) 

محقق : إذا كان 0= ×۸ فان 0= A (cr)‏ كلا الشرطين لايتحققان إذا كان الطرف 
الأيمن لايساوي الصفر . حلول المعادلة ا منجانسة فقط (0 = OG‏ فضاءً جزئياً. من 
السهل ايجاد الفضاء الصفري للمثال المذكور آنفاً : 


تعطي المعادلة الأولى 0 -؛ وتعطي الثانية حتماً 0 -. لذا Ob‏ الفضاء الصفري 
لايحوي سوى المتجه الصفري والتركيب الوحيد الذي يعطي الصفر في الطرف الأيمن 
هو الذي يكون فيه 0= =v‏ ». 

سيتغير الوضع فيما لو أضفنا عموداً eh Se WU‏ تركيب للعمودين الآخرين : 


إن فضاء الأعمدة للمصفوفة 8 هو فضاء أعمدة A‏ نفسه وذلك لأن العمود الجديد 
يقع في المستوي الظاهر في الشكل )١-۲(‏ ؛ ماهو إلا مجموع هذين العمودين اللذين 
انطلقنا منهما. لكن الفضاء الصفري لهذه المصفوفة B‏ يحوي المتجه الذي ALS yo‏ 
-,1,1 أو أي مضاعف له : 


الفضاء الصفري للمصفوفة B‏ هو المستقيم الذي يحوي جميع 
النقاط» - , ء= sey‏ +حيث يكن للعدد» أن يتحول من _ إلى , . (يمر هذا 
المستقيم من نقطة الأصل مثل كل فضاء جزئي) . إن لهذا الفضاء الصفري ذي البعد 
الواحد فضاء متعامداً معه (مستوياً) يتعلق مباشرة بأسطر المصفوفة وهو ذو أهمية 
خاصة. 

الخلاصة : نريد أن نكون قادرين» في أي نظام Arab‏ على ايجاد كل الأطراف 
اليمنى المواتية م وكل حل للنظام Arab‏ يقع المتجه 0 في فضاء الأعمدة ويقع المتجه x‏ 
في الفضاء الصفري . إن هذا يستدعي أن نحسب عدد أبعاد الفضاءات الجزئية التي 
ذكرناها سابقاً وأن نجد مجموعة متجهات مناسبة لتوليدها. ونأمل أن ينتهي بنا ذلك 
إلى فهم الفضاءات الحزئية الأربعة التي يرتبط بعضها ببعض بشكل صميمي كما ترتبط 
هي بالمصفوفة tA‏ فضاء أعمدة cA‏ الفضاء الصفري 4-1 e‏ والفضاءان المتعامدان 
معهما . 


تمارين 


١-١-۲‏ برهن أن شرطي فضاء المتجهات )١(‏ و (Y)‏ مستقل" أحدهما عن الآخر 
وذلك بانشاء : 
(I)‏ مجموعة جزئية من فضاء ذي بعدين مغلقة بالنسبة لجمع المتجهات 
وكذلك بالنسبة للطرح ولكنها لا تحقق ذلك من أجل الضرب بعدد. 
(ب) مجموعة جزئية من فضاء ذي بعدين (تختلف عن الربعين 
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المتعاكسين) مغلقة على الضرب بعدد ولكنها ليست كذلك بالنسبة لجمع 

المتجهات . 

أي واحدة من المجموعات الجزئية التالية من R?‏ تكون فضاء جزئاً ؟ 

(أ) مستوي المتجهات ط حيث المركبة الأولى 0= ط. 

(ب) مستوي المتجهات b‏ حيث المركبة الأولى 1= ط. 

(ج) المنجهات م التي تحقق 0 -, bb‏ (إن ذلك اتحاد فضائين جزئيين » 

المستوي 0= b‏ والمستوي 0 -, ط). 

)>( المتجه الوحيد )0,0,0( = .b‏ 

(ه) كل تراكيب المتجهين )2,0,1(= رو (1,1,0) =× . 

(و) المتجهات bb)‏ () التي تحقق العلاقة 0 حر 5 3+, ط-ي ١‏ . 
صف فضاء الأعمدة والفضاء الصفري لكل من المصفوفتين : 


ماهو أصغر فضاء جزئي من فضاء المصفوفات من النوع 3×3 الذي 
يحوي جميع المصفوفات المتناظرة وجميع المصفوفات المثلثية الدنيا ؟ 
ماهو أوسع فضاء جزئي محتوى في هذين الفضاءين الجزئيين معاً ؟ 
في تعريف فضاء المتجهات يطلب من الجمع والضرب بعدد تحقيق 
الخواص التالية : 


x+y =y+x )١( 

x+y +z)=(x+y)+z (Y) 

)1( يوجد متجه صفري وحيد يحقق +- 0 ++ لكل ×. 
CE)‏ لكل x‏ يوجد متجه وحيد ×- بحيث يكون 0= (×) +× . 


الجبر الخطي وتطبيقاته 


Lx =x (0) 
(c : د (يء‎ © (ex 0) 
c(x+y)=cx+cy (y) 


( +c =c عدي © + نر‎ (A) 


(أ) نفرض أن الجمع في R?‏ يضيف واحداً إلى كل مركبة من ناتج الجمع 
العادي مثل (9,2) = (5,0) + (3,1) عوضاً عن (BD‏ وأن الضرب بعدد 
لم يتغير. ماهي الخواص التي لم تتحقق من الخواص الثمانية أعلاه ؟ 
(ب) برهن أن مجموعة الأعداد الحقيقية الموجبة المزودة بالعمليتين 
ty‏ ند وه المعرفتين بحيث يساوي الناتجان على الترتيب المفهوم المعتاد 
من xy‏ و “د» JEE‏ فضاء متجهات . ماهو المتجه الصفري © 

نفرض م مستوياً في الفضاء JW‏ معادلته 6 .x42y te=‏ ماهي معادلة 
المستوي رم المار من نقطة الأصل والموازي إلى م؟ 

هل كل من ,( و م فضاء جزئي من ER?‏ 


۷-١-١‏ أي مجموعة LU‏ تمثل فضاء جزئيا من © م ؟ 


(أ) جميع المتتاليات من الشكل (......1,0.1.0) التي تحوي عدداً غير منته 
(ب) جميع المتتاليات من الشكل eX yo)‏ التي قيمها 0= ,»من أجل 
قيمة معينة ل از وحتى اللانهاية . 

)>( جميع المتتاليات المتناقصة : ك1 + دلكل i‏ 

(s)‏ جميع المتواليات الحسابية : ر 
)5( جميع المتواليات الهندسية (x ke kx PoE‏ لكل k‏ و . 


يبقى نفسه لكل ( . 


فضاءات المتجهات والمعادلات الخطية +o‏ 


: للنظام‎ x أي الأوصاف صحيحة ؟ تكوّن الحلول‎ A-\-Y 


x 
funa 
ax =|! toils 

x 


مستوياً أومستقيماً أو نقطة أو فضاء جزئياً أو فضاءً صفرياً ل 4 أوفضاء 
أعمدة 4 

س بين أن مجموعة المصفوفات من النوع 2 ×2 غير الشاذة ليست فضاء 
متجهات . كذلك بيّن أن مجموعة المصفوفات الشاذة من النوع 2 ×2 
ليست فضاء متجهات . 


۲۲ حل 11 معادلة في ٣‏ مجهول 

لقد أصبحت الآن طريقة الحذف مألوفة فى حالة المصفوفات المربعة وإن Ys‏ 
واحداً يكفي لتوضيح الامكانات الجديدة التي تظهر عندما تكون المصفوفة مستطيلة . 
يسير الحذف نفسه دون تغيير جوهري ولكن عندما نصل إلى مرحلة استخلاص JH‏ 
بوساطة التعويض التراجعي» سوف يظهر بعض الاختلاف . 

لعله من المفضل »قبل عرض هذا المثال» توضيح هذه الامكانات بالنظر في 
المعادلة العددية ط=×ه. إنها نظام مكون من معادلة واحدة بمجهول واحد. من الممكن 
أن تكون 3x=4‏ أو 0 -:0 أو 4 = ×0» هذه الأمثلة الثلاثة تظهر أمامنا حالات ثلاث : 

)١(‏ إذا كان 40 فانه» من أجل أي قيمة ل ط» يوجد حل 0/4= + وهذا الحل 
وحيد. هذه الحالة ليست شاذة (هي حالة مصفوفة من النوع 1×1 قابلة للعكس) . 

(Y)‏ إذا كان 0 -» و0 = «» فإنه يوجد عدد غير منته من الحلول؛ كل قيمة لد 
Gat‏ المعادلة Or=0‏ . إن هذه UL‏ حالة عدم تعيين؛ يوجد حل ولكنه غير وحيد. 

)1( إذا كان 0-0 و #0 ( فإنه لايوجد حل للمعادلة Ox =b‏ . إن هذه الحالة غير 

في حالة المصفوفات المربعة؛ يمكن لهذه الحالات أن تظهر . سوف نستبدل a'‏ 


« 


#0 


w3‏ الجبر gahl‏ وتطبيقاته 


ب "4 قابلة للعكس» لكن لايزال ل "4 معنى . في حالة المصفوفة المستطيلة» 
لايمكن للحالة الأولى أن تظهر ؛ لايمكن أن نحصل على حل وأن يكون هذا JAN‏ 
chars‏ حل واحد: لكل «. يمكن أن يكون هناك عدد لانهائي من الحلول لكل Hob‏ 
عدد لانهائي لبعض قيم b‏ وقد لايوجدحل من أجل قيم أخرى DS‏ أو حل وحيد 
لبعض قيم 0 وقد لايوجد أي حل لقيم أخرى . 

نبدأ بمصفوفة من النوع 4 × 3» نتجاهل في البداية الطرف الأيمن 0 : 


A= 


دن ۾ دن 


1 
2 
-1 


wow 
Cun 


المحور 1= » غير صفري» لذاء فان العمليات الأولية المعتادة تجعل العناصر 
الواقعة في العمود الأول وتحت هذا المحور أصفاراً : 
وملام 


2 S 2 
os | 
0 6 2 


تب تق © 


لقد أصبح المرشح للمحور الثاني صفراً لذا ننظر فيما إذا كان أحد العناصر التي 
تقع تحته غير صفري وذلك لكي نجري مبادلة أسطر. في هذه الحالة » العنصر الذي 
يقع تحت المحور الصفري صفر أيضاً. لو كانت المصفوفة الأصلية مربعة لأشار ذلك 
إلى أن المصفوفة شاذة . بالنسبة لمصفوفة مستطيلة» علينا أن نتوقع مشكلات على كل 
حال» وليس هناك أي سبب يدعونا لانهاء عملية الحذف . كل مايمكننا عمله هو أن 
ننتقل إلى العمود التالي حيث المحور غير صفري . بطرح مثلي السطر الثاني من الثالث 


: 44 


فضاءات المتجهات والمعادلات الخطية V‏ 
بقول دقيق» نعمل بعدئذ على العمود الرابع . نجد صفراً آخر في موضع المحور 
لذا SY‏ عمل أي شيء وتنتهي المرحلة التقدمية من الحذف . 
إن الشكل النهائي هو UE giall‏ وهي أيضاً مثلثية عليا ولكن المحاور”'' ليست 
» بالضرورة » واقعة على القطر الرئيسي . الشيء المهم هنا أن poball‏ غير الصفرية 
محجوزة با يشبه 'الدرج' أو شكل مدرج» كما توضح ذلك المصفوفة من النوع 
9 الظاهرة في الشكل )1-1( حيث مثلت المحاور بصورة واضحة بينما يمكن لبقية 
العناصر الممثلة بنجوم أن تكون أو لاتكون أصفاراً . 


*x* * * * k 
* + * * * 
* * * * * 
00 0 Ol 
00000 


شكل (۲-۲) . العناصر غير الصفرية لنموذج مصفوفة مدرجة U‏ . 


يمكننا أن نلخص بالقول ماهو ظاهر في هذا الشكل : 
)١(‏ الأسطر غير الصفرية تأتي في المقدمة ‏ وإلا يجب إجراء مبادلات أسطر- 
وستكون المحاور أول العناصر غير الصفرية في هذه الأسطر. 


)١(‏ تذكر بأن ا محاور ليست أصفاراً . خلال عملية الحذف قد نصادف صفراً في موضع المحور 
وهو مؤقت؛ Dale‏ الأسطر أو بالتخلي عن عمود والانتقال إلى الذي يليه» تصل إلى صف 
من المحاور غير الصفرية تقع تحتها أصفار . 
(Y)‏ يقع تحت كل محور عمود من الأصفار ناج عن عملية الحذف . 
OM)‏ كل محور يقع عن يمين المحور المتعلق بالسطر الذي يسبقه وهذا ما يعطي 
الشكل المدرج . 


Nad‏ الجبر الخطي وتطبيقاته 


با أننا انطلقنا من A‏ وانتهينا cu‏ فان للقارىء المنتبه أن يسأل : هل لهذه 
المصفوفات علاقة بمصفوفة مثلثية دنيا L‏ حيث LU‏ = 4 كما سبق ؟ لايوجد أي سبب 
يمنع من ذلك OY‏ خطوات الحذف لم تتغير؛ لاتزال كل خطوة تطرح مضاعفاً لسطر 
من آخر واقع تحته . علاوة على ذلك» عكس كل خطوة يجرى» Lad‏ كالسابق LE‏ 
وذلك باضافة المضاعف الذي طرح» وإن هذه الخطوات العكسية تجرى بالترتيب الذي 
يسمح بتسجيل ناتجها مباشرة في 1 : 


على القارىء أن يتحقق من أن 17 = 4 وأن يذكر أن ا هنا ليست مستطيلة بل 
مربعة ومن الرتبة 3 m=‏ حيث m‏ عدد الأسطر في كل من نا و 4. 

العملية الوحيدة التي لم تطلب في مثالناء وقد نحتاج إليها بصورة عامة» هي 
مبادلة الأسطر . كما في الفصل الأول» يحتاج ذلك إلى تقديم مصفوفة مبادلة م يمكنها 
انجاز كل Dale‏ أسطر ضرورية في A‏ قبل البدء بالحذف. في الحقيقة» LÍ Le‏ تعهدنا 
بالانتقال إلى العمود التالي» عندما لايكون في العمود المعني محور» فان ذلك 
لايحوجنا لأن نفرض أن المصفوفة غير شاذة . إليك النظرية الأساسية : 


١‏ - ب يقابل كل مصفوفة A‏ من النوع m Xn‏ مصفوفة مبادلة P‏ ومصفوفة مثلثية 
دنيا .1 > كل عنصر في قطرها يساوي الواحد ومصفوفة مدرجة U‏ من النوع Xn‏ بحيث 
يكون PA =LU‏ . 

هدفنا OVI‏ هو حل (إذا كان هناك حل) المعادلة -Ax =b‏ 

لنفرض أننا انطلقنا بالحالة المتجانسة» 5-0. بما أن عمليات PRY LAN‏ 


فضاءات المتجهات والمعادلات الخطية A‏ 


على أصفار الطرف الأيمن للمعادلة 0= cAr‏ فمن السهل رد هذه المعادلة إلى 
Ux=08) gall‏ 


تدخل المجاهيل uvwy‏ في فئتين» الفئة الأولى مكونة من المجاهيل الأساسية 
وهي التي تقابل أعمدة المحاور؛ الأول والثالث يحويان محورين. لذا »فان « و u‏ 
هما المجهولان الأساسيان. أما الفئة الثانية فانها مكونة من المجاهيل الاختيارية وهى 
التي تقابل الأعمدة التي لاتقع فيها محاور؛ al ly Slo yaa any‏ قافا sy‏ 
y‏ هما المجهولان الاختياريان. 

لايجاد ا لحل العام للمعادلة 0 = Ur‏ (وهي المكافئة للمعادلة 0 = (Ax‏ » يمكننا أن 
نعطي قيماً اختيارية للمجاهيل الاختيارية . لتفرض أننا رمزنا لهاتين القيمتين با حرفين 
ov gy‏ يمكن » عندئذ» تعيين المجاهيل الأساسية بصورة تامة وحساب كل منها بدلالة 
المجاهيل الاختيارية» بتعويض تراجعي . لنعمل باتجاه الأعلى : 


1 E ) = 
w=- 37 يؤدي إلى‎ 3w + y=0 


u = -3v-y ml »يۆدى‎ + 3: +3w +2y =0 


بوجت تاهالا اة dn yop‏ من لرل La‏ النظام بوسيطيق اشعيارية 
ومستقلين Voy‏ الحل العام هو التركيب : 


(\) 


5 ules ue, 


.\\ الجبر الخطي وتطبيقاته 


يرجى النظر» من جديد »في الشكل الأخير لحل المعادلة 0= Ax‏ يشل المتجه 
Se (-3,1,0,0)‏ عندما يكون المجهولان الاختياريان 0 - ev sty‏ و المتجه الأخير هو 
ا حل عندما 1= =0,y‏ «. إن كل حل هو تركيب نحطي لهذين ا حلين . لذاء فان الطريقة 
الجيدة لايجاد جميع حلول النظام 0= 4هي : 

١-بعد‏ أن نصل بواسطة الحذف إلى Ux=0‏ نعين المجاهيل الأساسية والمجاهيل 
الاختيارية . 

نعطي لأحد المجاهيل الاختيارية قيمة واحد وللمجاهيل الاختيارية الأخرى 
أصفاراًء ونحل النظام 0 = Ur‏ بالنسبة للمتغيرات الأساسية . 

۳- كل متغير اختياري يعطي الحل الخاص به بالخطوة الثانية» وتكوّن تراكيب 
هذه الحلول الفضاء الصفري فضاء جميع حلول 0= Ax‏ 

هندسياً ‏ يكن عرض الصورة التالية : في الفضاء ذي الأبعاد الأربعة» تكوّن 
حلول 0= ×4 فضاءً جزئياً ذا بعدين وهو الفضاء الصفري للمصفوفة A‏ في مثالناء هذا 
الفضاء مستو مولد بالمتجهين (1⁄3,1-,1,0-) و )3,1,0,0-( . مجموعة تراكيب هذين 
المتجهين تكون مجموعة مغلقة بالنسبة للجمع والضرب بعدد. إن هاتين العمليتين 
تؤديان » فقط ٠‏ إلى زيادة في حلول 0= ×4 وكل هذه التراكيب واقعة في الفضاء 
الصفري . 

لقد وصلنا إلى المكان الذي يمكننا فيه أن نتعرف على نظرية ذات أهمية كبرى . 
لنفرض LÍ‏ انطلقنا بمصفوفة عدد أعمدتها يزيد على عدد أسطرها n>m‏ بما أنه من 
الممكن وجود مالايزيد عن ” محوراً غير صفري (لايوجد قدر كاف من الأسطر يتسع 
لأكثر من ذلك)» سنجد مالايقل عن nim‏ من المتغيرات الاختيارية . قد يكون هناك 
» بالطبع » عدد أكبر من المتغيرات الاختيارية إذا أصبحت» كما في مثالناء بعض 
الأسطر صفرية . لكن ذلك لايؤدي إلى أي مشكلة؛ على واحد على الأقل من 
المتغيرات أن يكون اختيارياً. يمكن إعطاء هذا المتغير قيمة اختيارية فيؤدي ذلك إلى 
النتيجة التالية : 


فضاءات المتجهات والمعادلات الخطية 1١1١‏ 


Y‏ ج لكل نظام متجانس حل غير تافه» إذا كان عدد المجاهيل أكبر من عدد 
المعادللات (n>m)‏ : يوجد حل × يختلف عن الحل التافه 0= ×. 


يجب أن يوجد» Wad‏ عدد غير منته من الحلول OY‏ كل مضاغعف cx‏ يحقق 
أيضاً » المعادلة . أي 0-() A‏ يحوي الفضاء الصفري المستقيم الحامل ل . إذا 
وجدت متغيرات اختيارية أخرى» فان الفضاء الصفري يصبح أكثر من مجرد مستقيم 
من فضاء ذي n‏ بعداً. إن الفضاء الصفري هو فضاء جزئي عدد أبعاده يساوي عدد 
المجاهيل الا ختيارية . 

هذه الفكرة أساسية -عدد أبعاد فضاء جزئي ‏ ستقدم بدقة في البند التالي . إنه 
عدد درجات الحرية . 

تعد الحالة غير المتجانسة 0 b‏ مختلفة LU‏ لنعد إلى مثالنا الأصلي Ar=b‏ 
ولنطبق على طرفي المعادلة العمليات التي نقلتنا من MA‏ . سيكون الناتج نظاماً 
مثلثياً علوياً Ux =e‏ : 
5 4 


57 
bs = Dina SD 


تب © © 
cow‏ 
نیا ننا © 
O-N‏ 


y 


ليس المتجه » الظاهر فى الطرف الأيمن» بعد خطوات الحذف» سوى 215 كما 
ليس من الواضح أن لهذا النظام من المعادلات حل . يظهر الشك بسبب 
المعادلة SU‏ : طرفها الأيسر صفر » وستكون ا معادلات غير متسقة مالم يكن 
b- 20+50 =0‏ بقول آخر » إن مجموعة ا متجهات « ا مواتية ليست الفضاء الثلاثي 
الأبعاد كاملاً . رغم أن عدد المجاهيل هنا يزيد على عدد المعادلات» فمن الممكن أن 
لايكون للنظام حل . لقد تعرفنا في البند OY‏ على طريقة أخرى في النظر في هذه 


uen‏ الجبر gab!‏ وتطبيقاته 


المسألة نفسها : يكن حل النظام Ax =b‏ إذا وإذا فقط كان ط واقعاً في فضاء أعمدة 
4. هذا الفضاء الجزئي مولد بالأعمدة الأربعة للمصفوفة A‏ (ليست (LU‏ 


3 2 
6 5 
-3 0 


1 3 
2 9 
-1 5 

بالرغم من أن هناك أربعة متجهات. إلا أن تراكيبها الخطية تملأ مستويا فقط في 
الفضاء ذي الأبعاد الثلاثة ؛ إلا أن العمود الثاني ماهو إلا ثلاثة أضعاف العمود الأول 
. أما العمود الرابع فإنه يساوي مجموع العمود الأول مع جزء من العمود الثالث. 
(لاحظ أن هذين العمودين غير المستقلين» الثاني والرابع» هما بالضبط العمودان اللذان 
ليس في أي منهما محور) . ad‏ أصبح OW‏ من الممكن وصف فضاء الأعمدة بشكلين 
مختلفين كلياً. من ناحية أولى » إنه المستوي المولد بالعمودين الأول والثالث؛ العمودان 
الآخران واقعان في هذا المستوي وليس لهما أي تأثير جديد. من ناحية ثانية وبشكل 
مكافىء » إنه المستوي المكون من جميع النقاط bb)‏ «) التي تحقق العلاقة b -2b‏ 
0 = 50+ر. هذا هو القيد الذي يجب فرضه على ١‏ لكي يكون النظام قابلاً للحل. كل 
عمود يحقق هذا القيد الذي فرض على ط. هندسياً e‏ سنرى أن المتجه (2,1-,5) متعامد 
مع کل عمود: 

إذا فرضنا أن المتجه b‏ واقع في هذا المستوي وبالتالي ينتمي إلى فضاء الأعمدة» 

.0- 0 المعادلة الأخيرة من النظام تكافىء‎ .4× =b من السهل ايجاد حل للنظام‎ ob 
يكن اعطاؤهما قيماً اختيارية كما سبق ذكره»‎ cy بالنسبة للمجهولين الاختياريين × و‎ 
وعندهاء يمكن ايجاد المتغيرات الأساسية بتعويض تراجعي . لنأخذ مثالاً خاصاً تكون‎ 
يأخذ عندها‎ .)0 -2b , +50 =0 هي 1.5.5 (علينا أن ننتبه إلى العلاقة‎ b فيه مركبات‎ 
: النظام «- هه الصورة‎ 


0 
S e‏ حك 
' 
دنا ي دي 
Wow‏ 
د هه 


فضاءات المتجهات والمعادلات الخطية 5117 


تحول عملية الحذف هذه العلاقة إلى الصورة : 


1 
3 
0 


l o 4 2 
0 03 1 
0 0 0 0 


المعادلة الأخيرة من الصورة 0-0» كما يلاحظ » أما المعادلات الأخرى فتعطي : 
3- بورج Bw‏ أو wals ty‏ 
u+3v +3w +2y=1‏ أو u =-2-3y-y‏ 
يلاحظ من جديد» أن هناك مالانهاية مزدوجة من الحلول . بالنظر إلى المركبات 
الأربعة cles‏ يمكن كتابة الحل العام كما يلي : 


ël] [2] | | 
455 galt -| 


+v +y 


0 ON 
ادت‎ eres sb, 


3 
1 
0 
0 


إن ذلك يشبه حل 0= ×4 الظاهر في المعادلة CV)‏ باستثناء اختلاف واحد هو 
ادخال المتجه )2,0,1,0-( الذي هو حل حاص للنظام Ax =b‏ إنه يحل المعادلة » وكذلك 
الحدان الأخيران يؤديان إلى حلول أخرى (لأنهما يحققان ۸×=0). كل حل للنظام 
Ax =b‏ هو مجموع هذا الحل الخاص مع الحل العام للمعادلة 0= Ax‏ . 


يأتي الجزء المتجانس من الفضاء الصفري . ويأتي الحل الخاص الوارد في CT)‏ 
من حل المعادلة بعد جعل جميع a LE YOY pall‏ أصفاراً . هذا هو الجزء الجديد» 
فقطء OY‏ الفضاء الصفري قد حسب مسبقاً . عندما تضرب هذه المعادلة الواقعة ضمن 
الإطار ب A‏ تحصل على -Aglex=btu‏ 


ve‏ الجبر الخطي وتطبيقاته 


هندسياً » يقع هذا الحل» أيضاً » في مستو من الفضاء الرباعي لكنه ليس فضاءً 
جزئياً منه وذلك OY‏ هذا المستوي لاير من نقطة الأصل . يوازي هذا المستوي فعلاً 
الفضاء الصفري الذي رأيناه سابقاً ولكنه مزاح عنه بالحل الخاص . وهكذا أصبحت 
الحسابات تحوي خطوة جديدة : 

Ux=c حول ۲= 4 إلى‎ - ١ 

Y‏ أجعل جميع المجاهيل الاختيارية أصفاراً وجد Se‏ خاصاً. 

Y‏ اجعل الطرف الأيمن صفراً وأعط على التوالي لواحد من المجاهيل 
الاختيارية» القيمة واحد واجعل المتغيرات الاختيارية الأخرى أصفاراً» فتجد حلا 
متجانساً (متجه × في الفضاء الصفري) . 

لم يكن للخطوة الثانية ظهور Like‏ عندما كانت المعادلة على الشكل 0= ×۸ » 
كان الحل الخاص هو المتجه الصفري . إنه يلائم النموذجء إلا أن 0 x=‏ خاص لم يكن 
مكتوباً في المعادلة .)١(‏ والآن اضف إلى ا حلول المتجانسة كما في AP)‏ 

تبرز طريقة الحذف عدد المحاور وكذلك عدد المجاهيل الاختيارية . إذا كان هناك 
+ محوراً فهناك ٣‏ مجهولاً أساسياً و +-” مجهولاً اختيارياً. إن العدد + سوف يعطى 
إسماً إنه رتبة المصفوفة ‏ ويمكن تلخيص عملية الحذف بأكملها : 


Y‏ د نفرض أن عملية الحذف قد أعادت Arab‏ إلى »= ×0 . نفرض أن هناكم 
محوراً وأن الأسطر ال -:” الأخيرة في U‏ صفرية . سيكون هناك حل إذا و إذا فقط 
كانت ال۲ -” مركبة الأخيرة من المتجه» lel‏ إذا كان =m‏ + فهناك دوماً حل . الخل 
العام هو مجموع حل خاص (حيث جميع المجاهيل الاختيارية أصفار) مع حل 
متجانس (حيث n -r‏ مجهولا اختيارياً تعتبر وسطاء مستقلة). إذا كان r= n‏ فليس 
هناك مجاهيل اختيارية والفضاء الصفري يحتوي فقط 0= ×. 

العدد ٣‏ يدعى رتبة المصفوفة 4. 
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لاحظ الحالتين المتطرفتين عندما تكون الرتبة أكبر ما يكن : 

. فليس هناك أي مجهول اختياري في‎ r = إذا كان»‎ )١( 

U فليس هناك أسطر صفرية فى‎ =m إذا كان‎ (Y) 

عندما يكون ran‏ فان الفضاء الصفري يحتوي فقط 0= x‏ الحل الوحيد هو 
:دخاص . 

عندما يكون = ٣‏ عندئذ لايوجد أي شرط على cb‏ وفضاء الأعمدة هو كل 
eR"‏ ويمكن حل المعادلة مهما كان الطرف الأيمن . 

ملاحظة اختيارية : فى العديد من الكتب» لاتتوقف عملية الحذف عند لاء 
ولكنها تستمر حتى تصبح المصفوفة على اشكل مدرج بأسطر مختصرة . والاختلاف 
في ذلك هوأن جميع المحاور ترد إلى 1+» وذلك بقسمة كل سطر على عدد ثابت» 
كما أن أصفاراً es‏ ليس فقط تحت كل محور بل كذلك فوقه . بالنسبة للمصفوفة 


الموجودة في النص » يكون هذا الشكل ALS‏ : 
U 3‏ 5 1 
ل 1 0 0 
0 0 0 0 


إذا كانت A‏ مصفوفة مربعة وغير شاذة فإننا نتوصل إلى مصفوفة الوحدة. إنها 
حالة من طريقة غاوس ‏ جوردان في الحذف » بدلاً من طريقة غاوس العادية التي 
تبعل 11 = ۸. LE‏ » كما هو الحال بالنسبة لطريقة غاوس ‏ جوردان» إنها شديدة 
البطء في الحسابات العملية الخاصة بالمصفوفات المربعة وستفقد أية بنية حزامية 
في ۸. يتطلب هذا الشكل المدرج الخاص عمليات عديدة كي يصبح الاختيار الأول 
في الحاسوب . ولكنه» على كل حالء له أهمية نظرية «كشكل قانوني» ل4 : 
بصرف النظر عن اختيار العمليات الأولية» التي تتضمن مبادلة أسطر وقسمة 
أسطرء فان الشكل المدرج ذي الأسطر المختصرة ل4 هو دوماً نفسه . 


YYA 
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تمارين 


كم نموذجاً يمكنك أن تجد (مشابهاً لذلك الظاهر في الشكل op (YY‏ 
أجل مصفوفة مدرجة من النوع 2*3 . العناصر الواقعة عن يين المحاور 
Aca Old Saad‏ 

كون أصغر نظام ممكن بعدد من المجاهيل يزيد على عدد المعادلات بحيث 
لن يكون لهذا النظام حل . 

أوجد تحليلاً لا للمصفوفة : 


1 Oj}. 
© l 


عين مجموعة متغيرات أساسية ومجموعة متغيرات اختيارية وأوجد 
الحل العام للنظام 0= ×۸. اكتبه على شكل العلاقة .)١(‏ ماهى رتبة 4؟ 


0 1 4 0 
0 2 8 0r 


0 
1 


A= 


New 


| 
الشكل المدرج U‏ و المتغيرات الأساسيةو المتغيرات الاختيارية والحل 
العام للنظام 0= ×4 . ثم GIH Gb‏ على Ax =b‏ حيث LS pab, 9b,‏ 
الطرف الأيمن. أوجد شروط كون Ax ab‏ متسقاً (أي له حل) وأوجد 
الحل العام بالشكل الظاهر في المعادلة (T)‏ ماهي رتبة GA‏ 

نفذ الخطوات ذاتهاء بفرض طرف أيمن ,ططط 6b‏ على منقول 
المصفوفة . 


5 مان هه 
oono‏ 
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اكتب الحل العام للنظام : 


كمجموع تخل yee‏ للنظام Ax =b‏ مع ال حل العام للنظام Ax=0‏ 


كما في )1( 

صف المجموعة المواتية للطرف الأيمن ط في : 
4 0 1 
by‏ =|“ 1 0 
gje b;‏ 2 


وذلك بايجاد القيود التي يجب أن تفرض على ٠‏ لكي تتحول المعادلة 
الثالثة إلى الشكل 0-0 (بعد الحذف). ماهي الرتبة ؟ ماهو عدد 
المجاهيل الاختيارية وماهو عدد الحلول ؟ 
أوجد قيمة » التي تجعل النظام التالي قابلاً للحل : 

u+ v+2w= 2 

2u+ 3v- w= 5 

3u+ 4v+ wee. 
ماهي القيود التي تفرض على و رط (إن كانت ضرورية) كي يكون‎ 
. حل‎ Ax =b للنظام‎ 


أوجد متجهين في الفضاء الصفري ل4 وكذلك الحل العام للنظام 


Ax =b 


\\A 


E i 


\\-Y-¥ 


hS 


۳-۲-۲ 


=۲ 
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)1( أوجد جميع حلول النظام : 
xı‏ 
ia 3 £ llig 0‏ 
Ux=|0 0 1 2:20‏ 
0 0/73 0 0 0 
24 


(ب) إذا تغير الطرف الأيمن من )0,0,0( إلى Led Ca,b,0)‏ هى الحلول 
عندئذ؟ i‏ 
لنفترض أن الحل الوحيد lslam) Axr=0JS‏ و« مجهولا) هو 0=×. 
ماهي رتبة 4 ؟ 
أوجد نظاماً م = ×4 من النوع 3 حله العام هو 

1 
I |tw 


x= 


1 
2 
1 


0 

له حل عندما , b +b, +b‏ 
أكتب نظاماً = ×4 من النوع 22 بحيث يكون له حلول عديدة من 
poke" ciall‏ ولايكون له حل من الصنف “خاص. لذافلن 


-” الاستقلال الخطي» الأساس والسعة 

لايعطي العددان yn‏ بذاتهما وصفاً كاملاً للحجم الحقيقي لنظام خطي . 
فلمصفوفة مثالنا الأخير ثلاثة أسطر و أربعة أعمدة؛ ولكن في الواقع» ليس السطر 
الأخير سوى تركيب من السطرين السابقين. بعد الحذف يصبح هذا السطر صفرياً 
وليس له أي تأثير حقيقي على المعادلات المتجانسة 0= Ar‏ الأعمدة الأربعة ليست 
أيضاً مستقلة وإن فضاء الأعمدة ينحط إلى مستو ذي بعدين» ذلك لأن العمود الثاني 
والعمود الرابع ماهما إلا تركيبان من الأول والثالث. 
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العدد المهم الذي بدأ بالظهور للعيان هو الرتبة . لقد قدمت الرتبة سابقاً بطريقة 
حسابية محضة» كعدد للمحاور التي تظهر خلال GALI‏ أو بشكل مكافىء لعدد 
الأسطر غير الصفرية في المصفوفة النهائية U‏ . إن هذا التعريف آلي بحيث يمكن اعطاؤه 
إلى الحاسوب . لكن سيكون من الخطأ أن نكتفي بذلك التعريف لأن للرتبة معنى بسيطاً 
وحدسياً : إنه عدد أسطر المصفوفة 4ا مستقلة حقيقة . نريد أن نعطي لهذا العدد وأعداد 
أخرى مشابهة تعاريف رياضية أكثر منها حسابية . 
إن هدف هذا البند هو شرح واستخدام الأفكار الأربعة الآتية : 
١‏ الاستقلال الخطي أو الارتباط 
١‏ توليد فضاء جزئي 
Y‏ أساس فضاء جزئي 
É‏ سعة فضاء جزئي . 
في الخطوة الأولى» سنعرف الاستقلال ا خطي . إذا كانت لدينا المتجهات 
y,‏ فإننا ننظر في تراكيبها الخطية cy tourney,‏ يؤدي التركيب التافه» 
حيث جميع الأحمال0- ce,‏ كما هو واضح. إلى المتجه الصفري:0 + Ov‏ 
Ov, - 0‏ +...+, . السؤال الوارد هناء هوما إذا كان هناك تركيب آخر يعطي الصفر 
أيضاً . إذا كان الأمر كذلك فالمتجهات مرتبطة وإلا فهي مستقلة . 

۲ه إذا كان كل تركيب غير تافه لهذه المتجهات غير صفري أي إن : 
c v te v tote 0‏ لايقع إلا إذا كان 0= ,ء=....= csc,‏ فان المتجهات المفروضة 


pessy 


وإن واحداً منها تركيب خطي في المتجهات الباقية . 


اكتشاف الارتباط الخطي سهل في حالة الفضاء ذي الأبعاد الثلاثة» إذا اعتبرنا 
المتجهات أسهماً منشأة من نقطة الأصل . يكون متجهان مرتبطين إذا وقعا على مستقيم 


WW‏ الجبر الخطي وتطبيقاته 


واحد وتكون ثلاثة متجهات مرتبطة إذا وقعت في مستو واحد. باختيار عشوائي »دون 
a‏ وکن led pall‏ ##905انعجهات eg plac se. Was Mie‏ 
كل أربعة متجهات من R?‏ مرتبطة خطياً دوماً. 

مثال ١‏ إذا كان أحد المتجهات» ولنقل ov,‏ متجهاً صفرياً فان جملة المتجهات 
تكون مرتبطة خطياً حتماً» لأنه يمكننا أن نختار مثلاً 3- » و0 -» لبقية المعاملات . إن 
هذا التركيب غير تافه ويعطي الصفر. 


مثال Y‏ أعمدة المصفوفة : 


= Ne 
0 

Aaw‏ زیا 
Ww‏ ص دن 


مرتبطة خطياً OY‏ العمود الثاني يساوي ثلاثة أضعاف العمود الأول. ]تركب 
الأعمدة بالأحمال 3.1.0,0- يعطي عموداً صفرياً. 

الأسطر » كذلك» مرتبطة خطياً OY‏ السطر الثالث يساوي حاصل طرح خمسة 
أمثال السطر الأول من مثلي السطر الثاني . (الأمر ذاته يجب أن يقع من أجل تركيب 
b byb,‏ ليصبح صفر ا في الطرف الأيمن وذلك لكي يكون النظام متسقاً. مالم 
يكن 0 - 585 + , 20 -, م فان المعادلة الثالثة لن تأخذ الصورة 0 -0) . 
مثال Y‏ أعمدة المصفوفة المثلثية : 


چت 


مستقلة Lb‏ يظهر ذلك بضورة آلية عندما تكون عناضر القطر غير صقرية. 
لنرى سبب ذلك» ننظر في تركيب للأعمدة يساوي الصفر : 
4 


1 
0 


+ C2 + و‎ ١: 


cj 


2 0 
5 | =| 0 
2| 6 


3 
0 
0 
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علينا أن نبين أن c pe e,‏ جميعها يجب أن تكون أصفاراً . المعادلة الأخيرة 
تعطي 0 -,» لذاء فالمعادلة التي قبلها تعطي 0= c,‏ . وبالتعويض في المعادلة الأولى» 
نجد0- ». إن التركيب الوحيد الذي يساوي الصفر هو التركيب التافهء لذا »فان 
هذه المتجهات مستقلة خطياً. 

إذا ماكتب ذلك بالشكل المصفوفي فانه يبدو كمايلي : 


© |2 4 
¢2 || 5 1 
و |[2 0 

لقدبينا of‏ الفضاء الصفري يحتوي فقط على المتجه الصفري c‏ 

. هذا يعني تماماً قولنا إن الأعمدة مستقلة خطياً‎ =c, =c s 

يمكن اجراء محاكمة مشابهة على أسطر 4 التي هي أيضاً مستقلة خطياً . لنفرض 

stado 
ره‎ (3, 4, 2) +c2 (0, 1, 5) +c; (0, 0, 2) = (0, 0, 0( 

من المركبة الأولى» نجد 0 -, 3e‏ أو0 - cc‏ ثم تعطي المركبة الثانية 0=رء ونجد 
ph‏ عررة, 

يمكن توسيع هذه الفكرة لتشمل أي مصفوفة مدرجة tU‏ يجب أن تكون الأسطر 
مستقلة خطياً. علاوة على ذلك» إذا نظرنا بامعان إلى الأعمدة التي تقع فيها محاور» 
نلاحظ أنها مستقلة خطياً. في مثالنا القريب حيث : 


U= 


2 
1 | 
0 


ني دن © 


3 1 
0 0 
0 0 
العمودان الأول والثالث مستقلان. لا توجد جملة مستقلة مكونة من ثلاثة من 


هذه الأعمدة» وبصورة أكيدة من أجل الأعمدة الأربعة كلها. صحيح أن العمودين 
الأول والرابع مستقلان» ولكن إذا جعلنا الواحد الأخير صفراً فانهما يصبحان 


il‏ الجبر الخطي وتطبيقاته 


مرتبطين. من ا مضمون أن الأعمدة التي تقع فيها المحاور مستقلة . والقاعدة العامة 
هي 


۲ و إن الأسطر غير الصفرية التى عددها فى المصفوفة المدرجة U‏ مستقلة خطياً 
وكذلك الأعمدة التى تحتوي محاور عددها Lair‏ 


مثال ٤‏ إن أعمدة مصفوفة الوحدة من النوع n Xn‏ 
0 9 
i. 0‏ 94 
a 0‏ 
1 


000 


تمثل متجهات الوحدة فى الاتجاهات الإحداثية . فى * #8 » لدينا : 


ey, = 5 د‎ = ; 63S >» & > . 


0 
0 
0 
1 


0 
0 
1 
0 


0 1 
1 0 
0 0 
0 0 
يوجد كثير من الجمل المكونة من أربعة متجهات من RY‏ مستقلة خطياً ولكن 
استخدام هذه الجملة أسهل وأقوم . 


التي تقبل المتجهات المفروضة أعمدة لها ثم حل النظام 16-0.. تكون المتجهات مرتبطة 
خطياً إذا وإذا فقط وجد لهذه المعادلة حل يختلف عن 0=ء. إذا لم توجد متغيرات 
اختيارية (الرتبة تساوي Ca‏ فانه لايوجد فضاء صفري سوى 0-» وتكون هذه المتجهات 
مستقلة . إذا كانت الرتبة أقل من olin‏ أحد المجاهيل على الأقل» اختياري ويمكن 
اختياره غير مساو للصفر وتكون الأعمدة عندئذ مرتبطة خطياً . 


فضاءات المتجهات والمعادلات الخطية نينا 


إن هناك حالة ذات أهمية خاصة . لنفرض أن لكل من هذه المتجهات 64S yom‏ 
فتكون عندها 4 مصفوفة من النوع m Xn‏ . إذا فرضنا n>m‏ سيكون من المتعذر أن 
تكون الأعمدة مستقلة. فلا يكن أن n da p‏ محوراً لأنه لاتوجد أسطر كافية 
لاستيعابها. لذاء فان الرتبة ستكون أقل من . CY‏ نظام متجانس 40-0» يزيد فيه 
عدد المجاهيل عن عدد المعادلات» حل #0 ©. 


-ز أي جملة مكونة من n‏ متجهاً من R"‏ هي جملة مرتبطة خطياً إذاكان -n >m‏ 


على القارىء أن يدرك أن هذا النص شكل موه للنص (۲ ج) . 
مثال o‏ لننظر في الأعمدة الثلاثة للمصفوفة : 


1 2 I 
!]ده‎ 3 1 
لايمكن لهذه الأعمدة» باعتبارها من #2 أن تكون مستقلة» ولكي نجد تركيباً لهذه‎ 
: 46-0 الأعمدة مساوياً الصفرء نحل النظام‎ 


E A‏ لأس 
th‏ 1 اسه 


إذا أعطينا القيمة واحد للمتغير الاختياري ب فان التعويض التراجعي في Uc=0‏ 
يعطي 1 ٩=‏ و 1 -=ر». بهذه الأحمال الثلاثة » نحد أن العمود الأول ناقصاً العمود 
الثانى زائداً العمود الثالث يساوي الصفر . 


توليد فضاء جزئي 
الخطوة التالية في دراسة فضاء المتجهات هي تعريف ماذا يعني قولنا إن جملة 
متجهات تولد فضاء . لقد استخدمنا هذا المصطلح في بدء هذا الفصل عندما تكلمنا 


We‏ الجبر الخطي وتطبيقاته 


عن المستوي المولّد بعمودي المصفوفة وسمينا هذا المستوي فضاء الأعمدة . نقدم فيمايلي 
التعريف العام R‏ 


عن كل متجه ۷ من ۷ بتر كيب خطى فى المتجهات ال ws‏ 

. مناسبة‎ c, iola من أجل‎ v =e Wy act OW, 

من الممكن لأكثر من مجموعة من المعاملات »أن تعطي المتجه v‏ ذاته» ليس من 
الضروري أن تكون هذه المجموعة من المعاملات وحيدة لأنه يمكن للجملة المولدة أن 
تكون كبيرة بقدر مانريد حتى أنه من الممكن أن تحوي المتجه الصفري . (! لا إذا كانت 
الجملة المولدة مستقلة) . 


مثال T‏ المتجهات الشلاثة )2,0,0( = LS Sw, = (1,0,0),w,= (0.1.0),w‏ المستوي XY‏ 
الواقع فى الفضاء ذي الأبعاد الثلاثة . وكذلك المتجهان الأولان وحدهماء بينما يولد 
| جهان , « و , ٠١‏ مستقيماء فقط. 


مثال ۷ فضاء الأعمدة لمصفوفة هوء. بالضبط » الفضاء ا مولد بهذه الأعمدة . هذا 
التعريف صنع حسب الطلب . كما أن أخذ جميع تراكيب الأعمدة هو بالضبط Jets‏ 
الفضاء الذي تولده. ضرب 4 في ×يعطى تركيباً للأعمدة وهو متجه فى فضاء الأعمدة . 


إذا كانت الأعمدة هي المتجهات الاحداثية e poe,‏ الصادرة عن مصفوفة 
الوحدة فإنها تولد "۴. كل متجه (,......, lb‏ =« هو تركيب خطي في تلك الأعمدة . 


في هذا Sel‏ الأحمال هي المركبات  ,‏ نفسها : Dab e + ....+5 e‏ ولكن ليست 
أعمدة مصفوفة الوحدة » فقط » هى التى تولّد "۸ ! 


فضاءات المتجهات والمعادلات الخطية \Yo‏ 


لكي نقرر ما إذا كان LS 3b‏ خطياً في الأعمدة» علينا أن نحل المعادلة „Ax=b‏ 
ولكي نبين ما إذا كانت الأعمدة مستقلة» علينا أن نحل المعادلة 0= Ax‏ إن التوليد 
يتضمن فضاء الأعمدة بينما الاستقلال يتضمن الفضاء الصفري . الفضاء الأول يجب 
أن يكون كبيراً إلى حد كاف بينما الآخر ينبغي أن يحتوي على المتجه الصفري فقط . 


وهي مستقلة خطياً. بكلام بسيط» لاتوجد متجهات في تلك الجملة زائدة عن اللزوم . 
يقودنا ذلك إلى مفهوم الأساس . 


: ط أساس فضاء متجهات هو جملة من المتجهات تتمتع بالخاصتين التاليتين‎ ١ 
إنها مستقلة خطياً.‎ (1) 
. إنها تولّد الفضاء‎ (1) 


يعد اجتماع هاتين الخاصتين أمراً أساسياً في الجبر الخطي . إن ذلك يعني أن كل 
متجه في الفضاء هو تركيب من متجهات الأساس» لأنها تولده. فان ذلك يعني أن 


يؤدي إلى 0=L(a-b (٠‏ والآن يلعب الاستقلال دوره» يجب أن يكون كل معامل 
b,‏ - » صفرآء لذا فإن ca, =b,‏ وهناك طريقة واحدة» فقط » لكتابة «كتركيب في 
متجهات YI‏ ساس . 

ولعله من الأفضل أن نقول هنا إن المتجهات الإحداثية ......, © ليست الأساس 
الوحيد ل"8. تعتبر بعض الأشياء في الجبر الخطي وحيدة ولكن ليست هذه منها. 
فلفضاء المتجهات عدد لانهائي من الأسس ا مختلفة . عندما تكون مصفوفة مربعة 
قابلة للعكس» تكون أعمدتها مستقلة ‏ وهي SS‏ أساساً ل"8. إن عمودي أي 
مصفوفة غير شاذة مثل : 


عن الحبر الخطي وتطبيقاته 


يكوتان أساساً ل ۸. كل متجه ثنائي البعد هو تركيب من هذين العمودين» 
وهما مستقلان . 


شكل (Y-Y)‏ . جملة مولدة وأساس في ۸. 
A lee‏ لننظر في المستوي -y‏ × المعتاد (الشكل ۲-") الذي يشل R?‏ إن المتجه v‏ 
cfa axe‏ مستقل خطياً ولكن لايولد” ۸. المتجهات الثلاثة ww,‏ « تولد Rae‏ 
ولكنها غير مستقلة خطياً. لكل إثنين من هذه المتجهات مثل ر« v‏ هاتان الخاصتان- 
إنهما يولدان وهما مستقلان» لذا » فانهما يكونان أساساً. لاحظ ثانية أنه ليس لفضاء 


مثال ٩‏ لننظر في المصفوفة المدرجة U‏ ذات النوع 3×4 : 
1332 
Y=|0' 0 3 1|:‏ 
0000 


تولد أعمدتها الأربعة فضاء الأعمدة» كالمعتاد» ولكنها غير مستقلة . هناك عدد 
من الأسس المحتملة ولكننا سنقترح اختياراً خاصاً : الأعمدة التي تحوي محاور A)‏ 


فضاءات المتجهات والمعادلات الخطية \YV‏ 


هذه الحالة الأول والثالث» اللذان يقابلان المجهولين الأساسيين) هي أساس لفضاء 
الأعمدة . لقد ذكرنا في (۲-و) أن هذين العمودين مستقلان ومن السهل أن نرى 
أنهما يولدان هذا الفضاء . في الواقع» إن فضاء أعمدة U‏ هو المستوي «- »في ۸. إنه 
ليس مطابقاً لفضاء أعمدة 4. 

وجملة القول : إن أعمدة مصفوفة تولد فضاء أعمدتها. إذا كانت مستقلة» 
فإنها أساس لفضاء الأعمدة_سواء كانت المصفوفة مربعة أم مستطيلة . إذا كنا تكلم 
عن الفضاء "۸ بأكمله وتطلبنا من الأعمدة أن تكون أساساً لذلك الفضاءء عندئذ » لابد 
أن تكرت Ui ginal‏ مربعة «Sal Alig‏ 1 


سعة فضاء متجهات 
رغم أن اختيار الأساس ليس وحيداً» بل هناك عدد غير منته من الاحتمالات 
الصالحة لذلك» فهناك شىء مشترك بين كل هذه الاختيارات هو خاصة ذاتية للفضاء 


فة : 


glist‏ أساسين لفضاء متجهات يحويان العدد ذاته من المتجهات . إن هذا العدد 
المشترك بين كل الأسس والذي يعبر عن عدد 'درجات الحرية' للفضاء يدعى عدد أبعاد 
lacs)‏ الف «sh‏ 

Leb‏ » علينا أن ye‏ هذه الحقيقة : وهي أن كل أساس ممكن يحوي العدد 
نفسه من المتجهات . نطلب Yaf‏ من القارىء النظر إلى الخلف في مجموعة الأمثلة 
وأن يذكر عدد أبعاد كل منها . 


)1( عليك أن تتذكر أن التعبير «عدد أبعاد؛ قد استخدم بطريقتين مختلفتين . نقول عن متجه إن عدد 
أبعاده أربعة ونعني بذلك أن له أربع مركبات أو إنه عنصر في“ R‏ . لقد عرفنا الآن فضاء جزئياً 
عدد أبعاده أربعة» مثال ذلك مجموعة من متجهات ؟ R‏ فيها المركبتان الأولى والأخيرة تساويان 
الصفر. إن عناصر هذا الفضاء الجزئي الرباعي البعد هي متجهات عدد أبعادها ستة مثل 
)0,5,1,3,4,0( . 


\WA‏ الجبر الخطي وتطبيقاته 


إن للمستوي cy‏ (الشكل (Y-Y‏ متجهين في كل أساس» وإن عدد أبعاده اثنان. 
في الفضاء ثلاثي البعد» نحتاج إلى ثلاثة متجهات إما LAL‏ المحاور xyz‏ أو باتجاهات 
ثلاثة أخرى (مستقلة خطياً) . إن سعة الفضاء "۸هو n‏ لفضاء أعمدة نا في JUL‏ )4( 
بُعْدان؛ لقد كان فضاء ثنائي البعد R g‏ للمصفوفة الصفرية وضع استثنائي : جميع 
أعمدتها وأسطرها متجهات صفرية . من Gall‏ عليه أن نعتبر المجموعة الخالية أساساً 
مثل هذا الفضاء وأن عدد أبعاده يساوي الصفر. 

النظرية ۲ ي تكافىء» ضمن هذا المفهوم لعدد الأبعاد» النظرية التالية : 


ey‏ إذا فرضنا أن كلاً من المجموعتين We, I rel,‏ أساس لفضاء متجهات 


. m= م‎ OV 


البرهان : لنفرض أن إحدى المجموعتين أصغر من الأخرى ولنقل مثلاًء إن „man‏ 
نريد أن نبرهن أن هذا الفرض يوصلنا إلى التناقض . olle‏ المتجهات « أساس فإنها 
تولد الفضاء وإنه يمكن كتابة كل ٠‏ كتركيب خطي في : 


m 


Wj Saj Vi t+ AmjVm = 3 ayVi - 
i= 


يمكن كتابة ماسبق بالرمز المصفرفي WEVA‏ حيث المتجهات w‏ تشغل أعمدة 
المصفوفة W‏ وتشغل المتجهات « أسطر المصفوفة ۷. ليس هناك طريقة لمعرفة 
المعاملات ca,‏ لكن علينا أن نعرف الأمر امهم : 4 مصفوفة من النوع ۸×« حيث m‏ 
> . استنادا إلى Y)‏ ج) هناك حل غير الحل التافه للنظام 0 -46. بالضرب ب ۷ نجد أن 
giVAc =0‏ 0 -1/6. وهذا يعني أن مجموع المتجهات w,‏ المحملة با معاملات © يساوي 
الصفرء أي أن المتجهات w,‏ ليست مستقلة خطياً. بماأن هذا يناقض الفرض» وهو 
كون هذه الجملة أساساً» لذاء فان علينا أن نرفض كون „men‏ 


فضاءات المتجهات والمعادلات الخطية NIN‏ 


هذا البرهان هو نفسه الذي بينا فيه أن كل جملة مكونة من tl‏ متجهاً من R‏ 
مرتبطة Lae‏ إن Lla y‏ مشابهاً يكن تعميمه على أية فضاءات متجهات ليست 
بالضرورة فضاءات متجهات الأعمدة . بالفعل» يمكننا أن نرى هذه النتيجة العامة 
كمايلي : في فضاء جزئي عدد أبعاده k‏ » لاتوجد جملة مستقلة خطياً مكونة من أكثر 
من k‏ متجهاً كما أنه لاتوجد جملة مكوّنة من أقل من #متجهاً قادرة على توليد هذا 
الفضاء . 

توجد نظريات «ثنوية» نذكر منها واحدة؛ إنها تسمح بالإنطلاق من مجموعة 
قد تكون أقل أو أكثر من اللازم والإنتهاء من أن نجعل منها أساساً . 


JY‏ يكن توسيع أي مجموعة مستقلة خطياً من V‏ لتصبح أساساً له وذلك 
باضافة متجهات أخرى إذا كان ذلك ضرورياً . 

يكن اختصار أي مجموعة مولدة للفضاء V‏ بحيث تصبح أساساً وذلك بحذف 
بعض متجهاتها عند الضرورة . 


إن هذه النقطة تعني أن الأساس مجموعة مستقلة عظمى لايمكنها أن تكون أوسع 
من ذلك دون أن تخسر استقلالها كما أنه لايمكنها أن تكون أصغر من ذلك وتبقى 
مولدة للفضاء . 

هناك ملاحظة أخيرة حول لغة البرمجة الخطية. إننا لانستخدم أبداً التعابير 
الآتية : "أساس مصفوفة' أو 'رتبة فضاء' أو 'سعة الأساس' فليس لها أي معنى . إنها 
سعة فضاء الأعمدة المساوي لرتبة المصفوفة كما سنبرهن ذلك في البند التالي . 


Wie 


Y-¥-¥ 


ik 


E 


قرر ماإذا كانت المتجهات التالية مستقلة خطياً أم لا وذلك بحل : 


oa v =0 
S 


ov N HO. FIRE 
و‎ 4 


3 1 ؟ 


v= v; = 


0 0 1 
o i‏ 0 1 
| ايت opf j ye‏ 
1 1 0 
قرر كذلك فيما إذا كانت تولد* ۸ وذلك بحل 
c y tete yF (0,0,0,1)‏ 
قرر الارتباط أو الاستقلال لمايلى : 
(Í‏ )6,1,1 ,)1,2,1( ,)1,1,2(£ 
ب) الخ gy R T E E pal‏ متجهات tv wiv iw,‏ 
ج) Gey)‏ , (0,1,1) , (1,0,0) , (1,1,0)ء GY‏ قيم ل 2× . 
برهن أنه إذا كان أي عنصر قطري من المصفوفة التالية مساوياً الصفر فان 
أسطر هذه المصفوفة مرتبطة Ube‏ 


T= 


abe 
0 d e 
0 Of 
مستقلة خطياً فان الجملة‎ v هل صحيح أنه إذا كانت المنجهات , « ر«‎ 
مستقلة خطياً » أيضاً؟ (ارشاد:‎ w =v, +V, W= ۷ ۷ لالج ۷ ۳۷ر‎ 
Ce JEKU ء ثم أوجد القيم‎ w te sw te افرض تركيباً 0 = هر‎ 
افرض أنه يراد دراسة استقلال مجموعة متجهات موضوعة فى أسطر‎ 
VY LY) الاستقلال أو عدمه ؟ طبق ذلك على متجهات التمرين‎ 
: حدد »هندسياً » الفضاء الجزئى من *8 المولد ب‎ 


4-۳-۲ 


۰-۳-۴ 


فضاءات المتجهات والمعادلات الخطية YA‏ 
أ)(0,2,0) , )0,1,0( , )0,0,0( ¢ 
>( )0,2,1( , )0,1,1( , )0,0,1( € 
ج) جميع هذه المنجهات الستة . أي اثنين منها OLS‏ أساساً؟ 
د) جميع المتجهات التي مركباتها موجبة . 
قررفيما إذا كان ا مجه ٠‏ واقعاً في الفضاء الجزئي المولد بالمتجهات 
ew ud,‏ اجعل المتجهات ‏ أعمدة مصفوفة 4 ثم حاول حل النظام 
.Ax=b‏ ماهي النتيجة من أجل : 
w =(1, 1,0), w, = (2, 2, 1), w, = (0, 0, 2), b= (3, 4, 5) (I)‏ 
(ب) )0 ,0 ,0 = Vs w, =(1, 2,0), w, = )2, 5, 0), w, = (0,0, 2), w,‏ 
fb‏ 
صف بالقول أو برسم في المستوي xy‏ فضاء الأعمدة وفضاء الأسطر 
للمصفوفة | 3 }|= انوك لك للمتصفوفة A?‏ اعط أساساً لفضاء 
الأعمدة. 


5 


بتعيين مواقع المحاور» أوجد أساساً لفضاء أعمدة المصفوفة : 


coco 
oco- 
Oone 
٩١ © د یا‎ 


عبر عن كل عمود ليس من الأساس بت ركيب خطي في أعمدة الأساس . 
أوجد كذلك مصفوفة 4 لها الشكل المدرج المعطى ولكن بفضاء أعمدة 
نفرض أننا اعتبرنا كل مصفوفة من النوع 2×2 متجهاًء رغم أنها ليست 
متجهاً بالمعنى المستعمل . لقد قدمنا قواعد aod‏ المصفوفات وضربها 
بعدد وبينا أن هذه المجموعة من المصفوفات مغلقة بالنسبة لهاتين 
العمليتين . أوجد أساساً Lad‏ المتجهات هذا . ماهو الفضاء الجزئي 
المولد بمجموعة جميع المصفوفات المدرجة U‏ ؟ 


\YY 


۱1-۳-۲ 


ا ا ا 


W-y=y 


\g-¥-¥ 


\o-¥-Y 


i sh 


\v-Y-Y 


\A-Y-¥ 


rl‏ الخطي وتطبيقاته 
أوجد اساسين مختلفين للفضاء الجزئي من ”8 الذي فيه المركبتان الأوليان 
أوجد Vite‏ معاكساً للقضية التالية : إذا كان v pv,‏ أساساً لفضاء 


التجهات R‏ وكان ۷ فضاءً جزئياً منه» فان مجموعة جزئية من هذا 
الأساس W SULTS‏ 

أوجد عدد أبعاد كل من : 

. فضاء جميع متجهات *# التي مجموع مركباتها يساوي الصفر‎ C 
.4 ب) الفضاء الصفري لمصفوفة الوحدة من النوع‎ 

ج) فضاء جميع المصفوفات التي من النوع 4. 


خفض عدد متجهات أعمدة هذه المصفوفة لتصبح أساساً ل R?‏ . 
لنفرض أن » هو عدد أبعاد ۷» برهن أن : 

)١‏ أي مجموعة مستقلة مكونة من k‏ متجهاً تصلح أساساً له 

(Y‏ أي مجموعة مكونة من k‏ متجهاً تولد ۷ تصلح أساساً له. 

بقول آخر إذا علم أن عدد المتجهات ملاثم » فان هاتين الخاصتين تؤدي 
إحداهما إلى الأخرى . 

أوجد عدد أبعاد فضاء المصفوفات المتناظرة من النوع de gly 3X3‏ 
Lal‏ لهذا الها 

برهن أنه إذا كان كل من ۷و ۷ فضاء جزئياً ثلاثي الأبعاد من Op ORS‏ 
هناك متجهاً غير صفري مشتركاً بينهما. ارشاد : انطلق من أساسين 
لهذين الفضائين الجزئيين» يبلغ عدد متجهاتهما bu‏ ستة متجهات . 
صح ol‏ خطأ : 

أ) إذا كانت أعمدة A‏ مستقلة Las‏ عندئذ يكون للنظام =4 حل 


وحيد لكل b‏ 


\4-¥-¥ 


۰-۳-۲ 


۲1-۳-۲ 


ركس 


a 


فضاءات المتجهات والمعادلات الخطية تند 


ب) ليس لمصفوفة من النوع 7× 5 أعمدة مستقلة خطية . 

لنفرض أن ١‏ متجهاً من "۸ دخلت كأعمدة فى 4. إذا كانت مستقلة 
خطياً» فما هي رتبة 4 ؟ إذا ولدت "۴ فما هي الرتبة في هذه الحالة ؟ 
إذا کونت اساسا ل "۸ فماذا يكون dtm‏ ؟ 

في فضاء المصفوفات التي من النوع 2×2 أوجد أساساً للفضاء الجزئي 
المكون من المصفوفات التي مجاميع أسطرها ومجاميع الأعمدة فيها كلها 
متساوية . (بالإضافة إلى ذلك : أوجد خمس مصفوفات من النوع 3 
#سعقلة pad Las‏ ا SAM‏ )5( 

إذا كانت A‏ مصفوفة من النوع 17 ×64 ورتبتها 11 » فكم عدد المتجهات 
المستقلة التي S Ax =0 Gat‏ وكم عدد المتجهات المستقلة التي تحقق 
Aly =0‏ 

لنفترض أن ۷ فضاء متجهات سعته )7( و W‏ فضاء جزئي سعته )4( فما 
هو الصح وماهو الخطأ فيما يلي : 

)١(‏ كل أساس ل۷ يكن توسعته لأساس VI‏ وذلك بإضافة ثلاثة 


متجهات أخرى . 

)1( كل أساس ل 7 يكن تخفيضه لأساس WI‏ وذلك بحذف ثلاثة 
متجهات . 

لنفترض Ol‏ ,نا ١ sn‏ هي تسعة متجهات في R?‏ 


(Í)‏ هذه المتتجهات (هي) (ليست) (يجوز أن تكون) مستقلة خطياً. 
(ب) هذه المخجهات (تولذ) (لاتولد) (يجوز أن تولد) RT‏ 

)>( إذا كانت هذه المتجهات أعمدة في 4 فإن النظام =b‏ ×4 (له حل)» 
(لیس له حل) » (يمكن أن يكون له حل) . 


\¥é‏ الجبر الخطي وتطبيقاته 


4-7 الفضاءات الجزئية الأربعة الأساسية 

لقد عالج البند السابق التعاريف ولم يهتم بالبناء. فنحن نعرف ماهو الأساس 
ولكننا لانعرف كيف نحصل عليه . سننطلق الآن من وصف واضح للفضاء الجزئي 
راغبين في ايجاد ساس واضح له . 

يعرف الفضاء الجزئي باحدى طريقتين : بالطريقة الأولى نعطي مجموعة من 
المتجهات تولد الفضاء ؛ إن ذلك هو حال فضاء الأعمدة حيث تكون الأعمدة معروفة . 
بالطريقة الثانية » نعطي قائمة القيود المفروضة على الفضاء الجزئي؛ فلا تكشف هذه 
الطريقة عن المتجهات الواقعة في الفضاء بل عن الشروط التي عليها تحقيقها. الفضاء 
الصفري Stee‏ يتكون من جميع المتجهات التي تحقق Ax=0‏ وكل معادلة في هذا النظام 
تمثل قيداً . في الصورة الأولى للتعريف» يمكن وجود أعمدة غير مفيدة» في الصورة 
الثانية» Se‏ وجود قيود مكررة. في كل من الحالتين لايمكن إظهار أساس بمجرد 
النظر بل هناك ضرورة لطريقة نظامية . 

يكن للقارىء أن يخمن كيف يكن أن تكون هذه الطريقة . سنبين» انطلاقاً من 
PLU eoU giall‏ التي حصلنا عليها بالحذف» كيف نجد أساساً لكل فضاء جزئي 
مرتبط ب 4. لذاء حتى لو أضحى هذا البند أطول من غيره» فانه لابد أن ننظر إلى 
الحالة القصوى : 

عندما تكون الرتبة كبيرة بقدر الإمكان» « - م أو« - ”أو er=m=n‏ فان 
للمصفوفة في هذه ا حالة معكوساً من اليسار 8 أو معكوساً من اليمين © أو معكوساً 
من الطرفين LAT‏ 


للوحاطة بالمناقشة كاملة سننظر في كل من الفضاءات الجحزئية الأساسية الأربعة 
على حدة . اثنان منها مألوفان واثنان جديدان . 

. .@ فضاء أعمدة 4 » ويرمز له د(4‎ ١ 

AM ويرمز له ب(4)‎ Al -الفضاء الصفري‎ Y 


فضاءات المتجهات والمعادلات الخطية vvo‏ 


.4 وتولده أسطر‎ PAD إنه‎ cA” والذي هو فضاء أعمدة‎ c فضاء أسطر4‎ ٠“ 
إنه يحوي‎ CATS -الفضاء الصفري الأيسر ل 4 الذي هو الفضاء الصفري‎ E 
AA) تحقق 0= 457 ويرمز له ب‎ Sy جميع المتجهات‎ 
A مما يلفت النظر بالنسبة للفضائين الأخيرين» أنهما يصدران عن 4. إذا كانت‎ 
فانك تستطيع أن ترى أي فضاءات 'مضيفة' تحوي الفضاءات‎ xn مصفوفة من النوع‎ 
: الجزئية الأربعة وذلك بالنظر إلى عدد المركبات‎ 
. ۸ " فضاءان جزئيان في‎ lew. F(A) وفضاء الأسطر‎ MA) الفضاء الصفري‎ 


الفضاء الصفري الأيسر eLa g MAY)‏ الأعمدة P(A)‏ هما فضاءان جزئيان 
oR ey‏ 


للأسطر ۸ مركبة وللأعمدة om‏ بالنسبة للمصفوفة البسيطة : 


alo ¢ Sh 
فضاء الأعمدة هو المستقيم الحامل ل | ل | . أما فضاء الأسطر فهو المستقيم الحامل‎ 


oj? 3‏ 0 ] . إنه في R?‏ الفضاء الصفري هو مستو في R?‏ والفضاء الصفري الأيسر 
هو مستقيم في ”8 : 
0 


!| يحوى‎ A (A) 
o| = 


0 
و |0 
1 


| 

لاحظ أن جميع المتجهات هي متجهات أعمدة. حتى الأسطرتم نقلهاء وفضاء 
أسطر A‏ هو فضاء أعمدة 47. عادة» المصفوفة البسيطة هي U‏ بعد الحذف . Lodhi,‏ 
هي ربط الفضاءات الخاصة ب مع الفضاءات الخاصة ب 4. لذاء فإننا نلاحظ المصفوفة 
اللدرجة U‏ وفي الوقت نفسه. المصفوفة الأصلية : 


[°] يحوي‎ ٠ 7 (AT) 3 


1 
l 


wt‏ الجبر الخطي وتطبیقاته 
رغبة في التجديد» سنعالج الفضاءات الجزئية الأربعة مرتبة حسب الأهمية . 
٠“‏ فضاء أسطر 4. بالنسبة لمصفوفة مدرجة مثل U‏ » سيكون فضاء الأسطر 
سهلاً. إنه يحوي جميع تراكيب الأسطر كما هو شأن أي فضاء أسطر_إلا أن السطر 
الثالث هنا لايشارك بأي شيء . السطران الأولان هما أساس فضاء الأسطر. هناك 
قاعدة مشابهة تسري على أي مصفوفة مدرجة لها r‏ محور و ٣‏ سطر غير صفري : 
أسطرها غير الصفرية مستقلة وعدد أبعاد فضاء أسطرها r‏ لحسن BH‏ »يتم التعامل 
مع المصفوفة الأصلية A‏ بالسهولة نفسها. فسطرها الثالث لايؤدي إلى شيء أيضاً . 


۲ م : لفضاء أسطر 4 أبعاد عددها ‏ وهو يساوي عدد أبعاد فضاء أسطر CU‏ وله 
Wis‏ الأسس ذاتهاء OY‏ فضاءي الأسطر متطابقان . 


سبب ذلك أنه ليس لأي عملية أولية تأثير على فضاء الأسطر بل تتركه كما هو. 
إن أسطر ا هي تراكيب من أسطر المصفوفة الأصلية 4. لذا . فإن فضاء أسطر U‏ 
لايحتوي على جديد . بالوقت ذاته» با أن كل خطوة يكن عكسهاء فليس من شيء 
ضائع » يمكن استرجاع أسطر A‏ من -U‏ ينتج السطر الثاني من U‏ عن السطرين الأول 
والثاني من 4. تنتج أسطر ۸4 عن السطرين الأول والثاني من )ا . صحيح أن ۸و U‏ لهما 
أسطر مختلفة إلا أن تراكيب الأسطر متطابقة . إن هذه التراكيب هي التي تصنع فضاء 
الأسطر. 

لاحظ أننا لم ننطلق من أسطر 4/(عددها”) التي تولد فضاء الأسطر ونحذف 
- « سطراً منها لنحصل بذلك على أساس . استناداً إلى Y‏ ل» يمكننا أن نفعل ذلك . 
ولكن سيكون من الصعب أن نقرر مانبقي من الأسطر ومانحذف. لذاء كان من 
الأأسول Nic al‏ كير ال ن U‏ 

۲ - الفضاء الصفري للمصفوفة 4 : لنذكر أن الغرض الأساسي للحذف كان 
تبسيط نظام معادلات خطية دون أي تغيير في حلها . لقد رد النظام 0= :ده إلى النظام 


فضاءات المتجهات والمعادلات الخطية EY‏ 


«Ux=0‏ وهذه العملية ALG‏ للعكس . لذا » فالفضاء الصفري للمصفوفة ۸هو 
نفسه الفضاء الصفري UB pba‏ من بين القيود المفروضة بالمعادلات ال« وهي 

0= ×4» يوجد: e ILS‏ فقط مستقلة» . وهي معينة بأي r‏ من الأسطر المستقلة 
خطياً من 4 أو (أكثر وضوحاً) بالأسطر غير الصفرية من )ا التي عددهاء. إذا اخترنا 
التعبير الأخير فإن ذلك يكشف عن طريقة محددة لايجاد أساس للفضاء الصفري . 


Y‏ ن للفضاء الصفري (A)‏ أبعاد عددها -n -r‏ يمكن تكوين أساس له برده إلى 
النظام 0 = Ux‏ الذي له n -r‏ من المتغيرات الاختيارية ‏ تقابل أعمدة نا التي لاتحوي 
محاور. لذا نعطي على التوالي» القيمة )1( لمتغير اختياري ونعطي لبقية المتغيرات 
الاختيارية القيمة صفر ثم نحل النظام 0 = Ur‏ بالتعويض التراجعي بالنسبة للمتغيرات 
الباقية (الأساسية) . المتجهات TAU‏ عن ذلك والتي n -r Lasse‏ تكون أساساً 
A (A)I‏ 


هذه هى Le‏ » الطريقة التى اتبعناها فى حل Ur=0‏ بالمتغيرات الأساسية 
والاختيارية . لقد احتوى JU‏ على محورين في العمودين ON)‏ و (۳). لذاء فإن 
متغيراتها الاختيارية هما الثاني والرابع vy‏ وأساس الفضاء الصفري هو : 


0 + 
س ن ادت 


من السهل أن نرى» سواء من أجل هذا SUM‏ أو بصورة عامة» أن هذين المتجهين 
مستقلان. في كل تركيب من الشكل ,عر »+ م »يكون HSM gre‏ «ويكون »هو 
المركبة ey‏ لذاء فإن السبيل الوحيد ليكون0-,#رء+ #رءهوأنيكون: 
0-,»-,». هذان المتجهان يولدان» أيضاًء الفضاء الصفري ؛ وال حل العام هو التركيب 
vx tyr,‏ وعلى هذا فان المتجهات x‏ التي عددها 4-2 - n -r‏ تكوّن أساساً . 


ae‏ الجبر الخطي وتطبيقاته 


يسمى الفضاء الصفري نواة 4 ويدعى ade‏ أبعاده ۸-١‏ صفرية 4. 

١‏ -فضاء أعمدة 4: أولاًء هناك نقطة أخرى تتعلق بالرمز . كثيراً مايدعى فضاء 
الأعمدة بمدى A‏ (يخصص له الحرف #) يتعلق هذا المصطلح مع المعنى المعتاد GAL‏ 
دالة /كمجموعة جميع قيم (»)/الممكنة . إن + واقع في مجال/ . أما القيمة (») /فتقع 
في مدى هذه الدالة . في الحالة التي نحن بصددهاء الدالة هي fa) Ax‏ يتكون 
مجالها من كل + ينتمي إلى "8. أما مداها فمكون من كل متجه ممكن Ax‏ (بقول 
آخرء من كل ١‏ الذي من أجله» يكون Ar =b‏ قابلاً للحل). نحن نعلم أن ذلك 
يمثل جميع تراكيب الأعمدة أي أن المدى هو فضاء الأعمدة. إننا نعتزم 
استخدام المصطلح المعتاد وهو فضاء الأعمدة » كما أننا سنتبنى الرمز المختصر 
 @ (A)‏ 

مسألتنا الحالية هي ايجاد أساس لفضاء الأعمدة PU)‏ وكذلك لفضاء 
الأعمدة (7)8.. هذان الفضاءان مختلفان (يكفي النظر إلى المصفوفتين) إلا أن عدد 
أبعادهما واحد. هذه هي النقطة الرئيسية . 

العمودان الأول والثالث من U‏ هما أساس فضاء أعمدتهاء وهما العمودان 
اللذان يحويان محاور . كل عمود آخر هو تركيب فيهما. بالاضافة إلى ذلك» فان 
الشيء ذاته صحيح بالنسبة للمصفوفة الأصلية ‏ بالرغم من أن المحاور غير ظاهرة 
والأعمدة مختلفة . العمودان الأول والثالث من A‏ هما أساس لفضاء أعمدتها . بالتأكيد» 
العمود الثاني ليس مستقلاً. إنه ثلاثة أضعاف العمود الأول . أما العمود الرابع فيساوي 
العمود الأول + ثلث العمود الثالث . إذا شكلت أعمدة معينة من U‏ أساساً لفضاء 
أعمدة U‏ فإن الأعمدة المقابلة لها من 4 تشكل أيضاً أساساً لفضاء أعمدة 4. 


)١(‏ الأمر المحزن هو أن فضاء الأسطر يبدأء Lal‏ بالحرف ذاته. سنتخصص فى هذا الكتاب 
الحرف ” للرتبة والحرف R‏ لفضاء الأعمدة. 


فضاءات المتجهات والمعادلات الخطية ۱۳۹ 


سبب ذلك أن 0 = ×4 إذا وإذا فقط» كان 0= ×0 . إن هذين النظامين متكافئان 
ولهما الحلول ذاتها . العمود الرابع من U‏ كان أيضاً مساوياً العمود الأول + ثلث العمود 
الثالث . إذا مانظرنا إلى الجداء المصفوفي 0= ×4 فاننا نجد أنه يمثل ارتباطاً خطياً لأعمدة 
A‏ بمعاملات هي احداثيات x‏ هذا الارتباط يقابل بارتباط بين أعمدة U‏ وبالمعاملات 
ذاتها. إذا كانت مجموعة من أعمدة A‏ مستقلة فان po Vi‏ ذاته يكون من أجل أعمدة U‏ 
امقابلة لذلك والعكس Kalb‏ 

والآن» لايجاد أساس FAS‏ نستخدم ماسبق أن فعلناه بالنسبة US‏ إن 
الأعمدة التي عددها Ayr‏ تحوي محاور هي أساس فضاء أعمدة انار ola‏ 
الأعمدة نفسها من 4 كما يلي : 


۲س عدد أبعاد فضاء الأعمدة AA)‏ يساوي الرتبة ٣‏ ويساوي عدد أبعاد فضاء 
الأسطر : عدد الأعمدة ا مستقلة خطياً يساوي عدد الأ سطر ا مستقلة خطياً . يكن تكوين 
أساس للفضاء P(A)‏ بتلك الأعمدة من 4 التى عددها ‏ والتى تقابل فى U‏ الأعمدة 


هذه الحقيقة التي مفادها أن لفضاء الأعمدة وفضاء الأسطر عدد الأبعاد ذاته 
تمثل نظرية من أهم نظريات الجبر الخطي . نختزل ذلك غالباً بالقول 'رتبة الأسطر = 
رتبة الأعمدة'. إنها تعبر عن نتيجة غير واضحة تماماً من أجل مصفوفة عشوائية من 
النوع 12 10 مثلاً. يقال شيء مشابه لذلك بالنسبة للمصفوفات المربعة : إذا كانت 
أسطر مصفوفة مربعة مستقلة خطياً فان الأمر كذلك أيضاً بالنسبة للأعمدة (والعكس 
بالعكس). هنا أيضاً لايظهر هذا الأمر بدهياًء على الأقل ليس بدهياً للمؤلف . 


(1) الأمر المحزن هو أن فضاء الأسطر يبدأ Lad‏ بالحرف ذاته. سنخصص في هذا الكتاب 
الحرف ” للرتبة والحرف ۸ لفضاء الأعمدة . 


es‏ الجبر ا خطي وتطبيقاته 


لكي نرى مرة أخرى أن عدد أبعاد كل من فضاء الأسطر وفضاء الأعمدة 
للمصفوفة U‏ يساوي e r‏ ننظر في وضع غموذجي ذي رتبة 7-3. إن للمصفوفة نا » 
La‏ « ثلاثة أسطر مستقلة : 


ندعي cba‏ أيضا » أنه توجد ثلاثة أعمدة »فقط » مستقلة. للأعمدة ثلاث 
مركبات غير صفرية فقط . فإذا LSE‏ من أن نبرهن أن الأعمدة الثلاثة الأساسية_الأول 
والرابع والسادس ‏ مستقلة خطياً فانها تصلح أساساً (لفضاء أعمدة U‏ وليس VAS‏ 
لنفرض أن تركيباً Lh‏ لهذه الأعمدة يساوي الصفر: 


4 z + 0 
vn || | = |_0 
Ci 0 Es 0 وه‎ dy = iG 
0 | 0 o| lo 


لنعمل بالاتجاه نحو الأعلى كالمعتاد فنجد أن على ب أن يساوي الصفر وذلك 
oY‏ المحور 0 d=‏ لذاء سيكون c,‏ مساوياً الصفر Lal‏ لأن0 d=‏ ونجد أخيراً0 -ء. 
هذا ما يحقق الاستقلال الخطي وينهي البرهان. با أن 0= مه إذا وإذا فقط كان Ux=0‏ 
فانه يمكننا أن نستنتج أن الأعمدة: الأول والرابع والسادس من 4 تكوّن أساساً 

ل PA)‏ وذلك مهما كانت المصفوفة الأصلية cA‏ حتى إننا في» هذا المثال 
لانعرفها. 

نؤكد أن فضاء الأسطر وفضاء الأعمدة كليهما يصبح واضحاً بعد عمليات 
الحذف على4. ليس من الضروري أن نتعامل مع 47. بالتأكيد» كان من الممكن» 
إيجاد منقول A‏ ببادلة أعمدتها مع أسطرها (وفضاء أعمدتها بفضاء أسطرها). ومن 
ثم يمكن رد 4 إلى شكله المدرج (وهو مختلف عن 07). يقودنا هذا إلى الفضاءات 


فضاءات المتجهات والمعادلات الخطية 1١‏ 


الصحيحة ولكنها ليست فكرة مناسبة . هناك استعمالات عديدة للمنقول إلا أن هذه 
ليست منها. الفكرة هي أن ل(4) #. و (4) #. العدد نفسه من الأبعاد وأنه يكن 
إيجاد ذلك في وقت معاً من -U‏ 

نصل الآن إلى الفضاء الحزئي الأساسي الرابع الذي بقي حتى الآن بعيداً عن 
الأنظار . بما أن الفضاءات الثلاثة الأوائل كانت A), AA), BAY‏ #. لذاء op‏ 
الرابع لابد أن يكون (4)/... إنه الفضاء الصفري للمنقول أو الفضاء الصفري اليساري 
ل4 إذإن 0= ۸ تعني 74-0« ويظهر المتجه على يسار ۸. 

A الفضاء الصفري اليساري ل ۸(يساوي الفضاء الصفري ل 4). إذا كانت‎ E 
ER" فضاؤها الصفري هو فضاء جزئي من‎ nxm فان 4 من النوع‎ m xn من النوع‎ 
فان هذه المركبات سوف تضرب‎ yA =0 مركبة . إذا ماكتبنا على النحو‎ m المتجه له‎ 
: أسطر 4 لينتج السطر الصفري‎ 


=[0...0] 


يدعى المتجه y"‏ متجهاً صفرياً يسارياً للمصفوفة ۸. 

من السهل ايجاد عدد أبعاد هذا الفضاء الصفري AIA")‏ في كل مصفوفة» 
عدد المتغيرات الأساسية زائداً عدد المتغيرات الاختيارية يساوي عدد الأعمدة الكلي . 
هذا يعني من أجل 4 أن : «-(0-)+7. بقول آخر : 

عدد أبعاد فضاء الأعمدة + عدد أبعاد الفضاء الصفري = عدد الأعمدة . 

تصلح هذه القاعدة كذلك ل "4 التي لها عموداً وهي كمصفوفة لها 
جودة ۸ 

نفسها . إلا أن عدد أبعاد فضاء أعمدتها يساوي» أيضاً ٠‏ ولذا : 


(\) r +dim “ب‎ (A) =m 


E‏ الجبر الخطي وتطبيقاته 


١ع‏ عدد أبعاد الفضاء الصفري اليساري AAT)‏ يساوي mor‏ . 


تختفي المتجهات « في مكان ما أثناء ا لحذف» عندما تركب أسطر 4 لتنشأ عنها 
الأسطر الصفرية في Sy U‏ عددها -:. لايجاد «نبدأ من PA =LU‏ أو 
=U‏ ۶4". الأسطر الأخيرة من 1"۶ والتي عددها +-:تكون أساساً للفضاء الصفري 
اليساري ‏ لأنها تضرب A‏ لتعطي الأسطر الصفرية ل . نعيد : يحتوي الفضاء 
الصفري على الأحمال التي تتركب بواسطتها أسطر 4 لنحصل على الصفر . 
في مثالنا 4 × 3 » كان السطر الصفري هو السطر الثالث Y-‏ (السطر الثاني)+ 0 (السطر 
الأول). إن ذلك هو التركيب نفسه , b,-2b,+5b‏ الذي ظهر في الطرف الاين وقد 
أدى ذلك إلى 0-0 كمعادلة أخيرة . لذا » فإن مركبات رهي 2,1-.5. هذ المتجه 
هو أساس للفضاء الصفري اليساري الذي عدد أبعاده 1 .m-r=3-2=‏ 
إنه السطر الأخير من LP‏ وينتج عنه السطر الصفري في U‏ وبامكاننا ملاحظته دون 
ساي idl‏ 

إنني أدرك أن الكتاب لم يعط» حتى الآن» سبباً للاهتمام بالفضاء AAT)‏ 
إذا كتبت با حروف المائلة : الفضاء الصفري اليساري مهم أيضاً» فان ذلك صحيح 
ولكنه غير مقنع » سيكون البند التالي أفضل عندما يعطي معنى فيزيائياً د «. 

لقد عرفنا OYI‏ سعات الفضاءات الأربعة ويمكننا أن نلخص ذلك في جدول» 
ويظهر أنه من المواتي أن نعرض ذلك كنظرية . 

النظرية الأساسية في الجبر الخطي» جزء ١‏ 

r عدد أبعاده‎ $A فضاء أعمدة‎ = P )4(-١ 

A )4(-7‏ = الفضاء الصفري ل tA‏ عدد أبعاده” - 7 

. أبعاده م‎ ste tA فضاء أسطر‎ = P (A-Y 

m-r عدد أبعاده‎ cA الفضاء الصفري اليساري ل‎ = .#“ 4-٤ 


فضاءات المتجهات والمعادلات الخطية VEY‏ 


DE | nan SZ r= : مثال‎ 


١‏ فضاء الأعمدة يحتوي على مضاعفات | أ . العمود الثاني هو في الاتجاه 
نفسه ولايؤدي إلى شيء جديد . 

۲ الفضاء الصفري يحتوي على مضاعفات | 7 | . هذا المتجه يحقق Ax=0‏ 
وكذلك تفعل مضاعفاته . 

Y‏ فضاء الأسطر يحتوي على مضاعفات | ! | . إنني أكتبه كمتجه عمود لأنه 
في فضاء أعمدة "۸ . 

4 الفضاء الصفري اليساري يحتوي على مضاعفات | [F‏ . هذا النجه 
يحقق 4"«=0. وأسطر 4 بالأحمال 3.1- يؤدي مجموعها إلى الصفر . 

في هذا ا مثال» جميع الفضاءات ا جزئية الأربعة هي مستقيمات! هذه صدفة 
مضدرها 1-م و1 merely ۸-١‏ ستكون التمارين أكثر تنويعاً. لاحظ أنك إذا 
غيرت العدد الأخير في 4 من 6 إلى 7 فسيتغير عدد الأبعاد. لفضاء الأعمدة وفضاء 
الأسطر العدد 2-. الفضاء الصفري والفضاء الصفري اليساري Ob pe‏ فقط المتجهين 
0 -«و .y=0‏ ا مصفوفة قابلة للعكس . 


وجود المعكوس 

نحن نعلم أنه إذا كان للمصفوفة A‏ معكوس يساري (BA =I)‏ ومعكوس 
يميني (46-7 ) فان هذين المعكوسين متساويان .B=B(AC)=(BA)C =C:‏ يمكننا 
OYI‏ انطلاقاً من مفهوم رتبة مصفوفة» أن نقرر بسهولة أي المصفوفات لها هذان 
المعكوسان . نقول بشكل مجمل» يوجد معكوس فقط عندما تكون الرتبة أكبر 
مايكن. 

تحقق الرتبة» دائماً » مايلي «> ١و‏ :> + وذلك لأنه لن تكون لمصفوفة من 


a‏ الجبر الخطي وتطبيقاته 


النوع mxn‏ أكثر من ” سطراً مستقلة ولا أكثر من «عموداً مستقلة . ليس هناك مكان 
لمحاو رأكثر من ” أو أكثر من «. نريد أن نبرهن أنه إذا كان ”= فان لهذه المصفوفة 
معكوسا عن اليمين: وإذا كان r= n‏ فان للمصفوفة معكوساً عن اليسار. في UH‏ 
الأولى» يوجد Arab pla‏ » دوماً e‏ حل» وفي حالة الثانية » يكون ا حل (إن وجد) 
وحيدا. المصفوفة المربعة هي المصفوفة الوحيدة التي قد تحقق cram gr =n‏ لذلك 
لاتوجد سوى المصفوفة المربعة التي قد تحقق الوجود والوحدانية . فالمصفوفة المربعة» 
فقطء قد يكون لها المعكوسان . 


"-ف الوجود : Arab pla‏ حل واحد »على الأقل من أجل كل قيمة ل 
b‏ إذا وإذا فقط كان فضاء الأعمدة هو ER”‏ أي إذا كان or =m‏ في هذه الحالة» يوجد 
معكوس عن اليمين © من النوع ١ Xm‏ يحقق ,1= AC‏ حيث ,1 مصفوفة الوحدة من 
النوع om‏ وهذا ممكن» فقطء إذا كان ۸ > «.. 

الوحدانية : يكون للنظام م = Ar‏ حل واحد »على الأكثر إذا وإذا فقط كانت 
الأعمدة مستقلة Uae‏ وحينئذ ar = n‏ يوجد في هذه الحالة معكوس عن اليسار 8 من 
النوع mXn‏ بحيث يكون 1= 84» ,/ مصفوفة الوحدة من النوع «. هذا ممكن» 
فقطء إذا کان ۸ < m‏ . 

في الحالة الأولى» أحد الحلول الممكنة هو Cb‏ = : إذ إن -Ax = ACh =b‏ لكن 
توجد حلول أخرى إذا وجدت معكوسات يينية أخرى . 

في الحالة الثانية» إذا وجد للمعادلة Ax = b‏ حل فلابد أن يكون ALS‏ : 
x = BAK = Bb‏ ولكن من الممكن آلا يوجد حر . 

هناك صيغ بسيطة للمعكوس اليساري وللمعكوس اليميني إن وجد : 


B=A'A)'A’ 4 C=A" AAJ". 


)6 عدد الحلول في حالة الوحدانية صفر أو واحد بينما هو في حالة الوجود واحد أو مالانهاية . 


فضاءات المتجهات والمعادلات الخطية E‏ 


بالتأكيد /- ٥4و =I‏ 84. الأمر الذي ليس مؤكداً» هو ما إذا كانت AT‏ 4و4 47 
قابلتين للعكس فعلاً . سنبين في الفصل الثالث أن للمصفوفة ATA‏ معكوساً إذا كانت 
الرتبة تساوي وأن للمصفوفة La Kae AAT‏ إذا كانت الرتبة تساوي «. وهكذاء فإن 
للصيغ معنى حتماً عندما تكون الرتبة أكبر ماييكن والمعكوسات من جانب واحد مكنة 
آل dye‏ 

هناك طريقة تعتبر أساسية أكثر مماسبق . يكن النظر إلى عمود واحد في كل 
مرة» من أجل مصفوفة © فنجد: 

Ax x2 = aa زوه ت هه‎ gf ركهم‎ 

كل عمود من eC‏ عندما يضرب ب4» سوف يعطي عموداً في مصفوفة الوحدة. 
لإيجاد حل للنظام e Ax = e‏ نحتاج إلى أن تكون المتجهات الإحداثية » في فضاء 
الأعمدة. إذا احتوى جميع هذه المتجهات» فإن فضاء الأعمدة يجب أن يكون "۸ ! 
يجب أن يكون عدد أبعاده (الرتبة) ram‏ هذه هي 'حالة الوجود'» عندما تولد الأعمدة 


RF 

مثال لننظر في المصفوفة السهلة ذات النوع 2x3‏ والتي رتبت تساوي 2 : 
0 0 4 
aslo 5 :‏ 


بماأن 2 = =m‏ » فان النظرية تضمن وجود معكوس عن اليمين ©: 


بالفعل» يوجد العديد من المعكوسات عن اليمين لأن السطر الأخير في © 
اختياري LE‏ وهذه حالة وجود وليست حالة وحدانية . ليس للمصفوفة 4 معكوس 


دك الجبر الخطي وتطبيقاته 


يساري إذ إن العمود الأخير من BA‏ وهو بالتأكيد صفري» ولا يمكنها أن تتطابق مع 
مصفوفة الوحدة ذات النوع KS‏ = 

بالنسبة لهذا المخال» الصيغة AT‏ 4) 4 = © تؤدي إلى الاختيار المحدد : 
0 


a 
16 
0 1 


25 


t 0‏ 
4 
0 0 
تختار الصيغة أصفاراً للرموز الاختيارية ,,» , ,,». هذه حالة 'المعكوس الكاذب' 
وهي طريقة نقرر فيها معكوساً Los‏ عندما لاتتوفر طريقة نظامية لتقرير ذلك . لقد 


شرحت في الملحق الأول. 
إن منقول 4 يؤدي إلى مثال في اتجاه معاكس بعدد لانهائي من المعكوسات 


: اليسرى‎ 
قد‎ 0 vgt 0 
0 1 th a 2-1 
5 23 0 0 


oS‏ العمود الأخير من 8 اختياري LE‏ هذا نموذج ل حالة الوحدانية' عندما 
تكون أعمدة cA‏ التي عددها en‏ مستقلة خطياً. الرتبة « = or‏ ليس هناك متغيرات 
اختيارية إذ إن 0 = om -r‏ وهكذا » إذا كان هناك حل فانه الحل الوحيد. بامكانك أن 


ترى متى يكون لهذا المثال حل : 


bı 
اكا قابلة للحل إذا كان 0= وط‎ |. 


4 0 
0 3 
0 0 


عندما يكون 0 حرم فان JH‏ (وحيد !) هو رط 5 /1 x=‏ , ,5 1/4 =× . 
بالنسبة لمصفوفة مستطيلة » ليس من الممكن أن نحصل على الوجود والوحدانية 
ales‏ إذا كانت مختلفة عن فانه لايمكن أن يكون ۸= ١‏ و - ». بالنسبة لمصفوفة 
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مربعة فالأمر على العكس . إذا كان - lm‏ لاتتحقق إحدى الخاصتين دون الأخرى . 
للمصفوفة المربعة معكوس يساري إذا و إذا فقط كان لها معكوس ييني . هناك معكوس 
واحد فقط =A!‏ ©- 8. الوجود يؤدي للوحدانية والوحدانية تؤدي للوجود في حالة 
ا مصفوفة ا مربعة . إن شرط قابلية العكس هو أن تكون الرتبة أكبر مايمكن ramen?‏ 
يمكننا أن نعبر عن ذلك بطريقة أخرى : كل واحد من الشرطين التاليين لازم وكاف 
لتكون مصفوفة مربعة cA‏ من النوع om‏ غير شاذة . 1 
)1( الأعمدة تولد eR"‏ يعني أن للنظام b‏ ×4 حل واحد على الأقل لكل قيمة ل ط. 
(Y)‏ الأعمدة مستقلة خطياً» يعني أن للنظام 0 = ×4 الحل الوحيد 0 = ×. 

يكن لهذه القائمة أن تزداد eY gb‏ بصورة خاصة إذا أخذنا بعين الاعتبارالفصول 
التي ستأتي فيما بعد. كل شرط في القائمة التالية مكافىء لأي واحد آخر منها ويؤكد 
أن 4 غير شاذة . 

(۳) الأسطر تولد الفضاء "۸. 

)٤(‏ الأسطر مستقلة خطياً. 

)0( یکن للحذف أن يكتمل : PA =LDU‏ حيث كل 0 + 4. 

. A 4-44 =! توجد مصفوفة 47 بحيث يكون‎ )١( 

(V)‏ محددة المصفوفة A‏ لاتساوي الصفر. 


.4 ليس الصفر قيمة ذاتية للمصفوفة‎ (A) 

ATA (4)‏ معرفة إيجابياً. 

إليك تطبيقاً غوذجياً. لتكن P(t)‏ كثيرات الحدود من الدرجة 1- on‏ كثيرة 
الحدود الوحيدة من هذا النوع التي تنعدم في « نقطة معروفة : ,1...1 هي = () P‏ 
. لاتوجد كثيرة حدود أخرى من الدرجة 1- Xen‏ أن يكون لها« جذراً. هذه قضية 
وحدانية تؤدي إلى قضية وجود. إذا أعطينا القيم ,......,0 فانه توجد كثيرة حدود من 


EA‏ الجبر الخطي وتطبيقاته 


التعامل مع مصفوفة مربعة e‏ إن عدد معاملات () ۶ الذي هو ”يساوي ote‏ المعادلات . 
بالفعل» إن نظام المعادلات P t) =b,‏ مطابق للشكل المصفوفي : 


|| 2 n-1 
1 ti ti ae ti xy bı 
2 -1 
1 to t2 t2 X2 ba 
ii E w f fa bn 


تعرف مصفوفة المعاملات هذه 4 ذات النوع nxn‏ تحت اسم مصفوفة فاندرمونر 
Vandermonde‏ . نکرر التبرير : با أن ل0 lars‏ الوحيد 0 =×(بقول آخر لايمكن أن 
تكون0 =( ) م إلا إذا كان 0 = CP‏ فان ذلك يؤدي إلى أن المصفوفة 4 غير شاذة . 
لذاء سيكون للنظام Arab‏ حل دوما يكن لكثيرة حدود أن تأخذ أي مجموعة 
مكونة من n‏ قيمة b‏ عند النقاط المختلفة :. سنجدء فعلاً » فيما بعد محددة 4. إنها 
لن تكون مساوية للصفر. 


المصفوفات ذوات الرتبة المساوية للواحد 

أخيراً » sb‏ إلى ا حالة الأسهل عندما تكون الرتبة أصغر مايمكن (ماعدا المصفوفة 
الصفرية التي رتبتها صفر) . من أهم المواضيع الأساسية في الرياضيات معرفة كيف 
يكن صياغة شيء مركب من قطع بسيطة . بالنسبة للجبر الخطي فإن القطع البسيطة 
هي المصفوفات من الرتبة واحد | = or‏ الخال الآني نموذجي : 


me p امم اوج‎ 
7 
E SNe 


كل سطر في المصفوفة مضاعف للسطر الأول» لذاء فإن عدد أبعاد فضاء الأسطر 
يساوي الواحد . بالفعل» يمكننا كتابة هذه المصفوفة كاملة بالطريقة الخاصة AJLI‏ 
كجداء متجه عمود بمتجه سطر : 


فضاءات المتجهات والمعادلات الخطية ۱۹ 


دم حد مه ا 
5 
س را ل اسم 
SUS. es‏ سير 
i‏ 
ب دم حر ت 


جداء مصفوفة من النوع 1 ×4 بأخرى من النوع 1×3 هو مصفوفة من النوع 3 × 
4. عدد أبعاد هذا الجداء يساوي الواحد. نلاحظ أن الأعمدة أيضاً مضاعفات لواحد 
منها- يشترك فضاء الأعمدة بعدد الأبعاد ١‏ = + ويرد إلى مستقيم . 

يقع هذا الأمر ذاته لكل مصفوفة تساوي رتبتها الواحد : 


كل مصفوفة تساوي رتبتها الواحد» لها الشكل البسيط zuv”‏ ۸. 


الأسطر جميعها مضاعفات للمتجه ov"‏ والأعمدة جميعها مضاعفات للمتجه 
u‏ فضاء الأسطر وفضاء ioe VI‏ مستقيمان . 


\-£-Y 


تمارين 
صائب أم خاطىء : إذا كان =n‏ ” فان فضاء الأسطر ل4 يساوي فضاء 
الأعمدة. 
أوجد عدد الأبعاد وكون أساساً للفضاءات الجزئية الأساسية الأربعة 
المرافقة لكل من المصفوفتين : 
“NO 1 24 0 00 140‏ 
a[o 2 8 1 3 nali 0 0 1‏ 


أوجد عدد الأبعاد وكون أساساً للفضاءات الجزئية الأساسية الأربعة 


: المسفوفين‎ 
12 0 1 1 2 0 1 
2-10 1 1 0 » U=/0 1 1 Q 
120 1 0 0 0 0 


ey 


الجبر الخطي وتطبيقاته 


صف الفضاءات الحزئيةالأساسية الأر بعة في الفضاء الثلاثي الأبعاد 
المرافقة للمصفوفة 


A= 


0 1 
1 0 
0 0 
برهن أنه إذا كان جداء مصفوفتين هو المصفوفة الصفرية 0 = ۸8» فان 
فضاء أعمدة B‏ محتوى في الفضاء الصفري للمصفوفة ۸. (كذلك فان 
فضاء أسطر 4 محتوى في الفضاء الصفري اليساري للمصفوفة 8ء OV‏ 
كل سطر من ۸ يضرب ب 8 ليعطي سطراً صفرياً) . 
فسر لماذا يكون النظام b‏ = ×4 قابلاً للحل إذا وإذا فقط كانت رتبة 4 - رتبة 
A’‏ حيث AM"‏ مكونة من ۸ مضافاً إليها b‏ كعمود إضافي . 
إرشاد : الرتبة هي سعة فضاء الأعمدة ؛ متى لاتغير» إضافة عمود آخر 
هذه السعة ؟ 
لنفرض أن 4 مصفوفة من النوع ×« ورتبتها . ماهي الشروط التي 
تفرض على هذه الأعداد كي يكون : 
(أ) للمصفوفة A‏ معكوس7 = GAAS ATA‏ 
(ب) Ax =b ela‏ عدد لانهائي من ا حلول لكل Sb‏ 
لماذا لاتوجد مصفوفة يحوي فضاء أسطرها وفضاؤها الصفري المتجه 
iii‏ 
لنفرض أن الحل الوحيد للنظام 0 = ×4(« معادلة في « مجهولا) 
هوه = ×. ماهي الرتبة ولماذا ؟ 
أوجد مصفوفة من النوع 3 × ١‏ فضاؤها الصفري يتكون من جميع 
متجهات SIR‏ تحقق x t2x, Hr O‏ أوجد مصفوفة من النوع 
3 لها الفضاء الصفري نفسه. 


| ا 


== 


1-5-5 


١525-7 


رن 


== 


| ين 


YA—é-Y 
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إذا كان للنظام b‏ = ×4 دائماً » حل واحد على الأقل» فاثبت أن الحل 
الوحيد ل0 = ر4 هو 0 = «. ارشاد : ماهي الرتبة ؟ 

إذا كان للنظام 0 Ar=‏ حل غير صفريء فاثبت أن النظام = ATy‏ 
/ لايكون له حل من أجل بعض fed‏ کون مثالاً ل4 و /. 

أوجد رتبة 4 واكتب هذه المصفوفة على شكل uw"‏ -4 : 


1003 
TF a‏ و |0 4-1000 
É‏ 6 0 20 
a,b,c‏ أعداد معلومة حيث 0 * ». كيف يجب اختيار d‏ لتكون رتبة 
المصفوفة : 
E‏ 
ales |‏ 
مساوية الواحد؟ بعد هذا الاختيار ل cd‏ حلل المصفوفة وفق الصورة 
uy"‏ 
أوجد المعكوس اليساري و / أو المعكوس اليميني (في حالة وجودهما) 
لكل من : 
0 1 
[ab‏ 10 1{_ 
al 1 | =1 1 $ 2-0 y‏ 


إذا كانت أعمدة A‏ مستقلة خطياً (4 من النوع (mxn‏ عندئذ » تكون 
الرتبة والفضاء الصفري Lai‏ الأب 
معكوس 
(مغالطة) لنفترض أننا نبحث عن المعكوس اليميني للمصفوفة 4. 
عندئذ 1 = AB‏ تؤدي إلى ATAB =A"‏ أو 147( (ATA‏ -8. لكن هذا يحقق 
$BA HI‏ إنه سکرس ool gg ply‏ خطوة لقن تبريرها ؟ 

إذا کان ۷ فضاءً جزئياً مولداً من : 


ويوجد 


\oy 


ا ا 


اا ا 


== 
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OO Ee 
. يكون ۷ فضاءها الصفري‎ 
ل:‎ de Vas dl أوجد أساساً لكل من الفضاءات‎ 


1 
2 
0 


2 3 4] [1 oolfo1 2 3 4 
A=|0 1 2 4 5-11 1600 8 9 1 8 
o 1 2| |o1 100000 


أوجد مصفوفة محققة للخاصة المطلوبة فيمايلي أو وضح لاذا لاتوجد 
مثل هذه المصفوفة : 
(أ) فضاء الأعمدة يحوي 


0 
0 


o‏ الأسطريحوي| ! | .| أ 


0 
1 


> وأساس الفضاء الصفري هو | 2 


(ب) أساس فضاء الأعمدة هو | 1 
1 


(ج) فضاء الأعمدة =“ ۸» وفضاء الأسطر =۸ . 
إذا كان للمصفوفتين 4 و8 الفضاءات الحزئية الأساسية الأربعة نفسهاء 
فهل يكون 4-8 ؟ 


٥-۲‏ الشبكات ومصفوفات الدرود 

لم أكن سعيداً تماما صفوفة البند السابق التي كانت من النوع 3×4 . من الناحية 
النظرية» كانت المصفوفة مقبولة تماما الفضاءات الجزئية الأربعة قابلة للحساب وليست 
تافهة» أبعادها, - ب  -  ,‏ لم تكن أصفاراً. لكنها كونت بشکل مصطنع بدلاً 
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من أن تصدر عن تطبيق جوهري ولذا ‏ لم يتبين من خلالها أهمية تلك الفضاءات 
الحزثية . 

في هذا البند » سنقدم » صنفاً من مصفوفات مستطيلة تتميز بمميزتين. فهي 
بسيطة ومهمة . إنها تعرف باسم مصفوفة الورود» كل عنصر فيها هو 0 أو -١‏ أو | . 
والذي تجدر ملاحظته هو أن الشيء نفسه صحيح بالنسبة ل 1 و U‏ وبالنسبة لمتجهات 
أساس الفضاءات de Was dl‏ لهذه الفضاءات ASAI‏ دور رئيسي في نظرية 
الشبكات ونظرية البيانات . تصدر مصفوفة الورود مباشرة عن بيان وسوف نبدأ Jls‏ 
محدد» مع التأكيد على أن كلمة Oly!‏ لاتعني بيان دالة (مثل القطع المكافىء ”×= «) . 
هناك معنى آخر مختلف LU‏ هو أقرب لعلوم الحاسوب منه إلى التفاضل» ومن 
السهل توضيحه . هذا البند اختياري إلا أنه يعطي الفرصة لرؤية المصفوفات المستطيلة 
في التطبيق» ولملاحظة كيف تبرز المصفوفة المربعة المتناظرة 4 في النهاية . 

يتكون البيان من عنصرين رئيسيين : مجموعة ' العقد 'ومجموعة الأضلاع' 
التي تصل بين هذه العقد. لبيان الشكل (ELY)‏ أربع عقد وخمسة أضلاع . ليس من 
الضروري وجود ضلع بين كل عقدتين» فليس هذا مطلوباً (الضلع من رأس إلى نفسه 
ممنوع). إنه يشبه مخطط الطريق حيث المدن هي العقد والطرق هي الأضلاع . إن 
البيان المذكور Lal‏ هو بيان موجه بمعنى أن لكل ضلع سهماً يبين اتجاهه . 

تعدا مصفوفة الورود ضلع-عقدة من النوع 4× 5 نرمز لها ب4. يوجد سطر 
لكل ale‏ ذلك للدلالة على أن العقدتين متصلتين بذلك الضلع . إذا انطلق ضلع 
من العقدةز إلى العقدة k‏ فإن السطر ا مقابل يحتوي على -١‏ في العمود زو 1+ في 
العمود». مصفوفة الورود مكتوبة إلى جانب البيان . 

يبين السطر الأول الضلع الواصل بين العقدة ١‏ والعقدة Y‏ . يقابل السطر الخامس 
الضلع الخامس الذي يصل العقدة ١‏ بالعقدة ؟ . 

لاحظ ماذا حصل للأعمدة . العمود الثالث يعطي معلومات عن العقدة eY‏ إنه 
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2 edge | i | 1 0 0 
E o-1 1 0 

m edgeeS A=l—1 0 1 0 
5 0 0 -1 1 
edge 4 $ =l 0 0 1 


شكل Oly .)٤-۲(‏ موجه ومصفوفة ورود ضلع -عقدة . 

يبين أي الأضلاع داخلة وأي الأضلاع خارجة . الضلعان Y‏ و T‏ يدخلان LÍ‏ الضلع ٤‏ 
فيخرج . تدعى المصفوفة 4 ٠‏ أحياناً» بمصفوفة الاتصال أو المصفوفة التبولوجية . 
يزيد فيهاء cale‏ عدد الأسطر على عدد الأعمدة . إذا احتوى البيان على m‏ ضلعاً ng‏ 
عقدة فان المصفوفة A‏ تكون من النوع mX n‏ ومنقولها هو مصفوفة الورودعقدة۔ 
ضلع'. 

نبدأ بالفضاء الصفري للمصفوفة ۸4. هل هناك تركيب للأعمدة يعطي صفراً ؟ 
gl‏ الجواب »عادة » من الحذف» لكنه هنا يأتي بلمحة . مجموع الأعمدة يساوي 
عموداً صفرياً.. لذا فان الفضاء الصفري يحتوي المتجه المكون من وحدان؛ إذا كان × 
)1,1,1,1( لذاء فان 0 = ×4 . حل المعادلة Arab‏ وحيداً (هذا إذا كان لها حل 
أصلا) . يكن أن يجمع أي 'متجه ثابت'( Cece‏ =× لأي حل للنظام 6 = ×4 فنحصل 
بذلك على حل جديد. 

يكون لهذا معنى لو أننا نظرنا OLS pol‏ ×× على أنها طاقات كامنة عند 
العقد . المتجه جه Pe‏ حينئذ » فروق الطاقة . هناك خمس PAW AIS yo‏ 
تدر »من ا في السطر الأول من 4 ) وهي تعطي فروق الطاقة خلال الأضلاع 


الفعلية x,t,‏ إلا أن هذا مستحيل عمله ! إذ إنه بالإمكان زيادة أوتقليل الطاقات 
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بمقدار ثابت » دون أن تتغير الفروق» وهذا مايؤكد أن (ece)‏ + ينتمي إلى الفضاء 
الصفري A]‏ في الحقيقة» هذه المتجهات هي الوحيدة في الفضاء الصفري لأن = ×۸ 
0 تعني طاقات كامنة متساوية خلال كل ضلع . إن الفضاء الصفري لمصفوفة الورود 
هذه ذو بعد واحد. لنعين OV‏ الفضاءات ال جحزئية الثلاثة الأخرى : 


المباشرة على ذلك» نعيد النظر في المصفوفة . إن حاصل جمع السطرين الأول والثاني 
هو السطر الثالث . لذا » نحتاج في الطرف الأين أن يكون b, +b =b,‏ وإلا فليس 
هناك حل . إن حاصل جمع السطرين الثالث والرابع هو السطر الخامس . لذاء فالطرف 
الأيمن يجب أن يحقق b th, =b,‏ لكي نحصل GILL‏ على 0 = 0. وهكذاء إذا كان 
b‏ ينتمي إلى فضاء الأعمدة فيلزم أن يتحقق : 
.0= وم- وط+ وف bı +bı-b3=0 yg‏ )00( 

بمتابعة البحث» نجد أن مجموع الأسطر الأول والثاني والرابع يساوي السطر 
الخامس . إلا أن ذلك ليس بجديد؛ فجمع المعادلات في )١(‏ يؤدي إلى أن 
-b +b +b =b,‏ هناك شرطان مفروضان على المركبات الخمس حيث إن عدد أبعاد 
فضاء الأعمدة هو 3 = 2 - 5. هذان الشرطان نجدهما بمنهجية أفضل من خلال 
الحذف» ولكن» هنا ينبغي أن يكون لهما معنى على البيان . 

القاعدة هي أن مجموع فروق الطاقة حول عروة يساوي الصفر . الفروق حول 
العروة العليا هي b,‏ -.,ط. b,‏ (إشارة الناقص مطلوبة من اتجاه السهم) . للدوران على 
العروة والعودة إلى الطاقة ذاتهاء نحتاج إلى 0 -,ف-رط+ b,‏ بصورة مكافئة » يجب أن 
Gad‏ فروق الجهد العلاقة (rr, ( + )» x, ( = x,‏ بصورة مشابهة يصدر 
الشرط 0 = web +h b,‏ العروة السفلى . لاحظ أن أعمدة 4 تحقق هذين الشرطين- 
يجب ذلك Arab OY‏ قابل للحل Lae LE‏ يكون ط في فضاء الأعمدة. توجد BW‏ 
أعمدة مستقلة» لذاء فالرتبة 3 = . 
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الفضاء الصفري اليساري : ماهي تراكيب الأسطر التي تعطي صفراً ؟ يجاب 
عن ذلك أيضاً بواسطة العرى . المتجهان اللذان يحققان 0 = "رهما : 


yr=[1 1 a 6 o) 0]-7آر و‎ 0 1 1 a1} 


كل عروة تنتج متجهاً y‏ في الفضاء الصفري اليساري . المركبة ١+‏ أو ١-‏ تعين 
متى يكون لسهم الضلع اتجاه سهم العروة. تركيب ,و دهو ء أيضاًء في الفضاء 
الصفري . في الواقع › (1-.1,1,0,1) > ty,‏ «ريعطي العروة حول الجزء الخارجي من 
OLN‏ 

إنك تعلم أن فضاء الأعمدة والفضاء الصفري اليساري مرتبطان بإحكام . عندما 
يحوي الفضاء الصفري اليساري المتجه (1.0,0-.1.1) = Ob y,‏ متجهات فضاء الأعمدة 
تحقق 0 -b tby b=‏ إن ذلك يوضح العلاقة 0 = yb‏ وستصبح» قريباًء الجزء الثاني 
من 'النظرية الأساسية للجبر الخطي '. نهمل الحالة العامة ونعتبر هذه الحالة المحددة 
قانوناً لنظرية الشبكات المعروفة باسم قانون الطاقة لكير تشوف/6::0//0. 


۳ ص متجهات الفضاء الصفري اليساري تقابل عرى البيان. اختبار وجودها 
في فضاء الأعمدة هو قانون الطاقة لكيرتشوف : 
مجموع فروق الطاقات الكامنة حول عروة يجب أن يساوي الصفر . 


فضاء الأسطر : يحتاج إلى معنى بلغة البيانات . يحوي فضاء الأسطر متجهات 
من فضاء ذي أبعاد أربعة ولكنها ليست كل متجهات هذا الفضاء؛ فعدد أبعاده ثلاثة 
فقط . يمكننا العمل بالحذف لإيجاد ثلاثة أسطر مستقلة و يمكننا النظر في البيان. الأسطر 
الثلاثة الأوائل مرتبطة OY)‏ السطر ١‏ + السطر ۲ = السطر 7) لكن الأسطر ٤,۲,١‏ 
مستقلة : الأسطر تقابل الأضلاع ‏ وتكون الأسطر مستقلة شرط أن og AV‏ الأضلاع 
عرى . 
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الأسطر ۱ ٤,۲,‏ أساسء لکن كيف تظهر تركيباتها $ مجموع JS polis‏ سطر 
يساوي الصفر لذاء فإن لكل تركيب هذه الخاصة ذاتها . إذا كان ( f= Ffy hh,‏ 
تركيباً خطياً للأسطر فان : 

(Y) fi tfa tfs +fg=0. 

هذا هو اختبار كون/واقعاً في فضاء الأسطر . إذا نظرنا إلى الوراءء نجد ارتباطاً 
مع المتجه (1.1,1.1 ) - الواقع في الفضاء الصفري . هذه الوحدان الأربعة الظاهرة في 
المعادلة(۲) ليست مجرد صدفة : 

إذا كان في فضاء الأسطر و × في الفضاء الصفري فان 0 f=‏ 

هذا يوضح من جديد النظرية الأساسية في ال حبر الخطي (الجزء (Y‏ وهي تصدر 
عن القانون الأساسي لنظرية الشبكات -إنها هنا قانون التيارات لكيرتشوف . ا جريان 
الكلي في كل عقدة يساوي الصفر . الأعداد لار ”هي 'مصادر التيار' في العقد. 
على المنبع / أن يوازن ,9 رر« -» وهو التدفق الذي يغادر العقدة )1( ويجري في 
الأضلاع 1.3.5 . إن ذلك هو المعادلة الأولى من النظام/ = A'Y‏ يقع بصورة مشابهة في 
العقد الثلاث الأخرى_حفظ الحمل يتطلب أن يكون التدفق الداخل = التدفق الخارج . 
الشيء الجميل هنا هو أن منقول ۸ هو i giall LLE‏ الصحيحة لقانون ا جريان . 

يكون النظام :47 قايلاً للحل عندما يقع رفي فضاء أعمدة ”4 الذي هو فضاء 
«flea‏ 


Y‏ المعادلات الأربع في للنظام/- «45 الناتجة عن العقد الأربع للبيان تعبر عن قانون 
كيرتشوف في ا جريان . 
الجريان الصافي في كل عقدة يساوي الصفر. 
يمكن أن يكون هذا القانون محققاً لو كان التيار الكلي الداخل في العقد من الخارج 
هو 0 = احجان ل. 


8۸ الجبر الخطي وتطبيقاته 


إذا كان 0 = /فان قانون كيرتشوف في الجريان هو 0 = Ay‏ إنه محقق بأي تيار 
يدور حول العروة. وهكذا تضع العرى المتجهات « في الفضاء الصفري ATS‏ 


الشجرة الممتدة والأسطر المستقلة 

من الملاحظ أن كل عنصر في متجهات الفراغ الصفري يساوي أحد الأعداد 
1,0 . الأمر ذاته صحيح من أجل عوامل PA = LDU‏ الناتجة عن الحذف . لايبدو ذلك 
مدهشاً لأنه صحيح من أجل مصفوفة الورود التي انطلقنا بها . إلا أنه يجب ألا ينظر 
إلى العددين 1+ على أنهما وجدا بصورة آلية . لايمكنهما أن يكونا وراثة عن Ugh‏ إذا 
بدأناب | 7 !دف فان الحذف سينتج 2 كمحور OU‏ (وكذلك أيضاً »في المحددة) . 
المصفوفة 4 ليست مصفوفة ورود. 

من أجل مصفوفات الورود» لكل خطوة حذف معنى في البيان- وسننفذ هذه 
الخطوات في مثال : 


lo‏ دت 
OO‏ = 


e كه‎ 


1 
-l 
0 
0 


الخطوة الأولى تجمع السطر ١‏ إلى السطر ٤‏ لتجعل صفراً في القرنة الدنيا 
اليسارية . ينتج ذلك 0,1,0,1 كسطر رابع . لقد بقي هذا السطر متضمناً العددين 1+ 
وبقيت المصفوفة مصفوفة ورود . السطر الجديد يقابل الضلع المنقط في البيان» من 4 
إلى 2. كان الضلع القديم من 4 إلى ١‏ وقد حذف لصالح هذا الضلع الجديد. 

الخطوة التالية من الحذف التي تستخدم السطر ۲ كسطر محور» ستكون مشابهة 
لما قبلها. إضافة السطر ۲ إلى السطر الجديد ٤‏ تنتج 1-.1 الذي هو ضلع جديد من 
4إلى 3. الضلع المنقط سيحذف ويستعاض عنه بهذا الضلع الجديد (في الأعلى) . لقد 
ظهر اتجاه معاكس للضلع الموجودمن ۳ إلى OY E‏ السهمين 2 - 4و3 - 2 قد ركبا 
ليعطيا 3 - 4. 
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الخطوة الأخيرة من الحذف تبتلع هذا الضلع الجديد وتترك صفراً في السطر 4. 
لذا فان المصفوفة U‏ تشابه ۸ إلا فيما يتعلق بالأصفار الأخيرة . الأسطر الأوائل من A‏ 
كانت مستقلة Uae‏ 

يعيدنا ذلك إلى السؤال العام : ماهي الأسطر المستقلة في مصفوفة ورود؟ 
الجواب هو: 

تكون الأسطر مستقلة إذا لم يكن في الأضلاع المقابلة عرى . 

يوجد في نظرية البيانات اسم لمجموعة أضلاع لاتحوي عرى . إنها تدعى 
شجرة . الأضلاع الأربعة في بياننا المربع لا تكون شجرة» والأسطر الأربعة من 4 غير 
مستقلة . الأضلاع الثلاثة الأوائل (في الواقع أي ثلاثة أضلاع) في البيان الأصلي 
تكوّن شجرة وكذلك كل ضلعين وكل ضلع toa pit‏ يمكن للشجرة أن تكون صغيرة . 
لكن من الطبيعي أن ننظر في الشجرة الكبيرة» أيضاً. 

تدعى الشجرة التي تصل إلى كل عقدة في البيان شجرة ممتدة . تولد أضلاعها 
البيان وتولد أسطرها فضاء الأسطر . في الحقيقة» هذه الأسطر هي أساس فضاء A‏ 
إضافة سطر آخر (ضلع آخر) سيغلق عروة . الشجرة الممتدة هي أكبر شجرة ممكنة . إذا 
كان لبيان yon‏ العقد» فإنه يكون لأية شجرة ممتدة 1 - من الأضلاع . إن ذلك هو 
عدد الأسطر المستقلة في 4 وهوء Lad‏ رتبة المصفوفة . 

يجب أن يكون هناك 1 - a gaen‏ مستقلة : يوجد«عموداً مجموعها هو 
العمود الصفري. فضاء A‏ الصفري مستقيم يحمل المتجه (1,1.....1) -د. عدد 
الأبعاد :-1+(! - (n‏ وهو ماتتطلبه النظرية الأساسية للجبر الخطي . 

تعطى هذه النظرية» أيضاًء عدد العرى المستقلة ‏ الذي هو عدد أبعاد الفضاء 
EE‏ إنهم - me‏ أو 1 + م - Vm‏ إذا كان البيان واقعاً في مستوء يمكننا 


)1( هذا هو قانون أويلر الذي أصبح له اليوم برهان من الجير ا لخطي : 1+-:عروة حه (عدد 
العرى) + (عدد الأضلاع) + (عدد العقد)- ١‏ 
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bs of‏ مباشرة إلى ag loge‏ يوجد اثنتان من هذه العرى الصغيرة في 
الشكل T)‏ 5)» العروة الكبيرة حول المنطقة الخارجية غير مستقلة؛ كذلك إذا امتد 
البيان إلى خارج المستوي_مادام مرتبطاً فإنه يبقى فيه 1+ n‏ «عروة مستقلة . يمكن 
لكل عقدة في بيان مترابط» أن تمتد إلى عقدة أخرى-يوجد طريق مكون من 
الأضلاع الواقعة بينها. ولنلخص خواص مصفوفة الورود : 

الفضاء الصفري : عدد أبعاده el‏ يحوي (peal)‏ -د. 

فضاء الأعمدة : عدد أبعاده 1 - en‏ كل 1 - «عموداً تكون جملة مستقلة . 

فضاء الأسطر : عدد أبعاده :, - om‏ تصدر الأسطر المستقلة عن أي شجرة ممتدة . 

الفضاء الصفري اليساري: عدد أبعاده + « - ”: يحوي المتجهات « الصادرة 
عن العرى . كل متجه من فضاء الأسطر يحقق 0 tf‏ + = + مجموع التيارات 
الواردة من الخارج يساوي الصفر. كل متجه b‏ من فضاء الأعمدة يحقق0 = طر_ 
مجموع فروق الطاقة ,حول كل العرى يساوي الصفر . ينتج ذلك عن قانون كيرتشوف 
. وبعد قليل» سنقدم قانوناً ثالثاً هو (قانون أوم (ohm‏ . لهذا القانون خواص المادة 
وليس خواص مصفوفة الورود وهو يربط × ب «. أولاً ستبقى مع المصفوفة A‏ من أجل 
تطبيق يظهر أنه تافه لكنه ليس كذلك . 


تصنيف فرق كرة القدم 
في نهاية الفصل» يصنف الاستفتاء فرق كرة القدم في الكليات» يشل ذلك 
محاكمة شخصية وهوء على الأغلب معدل عدد من الآراء ويصبح» إلى حد ماء غير 
واضح في أثر اثنتي عشرة كلية . نريد تصنيف جميع الفرق على قاعدة رياضية . 
المرحلة الأولى هي التعرف على البيان . إذا نازل الفريق ز الفريق ek‏ فإننا نضع 
ضلعاً بينهما. تقع الفرق في العقد وتمثل ا مباريات بالأضلاع . لذا سيكون هنا بضع 
مئات من العقد ويضعه آلاف من الأضلاع التي ستعطي اتجاهاً مثلاً بسهم موجه من 
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الفريق الزائر إلى الفريق المضيف . يبين الشكل جزءاً من البيان الذي يحوي بعض 
الكليات الجدية وكلية غير جيدة في كرة القدم لمدة طويلة . لحسن الحظ لم يتصل OLII‏ 
بالكلية (التى كتبت هذه الكلمات من أجلها) . بقول رياصي» فإنه لايمكننا أن نثبت أن 
glo junta MIT‏ الأول مالم طسب oH gl‏ إت ا3 
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شکل(۲-٥‏ ). بيان كرة القدم . 

إذا كانت كرة القدم منسقة جيداً» فإنه يمكننا أن نعين قدرة ,× لكل فريق . لذا 
إذا لعب الفريق «مع الفريق ۸ » فإن الأعلى قدرة منهما سيظفر بالمباراة. سيكون» في 
الحالة المثالية» الفرق b‏ بين مجموع النقاط المحرزة (الفريق المضيف ناقصاً الفريق 
الزائر)» مساوياً تماماً الفرق ,+ - ,× بين القدرتين. ليس عليهما أن يلعبا أيضاً المباراة! . 
سيحدث فى هذه الحالة تسوية كاملة على أن الفريق ذا القدرة الأعلى كان هو الأفضل . 

لهذه الطريقة صعوبتان (على الأقل). لقد حاولنا ايجاد عدد x‏ لكل فرقة 
بحيث يكون x, -×, = b‏ لكل مباراة. يعني ذلك وجود بضعة ألوف من المعادلات 
وبضع مئات من المجاهيل . توضع المعادلات -x =D.‏ × في نظام Arab‏ حيث 4 هي 
مصفوفة الوقوع . فلكل مباراة سطرء بالعدد ١+‏ في العمود h‏ و ١-‏ في العمود v‏ 
وذلك لتعيين أي فريقين لعبا هذه المباراة . 

الصعوبة الأولى : إذا كان b‏ غير واقع في فضاء الأعمدة فإنه لايوجد حل . 
على النقاط أن تكون منسقة LU‏ وإلا فلا يكن تعيين القدرات . 

الصعوبة الثانية : إذا لم يكن ل A‏ متجهات صفرية في فضائها الصفري» فإن 
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القدرات لن تتعين بشكل جيد . في ا حالة الأولى المتجه × غير موجودء وفي الحالة 
الثانية هذا المتجه غير وحيد . و من الممكن أن تقع الصعوبتان معاً. 

الفضاء الصفري سهل» ولكنه يظهر نقطة مهمة . يحوي دائماً متجه وحدان 
OY‏ 4 تشير » فقط »إلى الفروق , *- ,د . لإيجاد القدرات» يكننا أن نخصص 
بصورة اعتباطية صفر القدرة لها فارد Harvard‏ . الأمر الذي يكن تبريره بصورة مطلقة 
(لقد تكلمت بصورة رياضية) . لكن إذا لم يكن البيان مفصلاً أي أنه غير كاف» فإن 
حل قطعة منفصلة من البيان يسهم بمتجه من الفضاء الصفري . يوجد» أيضاً » متجه 
يمثل ب = × وتمثل البقية ب 0= × . لذلك» op‏ علينا أن لانسقط هارفارد وحدها 
بل فريقاً واحداً في كل قطعة . (لايوجد أي ظلم باعطاء قدره صفرية ؛ إذا وقعت جميع 
القدرات الأخرى تحت الصفر فإن الفرق الساقطة ترتب أولا) . إن عدد ابعاد الفضاء 
الصفري هو عدد قطع البيان - إنه يساوي عدد درجات ال حرية في × . تنقل هذه الحرية 
بتثبيت واحدة من القدرات في كل قطعة ولن يوجد عندئذ وسيلة لترتيب قطعة مقابل 
Gel‏ 

يظهر أنه من الصعب وصف فضاء الأعمدة . أي مجموعة من النقاط تلائم 
مجموعة من القدرات؟ من المؤكد أن النظام Arsh‏ غير قابل للحل» إذا هزم فريق 
هارفارد لتهامة1]فريق Yale fo‏ وهزم فريق ييل فريق برينكتن 1066100اوهزم فريق 
برينكتان فريق هارفارد . لكن» فوق ذلك » سيكون مجموع فروق النقاط حول عروه 
يساوي الصفر. 

by, ورغ‎ + by =° 

إن ذلك هو قانون الطاقة لكي 525 Kirchhoff‏ : - مجموع فروق الطاقة حول 
عروة يساوي الصفر . إنه كذلك قانون من الجبر الخطي - يمكن حل المعادلة بصورة 
صحيحة عندما يحقق المتجه b‏ الارتباطات الخطية نفسها التي تحققها اسطر الطرف 
الأيسر. لذا يؤدي الحذف إلى 0-0 ويمكن عندئذ إيجاد الحل . 
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في الحقيقة» من المؤكد أن b‏ لايقع غالباً في فضاء الأعمدة وتكون مجموعة 
نقاط لعبة كرة القدم غير متسقة . أفضل طريق للحصول على ترتيب واقعي هو طريق 
ا مربعات الأصفرية . اجعل ×4 قريباًء بقدر الامكان» من b‏ . لقدظهر ذلك في 
الفصل الثالث ولنذكر هنا تسوية أخرى فقط . يحصل الغالب على مكافأة قدرها 
خمسون نقطة . أو مئة نقطة . أيضاً . مقابل اعلى فروق النقاط . بطريقة اخرى» كسب 


نقطة واحدة قريب جداً من خسارة نقطة واحدة . إن ذلك يجعل الترتيبات المحسوبة 
قريبة جداً من نتائج الاقتراع . 


ملاحظة إضافية على البرهان 

بعد كتابة هذا المقطع وجدت مايلي في نيويورك تاهس . 

لقدوضع الحاسوب. في نهاية ترتيب عام ۱۹۸٩‏ © ميامي )5-١١( Miami‏ في 
الموضع السابع فوق تينيسي Tennessee‏ (75-1-9) . بعد بضع أيام من هذا النشر بدأت 
تصل طرود تحوي برتقالاً ورسائل ساخطة من المعجبين من تينيسي إلى القسم الرياضي 
في جريدة التاهس . لقد كان هذا الغضب نتيجة لانتصار تينيسي على ميامي ب 79 - ۷ 
في لعبة السكرية Sugar Bowl‏ . لقد صنف تصويتا AP‏ و UPI‏ تينيسي في الموضع 
الرابع وصنف ميامي في موضع أخفض من ذلك بصورة بينة . 

وصل في اليوم السابق صباحاً تسعة طرود من البرتقال إلى حوض السفن 
الرئيسي مرسلة إلى مستشفى بيلفيو Bellevue‏ تحمل رقعة تحذير من أن نوع البرتقال 
ومحتوياته مشكوك فيها. 

هذا كثير لمثل هذا التطبيق للجبر الخطي . 


الشبكات والرياضيات التطبيقية المتقطعة 
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هذه الأعداد إلى مصفوفة قطرية © من النوع mxm‏ إنها تعكس ”خواص مادية' على 
عكس مصفوفة الورود 4 التي تعطي معلومات حول الارتباطات . بتركيب هاتين 
المصفوفتين C yA‏ تدخلان في المعادلة الأساسية للشبكات» ونريد شرح هذه المعادلة . 

سيكون تفسيرنا بلغة الكهرباء. الناقلية على الضلع c, a i‏ والمقاومة at c‏ 
يقول قانون أوم : إن التيار المار من هذه المقاومة هو : 

ce,‏ =« أو شدة التيار > (الناقلية) (هبوط الطاقة الكامنة) 

يكتب ذلك أيضاً بالصورة E = IR‏ يساوي هبوط الطاقة شدة التيار مضروباً 
با مقاومة . يصبح قانون أوم. معادلة متجهة Glad‏ بجميع الأضلاع دفعة واحدة» ر 
ادي 

نحتاج إلى قانون كيرتشوف للتوتر وإلى قانون الشدة لاتمام هذه البنية : 

: KVL التوتر حول عروة يساوي الصفر‎ byw 

مجموع شدات التيارات في عقدة يساوي الصفر KCL‏ : 

يسمح لنا قانون التوتر أن تخصص الطاقات , ...... : بالعقد. لذاء فان الفروق 
حول عروة تعطي مجموعاً مثل 0 = )4 Oo × (+) aH‏ حيث كل الأشياء 
تختصر . يطلب منا قانون التيار أن نجمع التيارات في العقدة ١‏ التي تمثل في 4 العمود 
/. إنها تساوي ١+‏ من أجل الأضلاع الداخلة بالعقدة و ١-‏ من أجل الأضلاع 
الخارجة. يجمع MEATS pall‏ ات باشاراتها الصحيحة (الظاهرة بالأسهم المحمولة 
على الأضلاع) . هذا المتجه A'Y‏ الذي يمثل جميع التيارات في العقدة يساوي الصفرء 
إذا لم يكن هناك منابع خارجية للتيار . في هذه ا حالة بالذات» يكون قانون كيرتشوف 


للتيار هو 0 = Aly‏ 
بصورة عامة» نخصص حداً يتعلق بالمنبع . إذا أرسلت التيارات الخارجية 
Sf,‏ العقد فان القانون يصبح Aly =f‏ 


المعادلة الأخرى هي قانون أوم» لكننا نحتاج إلى تعيين» - الذي يشل انخفاض 


فضاءات المتجهات والمعادلات الخطية 116 
التوتر باجتياز ا لمقاومة . يعطي الجداء Ar‏ فرق الطاقة بين العقد. بعكس الإشارة » 
Ax‏ - يعطى انخفاض الطاقة . جزء من هذا الانخفاض تؤديه المدخرة الواقعة في 
الضلع وهي ذات الشدة ,5. بقية الانخفاض لاجتياز المقاومة ويعطى بالفرق e‏ 
Ax‏ - (- لذاء يأخذ قانون أوم Ce‏ = «الصورة : 


(۳) C"ر+4‎ = أو‎  y=C(b-Ax) 

إنه يربط yax‏ لم يعد بإمكاننا أن نجرب حل Arab‏ (الأمر الذي يصعب اجراؤه 

Cy لأنه يو جد عدد من المعادلات يزيد عن عدد المجاهيل) . يوجد حد جديد‎ OVI 
الحالة الخاصة التي‎ Lake فى الحقيقة » حالة الخاصة التى كان لها بالصدفة حل » هي‎ 
لاير فيها تيار. في هذه الحالة يكون مجموع المدخرات حول العرى مساوياً الصفر-‎ 


وليس هناك حاجة للتيار. 
نؤكد على ا معادلات الأساسية للتوازن التي تركب قانون أوم مع قانوني 
كيرتشوف : 


)£( 
إن ذلك نظام متناظر اختفى فيه ©. المجاهيل هي التيارات :روالجهود» . a!‏ نظام 
خطي ويمكنك كتابته على ١صورة (ES‏ مثل : 


7 seli 


© أن تجري حذفاً على صورة الكتل هذه. المحور هو"‎ Lal hss 
: ويزيل الطرح 4 من تحت المحور. النتيجة هي‎ AC والمضروب هو‎ 


(0) 5 4 eA |؟]‎ ١], زوم‎ 


111 الجبر الخطي وتطبيقاته 


نحل المعادلة بالنسبة ل x‏ الواقع في السطر الأدنى : 
AT CAx =A" Cb-f‏ )© 
لذاء يعطي تعويض تراجعي في المعادلة الأولى المجهول «. 
لايوجد أي شيء غامض في CV)‏ إذا عوضنا =C (b -Ax)‏ رفي Ay =f‏ نصل 

إلى تلك المعادلة . ad‏ حذفت التيارات ‏ وخلفت معادلة في *. 

ملاحظة مهمة: في كل هذه المعادلات» من المهم أن تكون إحدى الجهود ثابتة 
x= 0 : Lee‏ . يجب أن تربط العقدة ‏ بالأرض ويحذف العمود n‏ من مصفوفة 
الورود . المصفوفة الناتجة هي التي عنينا بها tA‏ إنها من النوع Wasi gm x(n - D‏ 
مستقلة . المصفوفة المربعة 4704 التي هي مفتاح حل المعادلة (1) من أجل ox‏ هي 
مصفوفة قابلة للعكس وهي من المرتبة 1- « : 

(n-1)Xm m Xm m X (n - 1) (n- 1) X(n- 1) 
[471] ° [|] 4 1=la"ca] 

مثال لنفرض أن مدخرة ومنبع تيار كهربائي (وخمس مقاومات) قد أضيفت إلى 

الشبكة التي ناقشناها من قريب : 


الشيء الذي يجب تحقيقه هو قانون التيار/- "4 في العقد 1,2,3 : 


“Py “Yar Ys Srl 


0 = وا - Yi‏ للمصفوفة 


Yoty3-¥g= 1 
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لم تكتب معادلة من أجل العقدة 4. في هذه العقدة» يتطلب قانون 
التياز أن يكون 0 > ۷+ رر . ينتج ذلك عن المعادلات الثلاث py‏ التي 
مجموعها 0 = IY‏ 

المعادلة الأخرى هي C'y +4× =b‏ يرتبط الجهد ‏ بالتيار بواسطة قانون أوم . 
تحوي المصفوفة القطرية © الناقليات الخمس FEUR‏ . الطرف الأيمن مكون من شدة 
المدخرة /احرم والكتلة +Ax =b‏ رأ :© فوق Ay =f‏ : 


R, -1 1 Or 0 

R, 0-1 illy 0 

R, -1 0 ijj» 4 

c Alfy]_ Ra 0 0 —1j|y|_ | 0 
۳ JH Rs -1 0 إعبر||0م‎ | 0 
-1 0 -1 0 -1 Xi 0 

1-1 0 0 0 at 1 

0 1 1 -1 0 X3 0 


النظام من النوع 8 × 8 6 بخمسة تيارات وثلاثة جهود . يرجعه الحذف إلى نظام 
من النوع 3× 3» f‏ - 41*00 - نجه ”4 . تحوي مصفوفة هذا النظام المقلوبات 1/8ح» 
(لأنك في الحذف تقسم على المحور) . هذه المصفوفة هي ATCA‏ وهي تستحق النظر- 
بسبب السطر الرابع والعمود الرابع الصادرين عن العقدة المتصلة بالأرض» إنها تحوي 


‘Lal 
citet, بعد‎ =c —cs (node 1) 
ATCA = =c; يع جاه‎ =c; 0 (node 2) 
و0-‎ —Cy وه + ون + وه‎ —c, (node 3) 
—Cs 0 - و6‎ C4 +c, (node 4) 


يمكنك » تقريباً » أن تدرك هذه المصفوفة بضرب 47 في 4-القرنة اليسرى والسفلى 
والقرنة العليا واليمنى من المصفوفة ذات النوع 8 ×8 أعلاه. العنصر الأول هو 
1+1+1 » أو tote,‏ عندما COG‏ محتواة؛ الأضلاع 1,3,5 تصل إلى العقدة1. 


عد الجبر الخطي وتطبيقاته 


العنصر القطري التالي هو 1+! أو ete,‏ يأتي من الأضلاع التي تصل إلى العقدة 2. 
بصورة مشابهة te, ٠‏ »+ر» تصدر عن العقدة 3 . خارج هذا القطرء تظهر الأعداد » 
باشارة ناقص ولكن ذلك ليس لأضلاع العقدة 4ا موصولة بالأرض . يقع ذلك في 
السطر الرابع والعمود الرابع الذي حذف عند حذف العمود 4 من A‏ بوصل العقدة 
الأخيرة بالأرض» يختصر النظام إلى المرتبة ٠# - ١‏ والشيء الأهم من ذلك يتعلق 
بالمصفوفة A'CA‏ التي أصبحت قابلة للعكس . تتصف المصفوفة ذات النوع 4 × 4 بأن 
مجموع أي سطر من أسطرها أو عمود يساوي الصفرء وأن المتجه (1,1.1,1) يقع في 
فضائها الصفري . لاحظ أن ATCA‏ متناظرة . ومنقولها ATCAY'=ATCTAT‏ التي 
هي من جديد ATCA‏ و لها محاور موجبة. إلا أنها نقلت إلى الفصل السادس . 
لقد أنت من البنية الأساسية للرياضيات التطبيقية وهي موضحة بالشكل : 


شكل )1-1( . البنية الأساسية للتوازن : المنبغان : 6 وء والمصفوفة ATCA‏ 

من أجل الشبكات الكهربائية» يحوي جهداً و:ريحوي تياراً. في المكانيك دو 
«يصبحان انتقالاً واجهاداً. في السوائل هما الضغط ومعدل التدفق”'' . في الاحصاء 
ء هو الخطأ وتعطي المعادلة أفضل مربعات أصغرية ملائمة للمعطيات . الجداء 
الثلاثي ل47.04 يركب الخطوات الثلاث للبنية في مصفوفة فريدة تتحكم بالتوازن . 
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ننهي هذاالفصل بالنقطة المهمة_تقنين المسألة الأساسية في الرياضيات التطبيقية . 
كل لأماوطلب U3‏ تبصراً أكثر من مجرد حل المسألة . لقد حللنا المعادلات LLH‏ 
في الفصل الأول كخطوة أولى في الجبر الخطي» لكن تشييد ذلك قد احتاج إلى تفكير 
أكثر line‏ في الفصل الثاني . إن مشاركة الرياضيين والأفراد ليست بالحساب بل 
بالتفكير. 


نظرة إلى الأمام 
لقد قدمنا فضاء الأعمدة كمجموعة متجهات Ax‏ والفضاء الصفري اليساري 
كحل للنظام 0 = ATY‏ لأننا سنحتاج لهذه التجريدات الرياضية في التطبيقات . من 
أجل الشبكات» :4 تعطي فروق الجهد محققة قانون الطاقة الكامنة ؛ y‏ يحقق قانون 
التيار . بمقاومة واحدة (CHI)‏ » تكون Doles‏ التوازن (4) هي : 
y+Ax=b‏ 
Aly =0‏ 
يؤدي ال حبر الخطي (أو بالأحرى التعويض المباشر) إلى 0 = AMD Ax)‏ ويحل 
الحاسوب المعادلة 478 = ×44 . إلا أن هناك مصدراً آخر للتفكير لايزال من الضروري 
السماع إليه . 
المصدر الأخير هو الهندسة . إنها تسير جنباً إلى جنب مع الجبر ولكنها تختلف 
عن tI‏ . كما أن توجيه المتجهات حاسم رغم أن الجبر يعمل على مركباتها منفصلة . 
في هذه المسألة» ليس التوجيه شيئاً أقل إثارة : ×۸ متعامد مع «. فروق الجهد عمودية 
على التيارات ! مجموعها cb‏ لذا »فان المتجه ( هذا يتجزأ إلى قطعتين متعامدتين - 
مسقطه ×4 على فضاء الأعمدة ومسقطه برعلى الفضاء الصفري اليساري . 
سيكون ذلك مشاركة الفصل الثالث . إنه يضيف هندسة إلى جبر الأسس 
والفضاءات الحزئية» بهدف الوصول إلى الأسس المتعامدة النظامية وإلى الفضاءات 
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الجزئية القائمة . إنه يبين لماذا لايمكن للجبر أن يكون غير مساعد_إنه يعطي حلاً للنظام 
- :1ه عندما يكون pbb‏ واقع في فضاء الأعمدة . المعادلة» كما تظهر» مستحيلة 
الحل. لحلهاء نحذف جزء ( الذي يقع خارج فضاء الأعمدة وهو الذي يجعل SAN‏ 
مستحيلاً . مايبقى هو المعادلة (V)‏ أو 4= ×44 التي تؤديء من خلال الهندسة» إلى 
أفضل × بمكن . 


تمارين 


من أجل العقد الثلاث في البيان المثلثي الظاهر في الشكل أدناه» اكتب 
مصفوفة ورود 4 من النوع 3×3 . أوجد حلاً للنظام 0 = ×4 وصف 
بقية متجهات الفضاء الصفري للمصفوفة o A‏ أوجد حلاً للنظام Ay‏ 
0 = وصف بقية متجهات الفضاء الصفري اليساري . 

من أجل المصفوفة ذات النوع 3 × 3 نفسهاء بين مباشرة من الأعمدة أن 
على كل متجه b‏ من فضاء الأعمدة أن يحقق العلاقة 0 b +b- b=‏ 
استنتج الشيء ذاته من الأسطر الثلاثة معادلات النظام ط=×ه4. ماذا 
يعني ذلك بالنسبة لفروق الجهد حول العروة ؟ 

برهن مباشرة » انطلاقاً من الأسطرء أن أي متجه/من فضاء الأسطر 
يحقق 0 = Pept‏ افعل الأمر ذاته انطلاقاً من المعادلات الثلاث ATy‏ 
7 -. ماذا يعني ذلك إذا كان / يمثل تيارات في العقد ؟ 

احسب المصفوفة 44 ذات النوع 3×3 وبرهن أنها متناظرة لكنها شاذة- 
ماهي متجهات فضائها الصفري ؟ بحذف العمود الأخير من 4 (وكذلك 
السطر الأخير من (AT‏ تبقى مصفوفة من النوع 2×2 في القرنة العليا 
اليسرى؛ برهن أنها غير شاذة . 


فضاءات المتجهات والمعادلات الخطية ۱۷1 


o-0-Y‏ ضع المصفوفة القطرية © التي عناصرها ءءء في الوسط واحسب 


4 ,. برهن» من جديد» أن المصفوفة ذات النوع 2 ×2 والواقعة في 
الق اسر قابلة للك : 


node | 


edge 1 edge 3 


node2 edge 2 node 3 *2 ولا‎ 3 


1-0-۴ اكتب مصفوفة الورود 4 ذات النوع 4 × 6 المتعلقة بالبيان الثاني الوارد 


في الشكل أعلاه . المتجه (1,1,1,1)يقع في الفضاء الصفري ل4 » لكن» 
سيكون هناك 3 m -n +l=‏ من المتجهات المستقلة التى تحقق 0 = Aly‏ 
أوجد BW‏ متجهات y‏ واربطها بالدارة الواقعة فى البيان . 


۷-٥-۲‏ إذاكانالبيان الظاهر في التمرين )1-0-1( يمثل ست مباريات بين أربع 


فرق وإن Gs‏ النقاط هي ,5. od,‏ فمتى يكون من الممكن تعيين 
قدرات للفرق بحيث تتفق فروق القدرات LE‏ مع الفروق المفروضة؟ 
بقول آخر أوجد (من قانون كربتشوف والحذف) الشرط الذي يجب 


فرضه على b‏ ليجعل النظام = ×4 قابلاً للحل . 


ne ۸-٠-۲‏ عدد أبعاد كل من المصفوفات الجزئية الأساسية لمصفوفة الورود 


. ذات النوع 4 × 6 وعين أساساً لكل فضاء جزئي‎ coda 


٩-٥-۲‏ احسب 474 و4704 حيث pole‏ المصفوفة القطرية © ذات النوع 


6 هي Cpe c‏ ماهو شكل القطر الرئيسي للمصفوفة 4704 مايمكزاء 
القول عن البيان إذا كانت الأعداد ء تظهر في السطر ر؟ 


٠٠-١-۲‏ ارسم بياناً بأضلاع موجهة ومرقمة (وعقد مرقمة) يقبل مايلي مصفوفة 


\VY 


تكن شنا 


\¥-o-}¥ 


۳-0-۲ 
\g-0-Y 


\o-0-Y 


41 الخطى وتطبيقاته 
ورود: 
-l 1 0 0‏ 
0O‏ 1 0 1-|_ 
G1 wA‏ كي 
Oo 0 =. l‏ 


هل هذا البيان شجرة ؟ (هل أسطر A‏ مستقلة (S‏ برهن أن هذا البيان يمثل 
شجرة ممتدة بعد حذف الضلع الأخير . ثم تصبح الأسطر الباقية أساساً ل؟ 
بحذف العمود الأخير من المصفوفة 4 السابقة وبفرض أن قطر© مكون 
من الأعداد 1,2,2,1 اكتب النظام ذي النوع 7×7 : 
C'y+Ax=0‏ 
Ay =f.‏ 
بحذف رر ررر « تبقى ثلاث معادلات S‏ = 44 في =X XX,‏ 
حل هذه المعادلات إذا كان (1,1,6) -f=‏ بهذه التيارات الداخلة فى عقد 
الشبكة 1.2.3 ماهي الجهود في العقد والتيارات في الأضلاع ¢ 
إذا كانت 4 ذات النوع 12×7 مصفوفة ورود OLS‏ مترابط» فماهي رتبتها؟ 
ماهو ore‏ المجاهيل الحرة في حل النظام 5- ×۸ ؟ وماهو ote‏ المجاهيل 
الحرة في حل Pay =f‏ ماهو عدد الأضلاع التي يجب حذفها لتبقى 
شجرة نمتدة ؟ 
في بيان ذي 4 عقد و6 أضلاع » أوجد الشجرات الممتدة الست عشرة . 
إذا كانت المصفوفتان E‏ و H‏ مربعتين» فماهو جداء مصفوفات الكتل : 
A a ny‏ ع mi‏ سطر 
ود مط Jio m, E DIO E‏ 
وماذا يكون نوع الكتل في الجداء ؟ 
إذا هزمت MIT‏ هارفارد Harvard‏ ب(35 -0) وتعادلت ييل Yale‏ مع 


هارفارد وهزمت برينغتون Pingeton‏ ييل (T-Y)‏ فماهي فروق 


\\-0-Y¥ 


\y-0-Y 


\A-0-Y 


فضاءات المتجهات والمعادلات الخطية \vY‏ 


النقاط في المباريات الثلاث الباقية (MIT-y,MIT-P.H-P)‏ والتي تعتبر 
فروق قدرات بحيث تتفق مع فروق النقاط؟ 

إذا كانت فروق النقاط معلومة في المباريات الواردة في الشجرة الممتدة 
التالية» فإنها تكون معلومة لكل المباريات 


(أ) ماهي قوانين التيار الثلاثة 0 = 47y‏ في العقد غير الأرضية ؟ 

(ب) ماهو قانون التيار في العقدة الأرضية الناتج عن المعادلات الثلاث؟ 
(ج) ماهي رتبة 47 ؟ 

(د) صف حل النظام 0 - ر4 بدلالة عرى في الشبكة . 

هل يمكنناء في الطريقة التي استخدمناها لترتيب فرق كرة القدم» أن 
نأخذ بعين الاعتبار مقدرة المعارضة أم أن ذلك قد بين سابقاً؟ 

إذا وجد ضلع بين كل عقدتين Oly)‏ كامل) فماهو عدد أضلاع البيان ؟ 
n OLU‏ عقدة ولايسمح بأقواس تنطلق من عقدة وتعود اليها نفسها. 
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5-7 التحويلات الخطية 

في هذا البند سنتعرف كيف تحرك مصفوفة فضاءات جزئية . فالفضاء الصفري 
ينتقل إلى المتجه الصفري عندما يضرب ب 4. كل المتجهات تذهب إلى فضاء الأعمدة 
لأن ×4ء في كل الأحوال» تركيب من الأعمدة . ستلاحظ قريباً شيئاً جميلًء ذلك أن 
A‏ ستنقل فضاء أسطرها إلى فضاء أعمدتهاء وهي على هذه الفضاءات التي بعدها r‏ 
تكون ٠٠١‏ قابلة للانعكاس . هذا هو العمل الفعلي لمصفوفة . إنها جزئياً مخفية 
وراء الفضاءات الصفرية والفضاءات الصفرية اليسرى التي تقع بزوايا قائمة مع 
فضاءات أخرى وينتقل كل منها بطريقه الخاص (نحو الصفر)» ولكن عندما تكون A‏ 
مربعة وقابلة للانعكاس فليس لهذين الفضاءين قيمة تذكر . المهم هو مايحدث داخل 
الفضاء أي داخل الفضاء ذي البعد النوني» عندما تكون A‏ من النوع Xn‏ . إن هذا 
يتطلب نظرة أدق . 

لنفترض أن × متجه ذو Tian‏ عندما نضرب 4 ب × يكن أن ننظر لذلك على 
أنها عملية تحويل ذلك المتجه إلى متجه جديد Ax‏ هذا يحدث لدى كل نقطة من 
الفضاء 

"#. إن الفضاء كله قد تحول أو تم تطبيقه على نفسه' بوساطة المصفوفة A‏ 
نعطي فيمايلي أربعة أمثلة من التحويلات الصادرة عن مصفوفات . 
١‏ - يط مضاعف مصفوفة الوحدة» 7 -4.» كل متجه بمقدار 
المعامل .c‏ الفضاء بأكمله يمتد أو يتقلص gl)‏ إنه يمر خلال نقطة الأصل 
إلى الجهة المقابلة عندما يكون c‏ سالباً) . 
-Y a=? 1‏ مصفوفة الدوران تدور الفضاء بأكمله حول نقطة الأصل . هذا 

المثال يدور جميع المتجهات بزاوية "94٠‏ ويحول (1,0) من محور × 
إلى (0,1) ويرسل (0,1) من محور « إلى (1,0-) . 

١ 1‏ ۾ 7- مصفوفةالانعكاس تحول كل متجه إلى صورته على الجهة المقابلة 


فضاءات المتجهات والمعادلات الخطية \Vvo‏ 


من مرآة . في هذا المثال المرآة هي المستقيم ×= الذي يصنع زاوية 
٥‏ نقطة re‏ | (2,2) تبقى دون تغيير» ونقطة مثل )2-,2( تنقلب 
إلى (2,2-) . بالنسبة لتركيب مثل (4,0) = (2-,2) + (2,2)» فان المصفوفة 
تترك جزءًا في مكانه وتقلب الجزء الآخر . والنتيجة تكون بتبادل xy‏ 
لنحصل على (0,4) : 
JE‏ 
2- 


alh Aal a [eala] 


2 
2 


1 
i 
1 
i 
i 
1 
1 
i 
ا‎ 
' 
e 


stretching 90° rotation reflection projection 
شكل (۷-۲). تحويلات المستوي بوساطة المصفوفات الأربعة‎ 
مصفوفة الانعكاس هذه هي أيضاً مصفوفة مبادلة . إنهاء جبرياً» سهلة فهي‎ 

تنقل (ر») إلى ( م » المثال الرابع سهل بكلا الاعتبارين ‘ 

+ _ 4 4- مصفوفة الاسقاط تنقل الفضاء بأكمله إلى فضاء جزئي أقل سعة 
(ولذاء فانها غير قابلة للانعكاس) . المثال المذكور يحول كل متجه 
Sry (‏ المستوي إلى أقرب نقطة )0 على المحور الأفقي . هذا 
المحور هو فضاء الأعمدة في 4. والمحور العمودي (الذي يسقط 
على نقطة الأصل) هو الفضاء الصفري . 

هذه الأمثلة يمكن» بسهولة» توسعتها إلى أبعاد ثلاثة . هناك مصفوفات تمط 
الأرض أو تدورها أو تعكسها على مستوي الاستواء (القطب الشمالي يتحول إلى 
القطب الجنوبي) . هناك مصفوفة تسقط كل شيء على ذلك المستوي AS)‏ القطبين 
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على المركز) . هناك أمثلة أخرى» بالتأكيد» مكنة وضرورية . إلا أنه من المهم أن ندرك 
أنه ليس بإمكان المصفوفات فعل كل شيء» فبعض التحويلات غير مكنة بوساطة 
المصفوفات: 

. من المستحيل نقل نقطة الأصل إذ إن 0 -0 4 لكل مصفوفة‎ )١( 

)1( إذا انتقل المتجه + إلى × »عندئذ» يجب أن ينتقل +2 إلى ؛ :2 . بشكل 
عام ex‏ سيتتقل إلى cox!‏ إذ أن ( ) LA (cx (= cA‏ 

)7( إذا انتقل المتجهان dhay‏ ر“ »فان حاصل جمعهما ty‏ ×يجب أن ينتقل 
إلى x‘ty"‏ حيث أن LA (x +y )=Ax +Ay‏ 

يفرض ضرب المصفوفات هده القواعد على تحويلات الفضاء . القاعدتان 
الأوليان سهلتان» وتتضمن الثانية منهما الأولى (يكفي أن تجعل 0 = Co‏ لقد شاهدنا 
تأثير القاعدة الثالثة عندما انعكس المتجه (4.0) في المستقيم الذي يصنع زاوية O80‏ 
لقد جزىء إلى (2-.2)+(2,2) وهذان الجزءان انعكسا منفصلين . ويمكن فعل الشيء ذاته 
بالنسبة للاسقاط : نجزىء ونسقط بشكل منفصل ثم نجمع المسقطين. تصح هذه 
القواعد لكل تحويل مصدره مصفوفة . إن أهمية تلك القواعد تجعلها تستحق اسما : 
التحويلات التي تخضع للقواعد )۳(-)١(‏ تسمى تحويلات خطية . 

يمكن دمج هذه الشروط في مطلب واحد : 


۲ر لکل عددين ء و ل ولكل متجهين e ya‏ يحقق ضرب المصفوفات 
قاعدة الخطية : 
A (cx + dy )=c (Ax) + d (Ay).‏ )01( 


كل تحويل يحقق هذا الشرط هو تحويل خطي . 


تؤدي كل مصفوفة مباشرة إلى تحويل خطي . السؤال الأكثر أهمية هو في الاتجاه 


فضاءات المتجهات والمعادلات الخطية \VV‏ 


العكسي : هل يؤدي كل تحويل خطي إلى مصفوفة ؟ موضوع هذا البند هو الاجابة 
عن هذا السؤال (بالايجاب في حالة ” بعداً) . هذه النظرية هي أساس إحدى معالجات 
الجبر الخطي ‏ ننطلق من الخاصة )١(‏ ونوسع نتائجهاء وهي معالجة أكثر تجريداً من 
المنحى الرئيسي لهذا الكتاب . لقد فضلنا أن نبدأ بالمصفوفات وسنرى فيمايلي كيف 
غثل تحويلاً خطياً. 

نود أن نؤكد أن التحويل الخطي ليس بالضرورة من ”8 إلى "۸. فمن المقبول أن 
Jas‏ متتجهات من *8 إلى منجهات في فضاء مختلف "۸. .هذا تماما مايتم غمله يوساظة 
مصفوفة من النوع m Xn‏ . للمتجه الأصلي cx‏ « مركبة» وللمتجه الناتج عن عملية 
التحويل الذي هو × ث» am‏ كبة . إن القاعدة الخطية محققة بالمصفوفات المستطيلة e‏ 
لذاء فهى تكون تحويلات خطية . 
اا All lw baled‏ وة كليس عو سيب E‏ إن السليات التاق SA‏ 
)١(‏ هي جمع وضرب بعدد» إلا أن× و Lady‏ بالضرورة متجهات أعمدة من SLR”‏ 
فضاء متوقع » إلا أنه ليس الوحيد. بالتعريف »أي فضاء متجهات يجيز التركيبات cx‏ 
+dy‏ _"المتجهان' هما gx‏ ولكن يكن أن يكونا كثيرتي حدودأو مصفوفتين أو دالتين 
x (r y(t)‏ . مادام التحويل بين مثل هذه الفضاءات يحقق )1( فهو خطي . نأخذ 
كأمثلة الفضاءات oP,‏ حيث المتجهات كثيرات حدود من درجة n‏ . إنها من الصورة 
paagtayt +..ta, +"‏ » عدد أبعاد هذا الفضاء هو 1+ (بسبب وجود الحد الثابت» 
فان هناك 1+ n‏ معاملاً) . 
مثال ١‏ : عملية الاشتقاق :4/4 = ۸ خطية : 

20 Apa. د جع ف رم‎ ajt")'=a; +. ¢na,t™ . 
dt 

فضاءها الصفري ذو بعد واحد ويتكون من كثيرات الحدود الثابتة 0 = day ldt‏ . 
وفضاء الأعمدة هو , cp,‏ عدد أبعاده . الطرف الأيمن من (Y)‏ ينتمي Lasts‏ إلى هذا 
الفضاء . حاصل جمع الصفرية )=1( والرتبة )= (n‏ هو عدد أبعاد الفضاء الأصلي ,م . 


WA‏ الجبر الخطي وتطبيقاته 
مثال Y‏ التكامل من صفر إلى : هو تحويل خطي ٠‏ أيضاً (ينقل م إلى ر Py‏ 


1 
Ap =| (ag +... + ant’) 4 أوة د‎ + ... + 
0 


هذه المرة لايوجد فضاء صفري (ماعدا المتجه الصفري» كما هو JLH‏ دائماً) إلا 
أن التكامل لاينشىء جميع كثيرات الحدود ر cry‏ الطرف الأيمن في (۳) لايحتوي 
على حد ثابت . من المحتمل أن كثيرات الحدود الثابتة ستكون الفضاء الصفري 
اسار 
مثال ۴ الضرب بكثيرة حدود معينة مثل /3 +2 هو خطي 


= (2+ و3038‎ +..+ aat" ذا(‎ Ao +..+3a,t"* 


(۳) 


هذا يحول» lal‏ ,5 إلى ب يرم وليس هناك فضاء صفري ماعدا 0 = -p‏ 

في هذه الأمثلة » وفي جميع الأمثلة تقريباً » ليس من الصعب التأكد من الخطية . 
gual Tob‏ ذلك Lage‏ . إذا توفرت الخطية ف فمن المستحيل الاخفاق في اكتشافها 
كل حال» فهي المخاصة الأكثر أهمية بين الخواص التي يتمتع بها O Jat‏ . طبعا طبعاً 
ليست معظم التحويلات خطية» مثلاً تربيع كثيرة حدود ( “ممم )ء أو إضافة ان 
(Ap =p +1)‏ أو الاحتفاظ بالمعاملات الموجبة (A (Dar)‏ إن التحويلات تكون» 
خطية » فقط » حينما ترد إلى مصفوفات. 


التحويلات الممثلة بمصفوفات 

للخطية نتيجة مهمة : إذا كان Ar‏ معلوماً لكل متجه في الأساس» عندئذ يكون 
Ax‏ معلوماً لكل متجه في الفضاء بأكمله . النقترض آل الالساس ينك nyd‏ 
متجه کر eX‏ كل متجه آخر هو تركيب في هذه المتجهات (إنها تولد الفضاء) . 


. ولعل قابلية الانعكاس تتبعها في الاهمية‎ )١( 


فضاءات المتجهات والمعادلات الخطية WWS‏ 


الخطية تعين ×4 : 

إذاكان معى + ...+ ع (O) Ax =e; Axi (+... + Ca Axn) OB x‏ 
لن يبقى للتحويل 4 اختيار بعدما تقرر تأثيره على متجهات الأساس . بقية خواص 
التحويل تتحدد بالخطية . إن الشرط )١(‏ الخاص بمتجهين :دو ريؤدي إلى )٤(‏ من أجل 
«متجهاً ,,د......,. للتحويل مطلق الحرية في متجهات الأساس (إنها مستقلة) . وعندما 
تتعين هذه المتجهات فان التحويل بأكمله يتحدد . 

مثال ٤‏ سؤال : أي التحويلات الخطية ينقل 


0 3 1 : 
ar-|o | =]‏ و Ax, =| 3 lasi]‏ 
geal 1‏ ; 2 ر 5 $ 1 
يجب أن يكون ضرباً بالمصفوفة 
24 
A=|3 6‏ 
8 4 


إذا ابتدأنا بأساس مختلف (1,1) و )2-1 فإن هذا أيضاً هو التحويل الخطي الوحيد 


+l]‏ ار 


ولنجرب الآن مسألة جديدة : وهى إيجاد مصفوفة تمثل الاشتقاق ومصفوفة 
تمثل التكامل . يكن عمل ذلك عندما يتحدد الأساس . بالنسبة لكثيرات الحدود من 
الدرجة Y‏ (الفضاء ,م عدد أبعاده 6 ) هناك اختيار طبيعى للمتجهات الأساسية الأربعة : 


.“مع دوم , 4- وم pr=t‏ ,1= رم 


هذا الأساس ليس وحيداً (ولن يكون أبداً كذلك) إلاأن الاختيار ضروري وهذا 


We‏ الجبر الخطي وتطبيقاته 
أنسب اختيار. لنر ماهو تأثير الاشتقاق على هذه المنجهات الأربعة . إن مشتقاتها 
هى 2 gl 0,1 2: 3t‏ « 


Apa =2p2, Apa = Y3 -‏ .رمع Ap, =0, Apa‏ 
يؤثر التحويل 4 تاماً كمصفوفة. ولكن أي مصفوفة ؟ لنفترض أننا في الفضاء 
الرباعى المعتاد وبأساسه المعتاد ‏ المتجهات الاحداثية ,(0,1,0,0)-يم ,)1,0,0,0( حرم 
(0,0,0,1) حرم ,)0,0,1,0( حوم . عندئذ تكون المصفوفة المقابلة ل )0( هى : 


هذه هي ١مصفوفة‏ الاشتقاق» . Ap,‏ هو العمود الأول وهو صفري؛ Ap,‏ هو 
العمود الثاني وهو AP3 £P)‏ هو رم2 ؟ APs‏ هو وم3 . الفضاء الصفري يحتوي على ,م 
(مشتقة العدد الثابت تساوي الصفر) . فضاء الأعمدة يحتوي p pops‏ (مشتقة الدرجة 
الثالثة هي من الدرجة الثانية) . مشتقة أي تركيب آخر مثل 3 24 - 2+1 = م تتحدد 
بالخطية » وليس هناك أي شيء جديد حولهاء إنها الطريقة الوحيدة للاشتقاق . سيكون 
أمر غير معقول أن نتذكر مشتقة كل كثيرة حدود . 

يكن للمصفوفة التالية أن تشتق كثيرة الحدود : 
1 2 ;}0 
oll 1 |_| 2‏ 
3- | | 1- ]| 3 
0 1- || 0 


A 


باختصار » إن ا مصفوفة تنقل جميع ا معلومات الأساسية . إذا كان الأساس معلوماً 
والمصفوفة معلومة فإن التحويل الخطي يكون معلوماً. 

E نمام إلى تق‎ iA العلومات سط بالا‎ pelt 
أساس واحد. أما إذا كان التحويل من فضاء إلى آخر فان الأمر يتطلب أساساً لكل‎ 
منهما.‎ 


فضاءات المتجهات والمعادلات الخطية \A\‏ 


۲ش لنفترض أن المتجهات ...»هي أساس للفضاء ۷ 6 وأن ,لسر 
أساس Welai‏ . عندئذ يمثل كل تحويل خطي 4 من ۷ إلى W‏ بمصفوفة . نحصل على 
العمود زيتطبيق aed FGA pols arte he A‏ ره EU‏ ز4۸ تركيب في المركبات ز«. 
معاملات هذا التركيب من العمود ز. 

AX; =ajyi + jY2 +--+ AmjYm- 

في مصفوفة الاشتقاق ينتج العمود الأول عن متجه الأساس الأول pal‏ مشتقته 
تساوي الصفر» وهكذا »فان العمود الأول أصفار. العمود الأخير نتج 
didi (t 3) = 3 os it‏ . ا أن Op,‏ خوم3جوم0 +رم0 = :3 ¢ فان العمود الأخير 
يحتوي على 0,0,3,0 . القاعدة )1( كونت المصفوفة . 

نفعل الشيء نفسه بالنسبة للتكامل . هذا ينقلنا من الدرجة الثالثة إلى الرابعة 
محولا w=, JIV=P;‏ لذاء فإننا نحتاج SULT‏ 17. الاختيار الطبيعي هو 

“دور 8 Y=‏ دور : - ور اك رار الذي يولد كثيرات الحدود من الدرجة 
الرابعة . ستكون المصفوفة من النوع ”7 أو 4 × 5 وهي تنتج عن تطبيق التكامل على 
كل ance‏ أساس ل ۷: 

Ax,=+ys أو‎ [easy wn AX} =y2, gl ie di=t 

وهكذا فان المصفوفة الممثلة للتكامل هي : 


0 0 0 
0 0 0 
0}. 
0 


1 
4 


0 
1 
Ain = | 0 
0 
0 


© On- 
© عبن‎ 


ملاحظة : ننظر للاشتقاق والتكامل على أنهما عمليتان متعاكستان . أو على 
الأقل» إذاتبع الاشتقاق التكامل فاننا نرجع إلى الدالة . لكي نظهر ذلك على 
المصفوفات» نحتاج لمصفوفة الاشتقاق من الدرجة الرابعة إلى الثالثة والتي هي من 


\AY‏ الجبر الخطي وتطبيقاته 
النوع K5‏ 


A ون‎ Aim = 1 3 Agit = 
1 


إن الاشتقاق هو معكوس يساري للتكامل. لكن المصفوفات المستطيلة 
لايمكن أن يكون لها معكوسان من الجانبين ! في الترتيب العكسي» لايمكن أن 
Ain Aai FOR‏ صحيحاً . يفشل ذلك في العمود الأول الذي هو صفر في مصفوفة 
الجداء ذات النوع 5 × 5. مشتقة العدد الثابت تساوي الصفر . من أجل الأعمدة الأخرى 


News 


. ١1" gat” هي مصفوفة الوحدة وتكامل مشتقة‎ Ain Aai 
H ASI, P والاسقاط‎ Q الدوران‎ 
وانعكاس فى‎ ox واسقاط على محور‎ » "4٠ ابتدأ هذا البند بدوران قدره‎ 


al? ok rele Sh welt af 


( إنعكاس ( (إسقاط)  Cols)‏ 
من الطبيعي أن تكون التحويلات الخطية المرافقة للمستوي IS x - y‏ بسيطة» 
لکن MEIER J iu‏ واسقاط على مستقيمات أخرى» وانعكاسات 
على مرايا أخرى» جميعها تقريباً سهلة التصور. فهي تظل تحويلات خطية شريطة أن 
تبقى نقطة الأصل ثابتة : 0 =0 A‏ ويجب أن ptf‏ بمصفوفات باستخدام الأساس 

الطبيعي | 9 | da].‏ نود أن نتعرف على هذه المصفوفات . 


-١‏ الدوران : يظهر الشكل (A-Y)‏ دوراناً بزاوية 6 . كذلك» يبين التأثير على 
متجهي الأساس . الأول ينتقل إلى (cos 0 sin O)‏ وطوله لايزال واحداًء ويقع على 


قضاءات المتجهات والمعادلات الخطية 18 


«المستقيم » . ويدور متجه الأساس الثاني (0,1) إلى )© 0,05 (Csin‏ . باستخدام القاعدة 
)1( تظهر ر هذه الأعداد في أعمدة المصفوفة» نرمز ب ء وء للدالتين „sin gcos‏ 

تعطينا هذه الجماعة من الدورانات و0 فرصة ممتازة لاختبار العلاقة بين 
التحويلات والمصفوفات : 


c —s} c=cos0 
MF “| s = sin 0 


شكل (۸-۲). دوران بزاوية 0: الهندسة والمصفوفات 
هل معكوس و۵ هو Og‏ (دوران تراجعي بزاوية f(O‏ نعم 


ala 4 
“10 1} 
هل مربع و0 هو ور © (دوران بضعفي الزاوية) ؟ نعم‎ 
wale “Ee 3 graif -2cs | _ | cos20 -sin 20 
© |s cells ¢] | Bes c? -s? | | sin26 ~~ cos 20 | 


هل جداء Qg‏ ب Oy‏ يساوي ب و۵ (دوران بزاوية © ثم بزاوية ©) ؟ نعم 


c s 
S Cc 


c -S 
5 c 


QoQ-e = 


cos © cos Q - sin © sin |p ——— 
sin © cos Ọ + cos © sin ¢ ——— 


262 = 


cos (O+@) - sin ( © + ¢) af 
sin(O+ 9) cos(@+q)| 79+9 


AÉ‏ الجبر الخطي وتطبيقاته 


الحالة الأخيرة تحوي الحالتين الأوليين. يظهر المعكوس عندما © تساوي0 - 
ويظهر التربيع عندما © تساوي 8+. جميع الأسئلة الثلاثةتم اثباتها باستخدام المتطابقات 
المثلثية (وهي تعطينا طريقة جديدة لتذكر هذه المتطابقات) . من الطبيعي أنه لم يكن 
مصادفة أن تكون الاجإبات نعم. إن ضرب المصفوفات عرف بحيث يقابل جداء 
المصفوفات جداء التحويلات . 

لات لنفترض أن 4 و B‏ تحويلان خطيان من ۷ إلى W‏ ومن SU‏ ۷. الجداء AB‏ 
يبدأ بمتجه » في 1 الذي ينتقل إلى Bu‏ في V‏ وينتهي إلى BABU‏ ۷ . هذا "الت ر کیب 48 
هوه أيضاً e‏ تحويل خطي (من 7 إلى 17). المصفوفة التي تمثله هي جداء المصفوفتين 
المثلثيتين د ۸و 8. 

لقدتم اختبار ذلك سابقاً من أ A gig Ain‏ حيث التحويل ELI‏ كان التطابق 
(كذلك كان الأمر بالنسبة ل 4,4 التي ألغت جميع الثوابت). بالنسبة للدورانات» 
فإن ترتيب الضرب غير ضروري- تمثل UVW‏ المستوي y‏ - »كاملا » وكانم 0 
م0مطابقاً لو0 ۾ . بالنسبة للاسقاط والانعكاس ٠‏ فإن تغيير الترتيب يؤدي إلى 


ملاحظة فنية : لتكوين المصفوفات» نحتاج أساساً لكل من V‏ و W‏ وكذلك لا و 
V‏ . إذا احتفظنا بالآساس نفسه ل۷ فإن مصفوفة الضرب تنقل تماماً أساس SU‏ ساس 
W‏ . إذا ميزنا بين التحويل A‏ وبين مصفوفته (التي سنرمز لها ب[4]) فإن قاعدة الضرب 
Y‏ ت تصبح دقيقة JEA JEB] : LU‏ 48]. لنعيد القول : إن قاعدة ضرب المصفوفات 
في الفصل الأول كانت محددة تماماً من خلال هذا eb ai‏ بحيث تتفق مع ضرب 
التحويلات الخطية . نصل الآن إلى أمثلة محددة بمصفوفات جديدة . 


¥- الاسقاط 
يظهر الشكل )4-1( مسقط )1,0( على المستقيم 8 . إن طول المسقط 9 „c =c0s‏ 


فضاءات المتجهات والمعادلات الخطية \Ao‏ 


لاحظ أن نقطة المسقط ليست (,©)» كما ظننت خطأ؛ هذا المتجه طوله 1 (إنه نتيجة 
الدوران) . طول مسقط )1,0( هو» مرة من متجه الوحدة ذاك» ccs) gl‏ بشكل 
مشابه» فإن مسقط )0,1( طوله s‏ ونقطة المسقط هي 55 6©) . ذلك يعطي العمود الثاني 
من مصفوفة الاسقاط . 


شكل (4-7). اسقاط على المستقيم e O‏ الشكل الهندسي والمصفوفة . 
هذه المصفوفة ليس لها معكوس» OY‏ هذا التحويل ليس له معكوس . تسقط 
نقاطاً مثل (©, ء-) من المستقيم العمودي على المستقيم © في نقطة الأصل . هذا المستقيم 
آخر» الاسقاط مرتين مثل الاسقاط مرة واحدة وم =” 5 
2 


p e cs 
= > 
cs s 


2 2 2 2 
ec ( +s") esc’ ts) 


2 2 2 2 
ce +5] 8 (+5 ) 


=P. 


بالطبع = ۸0+ 78و00 _ ك0 مصفوفة الاسقاط تساوي مربعها. إنها أيضاً 
متناظرة . 


“- الانعكاس : يبين الشكل )١٠١-1(‏ انعكاس (1,0) في المستقيم 6. إن طول 
المتجه EL‏ يساوي طول المتجه الأصلي » كما هو الحال بالنسبة للدوران» إلا أن هذين 
التحويلين مختلفان تماماً. هنا يبقى المستقيم 0 مكانه والمستقيم العمود يعكس اتجاهه . 
جميع النقاط تجتاز المرآة. قاعدة الخطية تحدد الباقي . 


= الجبر الخطي وتطبيقاته 

للمصفوفة H‏ هذه خاصة تلفت النظر . إن 1=” H‏ . انعكاسان متتابعان يعيدان 
إلى الأصل . وهكذا فان الانعكاس يساوي معكوسه H=H T‏ « وهو أمر واضح 
هندسياً ولكنه أقل وضوحاً من المصفوفة . إحدى المعالجات تتم من خلال العلاقة بين 


الانعكاسات والاسقاطات 28-1 = هذا يعني أن ×2۳ =×+ Hx‏ مجموع الصورة مع 
الأصل يساوي مثلي المسقط . إنها تؤكد أن : 


B? =(P-1) = 4P? -4P+1=1 


oY‏ كل اسقاط يحقق =P‏ م. 


شكل .)3١-7(‏ انعكاس حول المستقيم 9 : الهندسة والمصفوفة . 
هذه التحويلات الثلاثة إما أن تترك الأطوال كما هي (الدوران والانعكاس) 
أويقلص الطول (الاسقاط) . هناك تحويلات أخرى يكن أن تزيد الطول» مثل المط 
والقص» نجد ذلك » في التمارين . كل مثال له مصفوفة تمثله-هذا هو المحتوى الرئيسي 
لهذا البند. لكن هناك أسئلة حول اختيار الأساس ونؤكد أن المصفوفة تتعلق باختيار 
الأساس . مثال ذلك : 


فضاءات المتجهات والمعادلات الخطية \AV‏ 


0 بالنسبة للاسقاط» لنفترض أن متجه الأساس الأول يقع على المستقيم‎ )١( 
ومتجه الأساس الثاني عمودي عليه» عندئذ »تعود مصفوفة الاسقاط إلى‎ 
هذه المصفوفة تتكون كالمعتاد : عمودها الأول يتنج عن متجه الأساس‎ P=) 21 
الأول (الذي يسقط على نفسه) وعمودها الثاني ينتج عن متجه الأساس الثاني الذي‎ 
. يسقط على المتجه الصفري‎ 

CY)‏ بالنسبة للانعكاس» يعطينا الأساس نفسه | H=|! p‏ .ضيه اااي 
الثاني ينعكس على اتجاهه السالب لينتج العمود الثاني . المصفوفة 2PAN SY H‏ 
عندما يستخدم الأساس نفسه HJ‏ و P‏ 

8 بالنسبة للدوران» يمكن أن نختار متجهات الوحدة ثانية على المستقيم‎ (Y) 
وعلى العمود عليه . لكن المصفوفة لاتتغير. هذه المستقيمات تدور بزاوية0 و‎ 
السؤال حول اختيار أفضل أساس هو سؤال رئيسي وسوف نعود اليه‎ . g=]? z 
H في الفصل الخامس . الهدف هو جعل المصفوفة قطرية كما حصل بالنسبة ل و‎ 
قطرية» فان الأمر يتطلب متجهات مركبة حيث إن جميع المتجهات‎ © Jad لكي‎ 
ا حقيقية تدور.‎ 

نذكر هنا تأثير تغيير الأساس على المصفوفة» بينما يبقى التحويل الخطي كما 
هو. المصفوفة 4 (أو © أو أو CH‏ تتغير إلى AS‏ 5. وهكذا فان تحويلاً واحداً Ste‏ 
بمصفوفات مختلفة (من خلال أسس مختلفة تتمثل ب 5) . إن نظرية المتجهات الذاتية 
تؤدي إلى الصيغة TAS‏ 5 وإلى الأساس الأفضل . 


تمارين 


1-1-7 ماهي المصفوفة التي تأثيرها تدوير كل متجه "94٠‏ ثم» تسقط EU‏ على 


محور ؟ 


اة 


ا حبر الخطي وتطبيقاته 


ماهي المصفوفة التي تمثل إسقاطاً على محور ×متبوعاً بإسقاط على محور 
Sy‏ 

هل جداء 5 انعكاسات و A‏ دورانات للمستوي xy‏ ينتج دوراناً أم 
انعكاساً؟ 

تنج المصفوفة | © م | = 4 baz‏ باتجاه × . ارسم الدائرة 221 xy‏ 
وارسم حولها النقاط ( «2). الناتجة عن نقاط الدائرة بالضرب ب4. 
ماهو نوع المنحني ELI‏ ؟ 

كل مستقيم يبقى مستقيماً بعد تحويل خطي . إذا كانت في منتصف 
الطريق بين × و . برهن أن 42 تقع في منتصف الطريق بين AX‏ و AY‏ 
المصفوفة | O‏ | = 4 مصفوفة تؤدي إلى تحويل شق لايؤثر شيئاً في 
محور y‏ . ارسم تأثيرها على محور × وذلك ببيان ماذا يحدث LEN‏ 
)1,0( , )2,0( , (1,0)- وإلى ماتحول المحور كله ؟ 

ماهي المصفوفات من النوع 3 × 3 التي تمثل التحويلات : 

)1( تسقط كل متجه على المستوي E x-y‏ 

(Y)‏ تعكس كل متجه من خلال المستوي x -y‏ ؟ 

على فراغ كثيرات الحدود من الدرجة الثالثة رم » ماهي المصفوفة التي 
تمثل 474:7 $ انشىء المصفوفة ذات النوع 4×4 من أجل الأساس 
المعتاد * 7 et‏ . ماهو فضاؤها الصفري وماهو فضاء أعمدتها وماذا 
يعني ذلك بلغة كثيرات الحدود ؟ 

من كثيرات الحدود من الدرجة الثالثة إلى كثيرات الحدود من الدرجة 
الرابعة» ماهي المصفوفة التي تمثل الضرب ب2+3 $ تنتج أعمدة المصفوفة 
4 ذات النوع 4× 5 عن تطبيق هذا التحويل على متجهات القاعدة : 


2 3 
ود ,1ح رد‎ =t, x= X4 =1 


۰-1-۴ 


ا 


W=T=¥ 


TY 


\é-1-Y 


\o-—1-¥ 


1-0-7 


فضاءات المتجهات والمعادلات الخطية ۸۹ 


حلول المعادلة التفاضلية الخطية »= :4/4 تكوّن فضاء متجهات OV)‏ 
أي تركيب للحلول هو أيضاً حل) . أوجد حلين مستقلين» وذلك 
لاعطاء أساس لهذا الفضاء . 

بالقيم البدائية =x‏ »و duldt=y‏ عند o‏ = ۲» ماهو تركيب متجهي 
الأساس فى التمرين ٠٠-٠-۲‏ الذي يحل المعادلة ؟ . يعد هذاالتحويل 
من القيم البدائية إلى الحل خطياً؛ ماهي مصفوفته ذات النوع 2 ×2 
(استخدام 0= 0y =l, 5x =1,y‏ = + أساساً ل ۷ وأساساً من أجل 
S(w‏ 

تحقق مباشرة من ccs?‏ أن مصفوفة الانعكاس تحقق 1= -H‏ 
نفرض 4 تحويلاً خطياً من المستوي ر «إلى ذاته. برهن أن "4 هي أيضاً 
تحويل خخطي (إذا وجد) . إذا كان See A‏ بالمصفوفة eM‏ فسر BU‏ 
M14 Seat‏ 

Liga جداء تحويلات خطية ينطلق من متجه ×فيعطي‎ ٣ 
تصل إلى‎ u على‎ AB بتطبيق‎ (SY) وتنتج قاعدة التدرج‎ cu = 0 
. (AB)Cx 

)١(‏ هل ستكون النتيجة ذاتها بتطبيق © ثم B‏ ثم A‏ بصورة منفصلة ؟ 
(Y)‏ هل تكون النتيجة ذاتها بتطبيق BC‏ متبوعاً ب 4 ؟ إذا كان ذلك فإن 
الأقواس غير ضرورية وإن القانون التجميعي ( (AB CHA (BC‏ صحيح 
من أجل التحويلات الخطية . ضم إلى قاعدة الضرب ۲ت هذا البرهان 
الذي هو أفضل برهان لهذا القانون المصفوفي . 

برهن أن 42 تحويل خطي إذا كان ۸ كذلك (مشلاً» الانتقال من / 
إلى AR*‏ 

فضاء المصفوفات من النوع 2 ×2 يقبل "المتجهات' الأربعة التالية 
اساسا : 


ا 


\¥=1-3 


\A-1-¥ 


۱۹-1-۲ 


aE 


¥\=1-7 


الجبر الخطي وتطبيقاته 
Gab EF EF‏ 131 


اعتبر التحويل الخطي هو نقل كل مصفوفة من النوع 2 × 2 وأوجد 
مصفوفته A‏ بالنسبة لهذا الأساس . لماذا ÇAP‏ 

أوجدمصفوفة من النوع 4×4 تفل دورة تباديل وکن 
متجه ( رور ) يتحول إلى ( دږ ږدر») ماهو تأثير”4؟ برهن أن 


AA 


أوجد المصفوفة 4 ذات النوع 3 × 4 التي تمثل التغيير اليميني : يشحول 
كل متجه )4205 1( إلى )19.09 Oo‏ . أوجد» أيضاً » مصفوفة التغيير 
اليساري B‏ من “۸ إلى oR?‏ التي تحول ( ودود ») إلى( وودرم . 

ماذا يمثل الجداءان AB‏ و BA‏ ؟ 

لنفرض في فضاء متجهات كثيرات الحدود من الدرجة ASW‏ 
oP = agtayx tap tax”‏ أن 5 المجموعة الجزئية التي تحقق عناصرها 
pao‏ | . قق من tas psoas‏ جزيا وآوجد له اساسا 

يكون تحويل غير خطي SUB‏ للعكس إذا تحقق الوجود والوحدانية ؛ 
ل5-( ) محل واحد فعلاً لكل ط. المثال 2 - ( ») /غير قابل للعكس 
oY‏ للمعادلة =o‏ حلين إذا كان Le ged‏ ولايوجد لها حل إذا كان 
سالباً. أي التحويلات التالية (من الأعداد الحقيقية ۸ إلى الأعداد 
الحقيقية (CR!‏ قابل للعكس ؟ ليس خطياً وليس أيضاً (ج) : 

sede f(x) =x (|)‏ رع ) رز (ج)1ا f(x) = cos xo) f(x) xt‏ . 
ماهو محور الدوران وزاوية الدوران للتحويل الذي ينقل laaa)‏ 


Catar) 


فضاءات المتجهات والمعادلات الخطية ينا 


أوجد أساساً لكل من الفضاءات الحزئية من * 8 : 

(أ) المتجهات التي يكون فيها ,2۸ = 64 

(ب) المتجهات التي يكون فيها 0 =و×+ر ×+ × و 0 e t=‏ 

(ج) الفضاء الجزئي المولد بالمتجهات (2,3,4,5) , (1,2,3,4) , (1,1,1,1)» 
بايجاد أساس» صف فضاء جزئياً ذا بعدين من ۸ لايحوي أي واحد 
من المتجهات الاحداثية : )0,0,1( , (0,1,0) , )1,0,0( . 

صح أم خطأ مع مثال معاكس في حالة الخطأ 

)١(‏ إذا كانت المتجهات ...× تولد فضاء جزئياً ك» فان عدد أبعاد 
S‏ يساوي 71. 

(Y)‏ لايمكن أن يكون تقاطع فضاءين جزئيين من فضاء متجهات ١‏ خالياً. 
(Y)‏ إذا كان x =y OG Ax =Ay‏ 

SSE عليه بجعل 4 ذات‎ J padl لفضاء أسطر 4 أساس واحد يکن‎ (E) 
. مدرج‎ 

)0( إذا كان لمصفوفة مربعة أعمدة مستقلة هل يكون ذلك APS‏ 

ماهو الشكل المدرج U‏ للمصفوفة : 


2 7 3 2 1 
ماهو عدد أبعاد كل من الفضاءات الجحزئية الأساسية الأربعة ؟ 
أوجد الرتبة والفضاء الصفري لكل من المصفوفات : 


0 0 1 0 0 1 3 
A=|0 0 1 0 0 1 2]. 
1 1 0 


1 


NNE 


= 


الجبر الخطي وتطبيقاته 
te gl‏ اساسا لكل من الفضاءات الأربعة الأساسية المرافقة لكل من : 


ali ah الا‎ el 18 

ماهو الحل الأكثر عمومية للنظام 2= مده , دس عدي ؟ 

(أ) أنشىء مصفوفة يحوي فضاؤها الصفري (1,1,2) = × 

(ب) أنشىء مصفوفة يحوي فضاؤها الصفري اليساري (1,5) - Y‏ 
(ج) أنشىء مصفوفة يولد فضاء أعمدتها بالمتجه (1,1,2) وفضاء أسطرها 
بالمتجه (1,5) 

(د) إذا اعطيت أي ثلاثة متجهات من RE‏ وأي ثلاثة متجهات من CRD‏ 
هل توجد مصفوفة من النوع 5 ×6 يولد فضاء أعمدتها بالمتجهات الثلاثة 
الأوائل ويولد فضاء أسطرها بالثلاثة الأواخر. 

في فضاء متجهات المصفوفات من النوع 2 × 2ء 

(D)‏ هل مجموعة المصفوفات من الرتبة )١(‏ تكون فضاء جزئيا؟ 
(ب) ماهو الفضاء الجزئي المولد بمصفوفات المبادلة ؟ 

(ج) ماهو الفضاء الجزئي المولد بالمصفوفات الموجبة (جميع 0< ») ؟ 
(د) ماهو الفضاء الجزئي المولد بالمصفوفات القابلة للعكس؟ 

ابتكر فضاء متجهات يحوي جميع التحويلات الخطية من "۸ إلى "۸ . 
عليك أن تقرر عليها قاعدة جمع . ماهو عدد أبعاده ؟ 

(أ) أوجد رتبة المصفوفة 4 وأساساً لفضائها الصفري : 


1 120121 
21 002200 
A=LU= >11 |lo00 001 

3241000060260 0 0 


\g-Y 
10-۲ 


فضاءات المتجهات والمعادلات الخطية yaY‏ 


(ب) صح أم خطأ : الأسطر الثلاثة الأوائل من lu‏ لفضاء أسطر 
A‏ 

الأعمدة 1,3,6 من أساس لفضاء أعمدة A‏ 

أسطر 4 الأربعة أساس لفضاء أسطر 4. 

(ج) أوجد أكبر عدد Se‏ من المتجهات المستقلة b‏ بحيث يكون للنظام 
Ax =b‏ حل . 

(د) في الحذف في oA‏ ماهو مضاعف السطر الثالث الذي يطرح ليعطل 
عمل السطر الرابع ؟ 

إذا كانت A‏ مصفوفة من النوع )1- (n‏ × # ورتبتها ۸-2 ماهو عدد أبعاد 
فضائها الصفري؟ 

استخدم حذفاً لايجاد العاملين المثلثيين LU‏ = 4 إذا كان : 

aaa 
bbb 
Reel 
bcd 
لتكون الأعمدة مستقلة‎ a,b,c ماهى الشروط التى تفرض على الأعداد‎ 
خطياً؟‎ 

هل تصلح المتجهات )1,43( , (2,3,6) , (1.1.3) FREI‏ 

أوجد أمثلة من المصفوفات بحيث يكون ade‏ حلول =b‏ نمه هو : 
)31001 1 يتعلق بم 

0 غير متعلق ب‎  )۲( 

(0)۳ أو ° متعلق رط 

١ (£)‏ دون النظر في ط. 

فى التمرين HL‏ » كيف ترتبط ٣‏ بکل من fm gn‏ 


۹-۲ 


yer} 


كاتا 


= 


i 


الجبر الخطي وتطبيقاته 


إذا كان × متجهاً من "8 و 42-0 لكل cy‏ برهن أن 0 -م. 

إذا كانت 4 مصفوفة من النوع Xn‏ ۸ بحيث يكون 2-4 4 ورتبة 4 تساوي 
«n‏ برهن أن :A=I‏ 

ماهو الفضاء الجزئي من فضاء المصفوفات من النوع 3× 3ء المولد 
بالمصفوفات الأولية Ej‏ حيث عناصر القطر وحدان ومالايزيد عن عنصر 
واحد غير صفري تحت القطر؟ 

ماهو عدد مصفوفات Dall‏ من النوع 5 × 5 ؟ هل هي مستقلة خطياً ؟ 
هل تولد فضاء جميع المصفوفات من النوع 5 × 5؟ ليس من الضروري 
كتابتها كلها . 

ما رتبة المصفوفة ذات النوع alin xm‏ جميع la pols‏ وحدان ؟ BL‏ 
تقول عن مصفوفة رقعة الداما حيث 0 a=‏ عندما يكون itj‏ شفعاً و a=‏ 
1 عندما يكون ز+: وتراً؟ 

(أ) تحت أي شروط لط يكون للنظام Ax=b‏ حل إذا كان : 

by 


b2 
bs 


3 
00 و‎ b= 
01 


(ب) أوجد أساساً للفضاء الصفري ل 4 . 

(ج) أوجد الحل العام للنظام Ax = b‏ عندما يوجد حل . 

a> sl (2)‏ ساسا laa‏ اعيدة ك 

(ه) ماهي Galas,‏ 

كيف يمكنك تكوين مصفوفة تحول المتجهات الاحداثية Sle ees‏ 
ol gre‏ الثلاثة المعطاة ودرره,,: ؟ متى تكون هذه المصفوفة قابلة 
للعكس؟ 


= 


Yo-Y 


Yv-Y 


YA-Y 


AY 


۳۰-۲ 


فضاءات المتجهات والمعادلات الخطية 140٥‏ 


إذا كانت ءءء واقعة فى فضاء أعمدة مصفوفة من النوع 35 » هل 
لهذه المصفوفة معكوس يساري ؟ هل لها معكوس ييني ؟ 

افرض أن 7 هي التحويل الخطي على ۸ الذي ينقل كل نقطة yw)‏ إلى 
(uty +w,u +v,u (‏ صف ماذا تفعل المصفوفة 7 بالنقطة (x,y,z)‏ 5 

(أ) كل فضاء جزئي من “۸ هو فضاء صفري لمصفوفة ما. 

(ب) إذا كان للمصفوفة 4 فضاء "4 الصفري نفسه»ء فإنه يجب أن تكون 
4 مربعة . 

(ج) التحويل الذي ينقل + إلى ط +× تحويل خطي (من ' 8 إلى RE‏ 
أوجد أساساً لكل من المصفوفات الاساسية الأربعة للمصفوفتين : 


03 
Ale slijt 41 
04 1 


(أ) إذا كانت أسطر 4 مستقلة خطياً A)‏ من النوع (m xn‏ فان رتبتهاهي 
دمو ee‏ هى و و و ee eee‏ 
(ب) إذا كانت 4 من النوع 10 × 8 وكان الفضاء الصفري ذا بعدين» 
برهن أن Ar=b‏ قابل للحل لكل 5. 

صف التحويل الخطي لمستوي -y‏ × المنسوب إلى الأساس المعتاد ,)1,0( 
(0,1) والممثل بالمصفوفة : 


mlo ah “| alea] 


)1( إذا كانت 4 مربعة» برهن أن الفضاء الصفري ل 47 يحوي الفضاء 
الصفري ل 4. 


۹1 


دا 
YY‏ 


كن 


الجبر الخطي وتطبيقاته 
(ب) برهن أيضاً أن فضاء أعمدة 4 محتوى في فضاء أعمدة A‏ 
متى Gat‏ المصفوفة A‏ ذات الرتبة المساوية للواحده 42-0 ؟ 
ALO)‏ جد أساساً لفضاء متجهات 86 التي تحقق 
مخ + -X =X + X4 = X5‏ 
(ب) أوجد مصفوفة بحيث يكون هذا الفضاء الجزئي فضاءً صفرياً لها . 
(ج) أوجد مصفوفة بحيث يكون هذا الفضاء الجزئي فضاء أعمدتها . 
نفرض أن المصفوفات الواقعة في PA=LU‏ هي : 


010010 0 1 -3 2 
1000||2 -1 4 2 1 
000114 2 9 1 4 
OO10||2 -1 5 -1 5 
[OOOH AL 4 2 1 
_|0100|0 0 1 -3 2 
“J11L10})/0 0 0 0 2 
21:00:10 0 0 O 8 


(ب) ماهو فضاء أسطر /؟ 

(ج) صح أم خطأ : الأسطر 1,2,3 من 4 مستقلة خطياً. 
(د) ماهو أساس فضاء أعمدة GA‏ 

(ه) ماهو عدد أبعاد الفضاء الصفري الأيسر ل FA‏ 
(د) ماهو الحل العام للنظام 0= ×۸ ؟ 


CP رهس‎ 


١-۳‏ المتجهات المتعامدة والفضاءات الحزئية القائمة 

لقد تعرفنا في الفصل السابق على الأساس . جبرياًء إنه مجموعة من 
المتجهات المستقلة التي تولد الفضاء . هندسياً» إنه مجموعة من محاور الاحداثيات. 
يموق فض اء ستجهات بصوزة مستقلة عن TY. gle‏ في كل مزة لجأ إلى 
المستوي y‏ × أو إلى الفضاء ذي الأبعاد الثلاثة أو”# حيث المحاور ظاهرة . علاوة 
على ذلك لقد استخدمت هذه المحاور متعامدة ! كما أن ا محاور الاحداثية الت يأنشأها 
الفك ر كلها chlas e‏ متعامدة . عندما نختار أساساً نحاول اختيار أساس متعامد. 

إذا كانت فكرة الأساس إحدى أسس الجبر ا لخطي» فان فكرة جعلها متعامدة 
ليست متخلفة كثيراً عنها . نحتاج إلى أساس لتحويل الهندسة إلى حسابات جبرية » 
ونحتاج إلى أساس متعامد لجعل هذه الحسابات سهلة . هناك Laje‏ » تخصيص 
اضافي» وهو الذي يجعل الأساس قريباً من الأمثل : سيكون للمتجهات طول يساوي 
الواحد. يكن لذلك أن ينهي الموضوع ولكن لنكوّن الأساس» نحتاج إلى معرفة : 

)١(‏ طول المتجه 

e اختبار تعامد المتجهات‎ (Y) 

(Y)‏ كيف نكوّن متجهات متعامدة من متجهات مستقلة خطياً. فوق ذلك» 
يجب أن ندخل الفضاءات الجزئية في الصورة. يمكنها أيضاً أن تكون متعامدة . 


14۷ 


YA‏ الجبر الخطي وتطبيقاته 
سنكتشف شيئاً جميلاً وبسيطاً ومن البهجة معرفته» وهو أن كل واحد من الفضاءات 
ا جزءية الأساسية متعامد مع فضاء آخر منها . إنها متعامدة مثنى» اثنان فى R”‏ واثنان 
في "۸ إن ذلك يتم النظرية الأساسية للجبر الخطى . 


(a) (b) 
. شكل( 1-7). طول متجه من الفضاء الثنائي البعد والثلاثي‎ 


الخطوة الأولى هي إيجاد طول متجه . يمثل بالرمز ||×|| وهو في الفضاء ذي 
البعدين طول وتر مثلث قائم (شكل ٠ ٠-۴‏ أ) . قد أعطي مربع الطول منذ زمن طويل 
من قبل فیثاغو رس Pythagoras‏ ندب ربس ||| . 

في الفضاء ذي الأبعاد الثلاثة ‏ المتجه ga x= (Xota)‏ قطر متوازي مستطيلات 
(1-7»ب). ينتج طوله عن تطبيق نظرية فيثاغورس مرتين . في المرة الأولى » أعطانا 
الفضاء ذا البعدين القطر (0.ر »)= 04 الذي يقع في القاعدة ويحقق 
“ةد 04 . إنه يصنع زاوية قائمة مع الضلع الرأسي (الشاقولي)(,::0,0): لذاء 
يمكننا تطبيق نظرية فيثاغورس من جديد (في مستوي 48 و (OA‏ طول الوتر في المثلث 
8 هوالطول ||| الذي نريده وهو معطى بالعلاقة : 


| 2 _ OA” + AB’ =x; +x3 ee 


يمكن تعميم ذلك على متجه ذي x = (Xp pe Xp) faun‏ مباشرة» 5 الطول || Ilx‏ 


YSS Abel 


متجه من R"‏ هو ا جذر التربيعي ا موجب للعدد : 


)1( 
يكافىء ذلك » هندسيا » تطبيق نظرية فيثاغورس 1-/مرة» يضاف في كل خطوة 
بعل جديد . يتفق مجموع المربعات مع الجداء بء لذاء طول (1,2,3)= × يساوي 


1 
x'x=[1 2 o] I 
-3 


لنفترض أن لدينا متجهين xy‏ (شكل ۲-۳). كيف Ke‏ أن نقرر ما إذا كانا 
متعامدين أو غير ذلك ؟ بقول آخر ماهو معيار التعامد ؟ يمكن الاجابة عن هذا السؤال 
في المستوي ذي البعدين» من قبل علم المثلثات . نحتاج إلى تعميم ذلك على "8 
ومع ذلك» سنبقى في المستوي المولد ب ر×. داخل هذا المستوي» يكون x‏ متعامدا مع y‏ 
إذا أمكنهما تكوين مثلث قائم ويمكننا استخدام قانون فيثاغورس معياراً : VED Se‏ 
متعامدين إذا كان : 


و2 


3 


ži x 
xy المثلث المستوي بأضلاعه ر‎ . (Y-Y شكل(‎ 


|x l? + |» l? =lx-y iig‏ فق 
بتطبيق القانون »)١(‏ يأخذ هذا الشرط الصورة : 


Nie‏ الجبر الخطي وتطبيقاته 


2 2 2 2 2 23 2 2 
(x; Fax ELY tta E E adh Ka Na +( 97 ++, |. 


يختصر جزء من الطرف الأيمن مع الطرف الأيسر الذي ينشر كمايلي : 
الود ...+ (x? +... +22) -2 (cry) +... tava) + ÛÎ‏ 
تتحقق المساواة (Y)‏ عندما يكون مجموع الجداءات المتصالبة مساوياً الصفر : يكون × 
و« متعامدين إذا كان : 
)۳( 
لاحظ أن هذا المقدار هو بالضبط gagy‏ حاصل ضرب مصفوفة من النوع 
×1 (مصفوفة السطر (x‏ بمصفوفة من النوع 1× (مصفوفة العمود «) : 


(4) 


yı 
> | Sxpyy +. tAm 
Yn 


إذا استخدمنا رمز التجميع فان ماسبق يأخذ الصورة × ر< . (وهو le Ladd‏ 
يظهر هذا التركيب في كل دراسة في كل هندسة ذات « بعداً . يدعى هذا المقدار» في 
بعض الأحيان « الجداء العددي للمتجهين ويمثل بالرمز SS (ny) shay‏ نفضل تسميته 
الجداء الداخلي والمحافظة على الرمز رآ« : 


۳-آالمقدار رآ هو الجداء الداخلي للمتجه : في المتجه رمن "8. إنه يساوي 
الصفر إذا وإذا فقط كان ر متعامدين . 


مفهوم الطول والحداء مرتيطان بالعلاقة | = =x, Passe +x‏ . المتجه 


الصفري هو المتجه الوحيد الذي طوله يساوي الصفر -بقول آخر» هو المتجه الوحيد 
المتعامد مع نفسه_إنه صفر المتجهات . المتجه 0 = x‏ متعامد مع أي متجه من الفضاء "۸ . 


aN التعامد‎ 


مثال .)1-,2,2(= + متعامد مع (1,2.2-)= «. طول كل منهما يساوي 
3= 4+4+1/. 

يدرس البند التالى المتجهات غير المتعامدة؛ سيعطى الجداء الداخلى Dalja y‏ 
هذين المنجهين . يعطي اتا الى iad‏ طريعيا جيب العام في قضاء سععه ا 
تحقق زاوية متجهين متعامدين 6050-0 . سنبقى في هذا البند مع الزوايا القائمة. 
وسيكون هدفنا فهم الفضاءات الحزئية الأساسية الأربعة والخاصة التي سنراها بعد 
ذلك هي التعامد. 

نلاحظ أولاًء أن هناك ارتباطاً بسيطاً بين الاستقلال الخطي والتعامد . إذاكانت 
ا متجهات غير الصفرية ,۷..... ١‏ متعامدة مثنى |S)‏ متجه متعامد مع أي متجه آخر) 
فانها مستقلة خطياً . 


أن يكون مساوياً الصفرء نكوّن الجداء الداخلي لطرفي هذه العلاقة بالمتجه 7 : 
vi (civi +... + Ek) =v10=0.‏ )0( 

لما كانت المتجهات y‏ متعامدة pia‏ » فانه لايبقى فى المعادلة )0( سوى حد واحد» 
.7790-0 رءوبسبب فرضنا أن جرس م فان cv v0‏ وبذلك نجد أن 
0 -ر». هذا الأمر صحيح من أجل أي ce‏ لذاء فالتركيب الوحيد المساوي للصفر هو 
التركيب التافه حيث كل 0 - . أي أن المتجهات مستقلة خطياً . 

إن أهم متجهات متعامدة مثنى هي مجموعة المتجهات الاحداثية ٠...٠,‏ في 
R"‏ إنها أعمدة مصفوفة الوحدة وهي تكوّن أبسط أساس للفضاء "۸ . إنها متجهات 
وحدة طول كل واحد منها !=| lle;‏ . إنها تشير إلى اتجاهات محاور الاحداثيات . إذا 
دار هذا النظام من المتجهات» فانه ينتج عن ذلك أساس نظامي متعامد جديد وهو 
نظام جديد من متجهات الوحدة المتعامدة مثنى . في المستوي» يعطي هذا الدوران ; 

vı = (cos@, sin 6), v2 = (- sin®, cos 8). 


يعطى ذلك STV‏ للطول )1 = vi‏ آ۷ و 1= (vive‏ وللتعامد0 = VP va‏ 


ا الجبر الخطي وتطبيقاته 
الفضاءات الجحزئية المتعامدة 

نصل الآن إلى تعامد فضاءين جزئيين . يتطلب ذلك أن يكون كل متجه من 
فضاء جزئي متعامد مع أي متجه من الآخر . في الفضاء ذي الأبعاد الثلاثة المعتاد» 
تمثل الفضاءات الجزئية بمستقيمات أو بمستويات مارة من نقطة الأصل» وفي الحالتين 
القصويين» بنقطة الأصل نفسها أو بالفضاء الكلي . يمكن أن يكون عدد أبعاد الفضاءات 
الجزئية 0,1,2,3 الفضاء الجزئي }0{ متعامد مع كل فضاء جزئي . يكن لمستقيم أن 
يكون متعاه دامع مستقيم آخر أو مع مستو ولكن SEY‏ لست و أن يكون متعامداً مع 
مست وآخر”"". الفضاء الكلي R?‏ متعامد مع (0) فقط . في فضاءات من السعة cn‏ 
التعريف الأساسي للتعامد هو مايلي : 


”ب نقول عن فضاءين جزئيين ۷,۷ من R"‏ إنهما متعامدان إذا كان كل متجه v‏ 
من V‏ متعامد مع كل متجه w‏ من W‏ 0= لكل s vw‏ 


مال لنفرض Vol‏ هو المستوي المولد بالمتجهين (1,1,0,0)=ر» و v=(1,0,0,0)‏ وأن 
W‏ هو المستقيم المولد بالمتجه (0,0,4,5)- w‏ . بماأن «متعامد مع كل من viva‏ فان المستقيم 
W‏ متعامد مع المستوي V‏ كاملاً . 

في هذه الحالة» حيث الفضاءان الجزئيان من بعد وبعدين في *۸» سيكون 
هناك مكان لفضاء جزئي ثالث . إنه المستقيم 1 الذي يحمل المتجه )4-,0,0,5(= 2 
والمتعامد مع ۷و۷ . مجموع هذه الأبعاد2+1+1-4: ولايوجد متجه. سوى المتجه 
الصغري » متعامد مع كل من ۷,۷,1 


)١(‏ نقبل أن الحائط الأمامي والحائط الجانبي في غرفة مستويان متعامدان من ۸3 . لكنهماء 
وفق تعريفناء غير متعامدين OY‏ يكن ايجاد مستقيمين «. ۷ فى هذين الحائطين» على 


E i التعامد‎ 


لنبرر OYI‏ اهتمامنا بمفهوم التعامد. أهمية هذه الأشياء أنها لاتأتي عرضاً بل 
تأتي زوجاً في كل مرة. في الحقيقة» الفضاءات ال جزئية المتعامدة أمر لامفر منه . إنها 
الفضاءات ا جزئية الأساسية ! هناك أربع فضاءات جزئية وتظهر مثنى . 

الزوج الأول هو الفضاء الصفري وفضاء الأسطر . إنهما فضاءان من HR"‏ 
للأسطر « مركبة لذاء فهي متجهات ×4. علينا أن نبرهن» باستخدام المعادلة 0= Ax‏ 
فقط أن أسطر 4 متعامدة مع ا متجه ×. 

۳ ج فضاء الأسطر متعامد مع الفضاء الصفري (في ”8) وفضاء الأعمدة متعامد 
مع الفضاء الصفري الأيسر (في R”‏ 

البرهان الأول . لنفرض × متجهاً في الفضاء الصفري . لذا 0 -عه؛ ويمكن 
كتابة هذا النظام ذي m JI‏ معادلة بصورة أكثر وضوحاء 


©) 
oes ١ سطر‎ ee Xi 0 
Ax =|= ۲ سطر‎ ae 23 0 0 ' 
ideo a žy 0 


النقطة الأساسية واقعة مسبقاً في المعادلة الأولى : السطر الأول متعامد مع ×. 
إذ أن جداءهما الداخلي يساوي الصفر ؛ هذه هي المعادلة . تذكر المعادلة الثانية الشيء 
ذاته من أجل السطر الثاني . بسبب وجود الأصفار في الطرف الأيمن 6 يكون ×متعامداً 
مع كل سطر . لذا » فانه متعامد مع كل تركيب للأسطر . كل × من الفضاء الصفري 
متعامد مع كل متجه من فضاء الأسطر لذاء فان (2)47. MAL‏ 

الفضاءان OLS A‏ المتعامدان الآخران ينتجان عن 0= Ay‏ أو 0= ۸"ر : 

(v) 


T. 
y A =| = Ym 


مه ناعمو = 
م6 م ناعم عق ده 
1 
© 
= 


eê‏ الجبر الخطي وتطبيقاته 

المتجه y‏ متعامد مع كل عمود. تبين المعادلة ذلك بسبب أصفار الطرف الأيمن. 
لذاء فان y‏ متعامد مع كل تركيب للأعمدة. إنه متعامد مع فضاء الأعمدة وإنه متجه 
غوذجي من الفضاء الصفري اليساري: MA 4_1 A)‏ إن ذلك مماثل 
تمامًللنصف الأول من النظرية وذلك بتعويض 4ب AT‏ 

البرهان الثاني نريد أن نحقق النتيجة ذاتها بطريقة خالية من الاحداثيات . سيفيد 
التباين بين هذين البرهانين القارىء Lace‏ فيعطيه مثالاً خاصاً لبرهان مجرد مقابل 
برهان مشخص . إنني متأكد أن هذا البرهان سيكون أشد وضوحاً وأشد رسوخاً. 

لنفرض أن × متجه من الفضاء الصفري و v‏ متجه من فضاء الأسطر . لذا0 = ×۸4 
و 47= «من أجل متجه محدد. (المتجه ؛ تركيب للأسطر GY‏ واقع في فضاء 
الأسطر). سطر واحد يكفي لبرهان كونهما متعامدين : 

(A) vy "x= (Az jx =z"Ax =z'0=0. 

مثال لنفرض أن 4 مصفوفة رتبتها تساوي الواحد» لذاء فإن فضاء أسطرها وفضاء 

: مستقيماق‎ ssl 


الأسطر مضاعفات (1,3) . يحوي الفضاء الصفري المتجه (3,1-) وهو متعامد مع 
الأسطر. فعلاً الفضاء الصفري هوء تماماً المستقيم العمودي على R?‏ وهو يحقق : 


[1 3] =0 , [2 6] sö; [3 a7 


=0. 


x] 
X2 


Xı 
x2 


بالمقابل » يقع الزوج الآخر من الفضاءات الجزئية في R?‏ وهما : فضاء الأعمدة 
وهو مستقيم يحمل المتجه )1,2,3( والفضاء الصفري اليساري مستوي . يجب أن يكون 
ا مستوي العمودي 0= وبرقجور2+رر. هذا هو «LE‏ محتوى 0= ۸ر : 


Vað التعامد‎ 


نلاحظ أن مجموع أبعاد الزوج الأول هو 1-2+! في الفضاء R?‏ ومجموع 
أبعاد الزوج الثاني (مستقيم ومستو) هو 14253 في الفضاء ۸. بصورة عامة مجموع 
ote‏ أبعاد فضاء الأسطر وعدد أبعاد الفضاء الصفري هو -rH -r)en‏ يحقق الزوج 
الثاني العلاقة (mr) =m‏ . هناك شيء آخر أكثر من التعامد قد ظهر وأطلب منك 
الصبر من أجل نقطة اضافية . 

من المؤكد أن الفضاء الصفري متعامد مع فضاء الأسطر_لكن ذلك ليس الحقيقة 
كاملة . )4( لايحوي فقط بعض المتجهات العمودية على فضاء الأسطر بل يحوي 
كل هذه ا لمتجهات . يتكون الفضاء الصفري من جميع حلول 0= Ax‏ 


تعريف إذا أعطينا فضاء جزئياً V‏ من cR"‏ فان فضاء جميع متجهات R”‏ المتعامدة 
مع V‏ يدعى ا متمم ا متعامد ل V‏ ويثل بالرمز V E‏ (يلفظ متعامد AV‏ 


إذا استخدمنا هذا المصطلح فان الفضاء الصفري A (A)‏ متمم متعامد لفضاء 
الأسطر A= RA:‏ .والعكس صحيح : يحوي فضاء الأسطر جميع متجهات 
R”‏ المتعامدة مع الفضاء الصفري . إن هذا الأمر لايتضح بصورة كافية من طريق الانشاء 
لأنه عند حل المعادلة 0 cAx=‏ ننطلق من فضاء الأسطر لنجد كل x‏ متعامد مع هذا 
الفضاء ؛ لذاء علينا أن نتحول إلى الاتجاه المعاكس . لنفرض أن متجهاًج من R‏ متعامد 
مع الفضاء الصفري ولكنه لايقع في فضاء الأسطر. إذا ما أضفنا كسطر اضافي 
للمصفوفة 4 فان ذلك قد يوسع في فضاء الأسطر دون أن يغير شيئاً في الفضاء 
الصفري . لكننا نعلم أنه يوجد قانون ثابت. «- (- »)+ء أو : 
عدد أبعاد (فضاء الأسطر)+ عدد أبعاد (الفضاءالصفري)- عدد الأعمدة 
ofle‏ هذين العددين الأخيرين لم يتغيرا عندما أضفنا السطر الجديد: فانه من 
المستحيل أن يتغير الأول . نستنتج أن كل متجه متعامد مع الفضاء الصفري واقع مسبقاً 
في فضاء RAD AM AY ee‏ 


نا الجبر الخطي وتطبيقاته 

إذا Lab‏ هذه المحاكمة ذاتها على 47 فاننا نحصل على النتيجة المرافقة : 
الفضاء الصفري الأيسر elais NAD‏ الأعمدة JS P(A)‏ منهما متمم متعامد للآخر 
في "۸ . وهذا ينهي النصف الثاني من النظرية الأساسية في الجبر الخطي . يعطي النصف 
الأول عدد أبعاد كل من الفضاءات الجزئية الأربعة» متضمناً الحقيقة التي تقول إن رتبة 
الأسطردريية الأعمدة: لقد أصبحنا الآن نعلم أن هذه الفضاءات ليس كل اثنين منها 
متعامدين» فقطء بل إنهما متتامان متعامدان . 


۳ د النظرية الأساسية في الجبر ا لخطي» الجزء ۲ 
الفضاء الصفري هو المتمم المتعامد لفضاء الأسطر في "۸ . 
الفضاء الصفري الأيسر هو المتمم المتعامد لفضاء الأعمدة في "۸. 


نعيد» هاتان القضيتان قابلتان للعكس . يحوي فضاء الأسطر كل متجه متعامد 
مع الفضاء الصفري . ويحوي فضاء الأعمدة كل متجه متعامد مع الفضاء الصفري 
الأيسر . إن ذلك حكم صحيح محتوى في وسط الكتاب» لكنه يقرر» تماماًء أي نظام 
معادلات قابل للحل ! بالنظر مباشرة» نلاحظ أن ( = ×4 يتطلب أن يقع b‏ في فضاء 
الأعمدة . وإذا نظرنا بصورة غير مباشرة» نجد أن ذلك يتطلب أن يكون b‏ متعامداً مع 
الفضاء الصفري الأيسر. 


۳ هتكون المعادلة طا = ×ه قابلة للحل إذا وإذاء فقط. كان 0- by‏ متى 


Aly =0 كان‎ 


العرض المباشر هو ايجب أن يكون ( تركيباً للأعمدة» . العرض غير المباشر «ط 
متعامد مع كل متجه متعامد مع الأعمدة». لايمكن اعتبار ذلك تحسيناً (ليوضع في 
وسط السطر). لكن» إذا وجد كثير من الأعمدة ومتجه أو متجهان فقط متعامدان 


Say التعامد‎ 


معهاء فمن السهل جداً التحقق من الشرط أو الشرطين 0= «"ط. هناك مثال سهل في 
البند (0-7) هو قانون كريتشوف في التوتر. يعد اختبارالصفر حول عروة أسهل بكثير 
من التعرف على تراكيب الأعمدة . 

مثال : مجموع الأطراف اليمنى في المعادلات التالية يساوي الصفر : 


1 -1 0||#1 4 Xx -X2 =b; 
0 1 -1 X2 = ba أو‎ X2 -X3 =b, 
1 0 ti b3 x3 -X1 =b3 


تكون هذه ال معادلات قابلة للحل )13 وفقط liJ‏ كان مجموع الأطراف اليمنى 
يساوي الصفر . كما أن التحقق من كون 0-وط+رط+,ط-الأمر الذي يجعل b‏ متعامداً 
مع (1.1.1) = «الواقع في الفضاء الصفري الأيسر ‏ أسهل من التحقق من كون م تركيباً 
خطياً في الأعمدة . وفق النظرية الأساسية» إنها الشيء ذاته . 


المصفوفة والفضاء الجزئي 

نريد أن نؤكد أنه يمكن VI‏ و ۷ أن يكونا متعامدين دون أن يکونا متتامين» 
عندما يكونا صغيري السعة . المستقيم V‏ المولد بالمتجه (1,0,0) متعامد مع المستقيم W‏ 
المولد بالمتجه (0,0.1)» ولكن في» فضاء ذي ثلاثة أبعاد» V‏ ليس WE‏ كما أن المتمم 
العمودي ل ۷ ذو بعدين. إنه مستو والمستقيم ۷ ماهو إلا جزء منه. إذا كانت الأبعاد 
متلائمة» فإن الفضاء الجزئي العمودي هوء بالضرورة» متمم عمودي . كان هذا حال 
فضاء الأسطر مع الفضاء الصفري» ويمكن البرهان بصورة عامة : 

إذا کان op w=v‏ حل ررد 
بقول آخر إل ! . أبعاد ۷ Wy‏ متلائمة» وينقسم الفضاء إلى جزئين متعامدين 
شكل (۳-۳). 

عندما يقسم الفضاء إلى جزأين متعامدين» فان ذلك يعني أن ذلك يجري على 
كل متجه : «+ «ح:. المتجه هو المسقط على الفضاء الجزئي ۷. المركبة العمودية 


Y.A‏ الجبر الخطي وتطبيقاته 
«هي مسقط le‏ 7. البند التالي يبين كيف نجد هذين المسقطين ؛ نريد هنا 
اعا اموس ]الاك يودي إلى (JSP‏ من pst Sua «face‏ سال SH‏ 
أهمية (شكل 4-7) . 

يلخص الشكل (4-7) النظرية الأساسية في الجبر الخطي . إنه يوضح التأثير 
الصحيح لمصفوفة ‏ ماذا يحدث تحت المظهر السطحي للضرب ar‏ أحد جزأي 


شكل( 7-7). المتممان العموديان في ۸ . 

النظرية يعين عدد أبعاد الفضاءات الجزئية . النقطة الأساسية هي أن لفضاء 
الأسطر ولفضاء الأعمدة السعة ذاتها/ (الرتبة). نعرف الآن » أيضاً » توجيه كل من 
الفضاءات الأربعة : فضاءان OLS ja‏ متتامان ومتعامدان في R"‏ والآخران في "8 
الفضاء الصفري ينقل إلى صفر المتجهات . و لايوجد شيء ينقل إلى الفضاء الصفري 
الأيسر . التأثير الحقيقي هو بين فضاء الأسطر وفضاء الأعمدة» ويمكنك أن ترى ذلك 
بالنظر في متجه نموذجي *. إن له «مركبة من فضاء الأسطر oO‏ و «مركبة من الفضاء 
الصفري»» ,×+ =x,‏ ×. عندما نضربه ب 4 خد „Ax =Ax, +Ax,‏ 

مركبة الفضاء الصفري تفضي إلى الصفر 0 Ax,=‏ 


yok التعامد‎ 


Ax, =Ax فضاء الأسطر تفضي إلى فضاء الأعمدة‎ as ys 


طبعاً » كل شيء ينتهي إلى فضاء الأعمدة ‏ لايمكن للمصفوفةأن تعمل أي شيء غير 
)00 


nullspace 


NAS 


شكل )1-£( 3b‏ المصفوفة ه . 


۳ و التطبيق من فضاء الأسطر إلى فضاء الأعمدة Sado ga‏ » قابل للعكس . كل 
متجه b‏ من فضاء الأعمدة يأتي من متجه واحد وواحد فقط ,× من فضاء الأسطر. 

البرهان إذا كان ط من فضاء الأعمدة» فإنه التركيب مه للأعمدة . فعلاً» إنه Ax,‏ 
حيث ,× واقع في فضاء الأسطرء OY‏ مركبة الفضاء الصفري تعطي 0 = Ax,‏ إذا 
أعطى متجه آخر ox",‏ من فضاء الأسطرء CAL = b‏ فسيكون 0= ط- ظط = A(X)‏ 
يضع ذلك ar’,‏ الفضاء الصفري وفضاء الأسطر معاًء الأمر الذي يجعله متعامداً 
مع نفسه . لذا » فإنه الصفر وبالتالي ,= ,د. بالضبط . انتقل متجه واحد من الفضاء 
الصفري إلى b‏ 


(۱) ماكنت أعرف حقاً كيف يمكن رسم فضائین جزئيين متعامدين عدد ابعادهما omar g r‏ إذا 
عرفت هذه الأبعاد والتعامد» فلا نتابع الشكل (E= Y)‏ كي لايختلط عليك الأمر . 


ar‏ الجبر الخطي وتطبيقاته 


كل مصفوفة تحول فضاء أسطرها إلى فضاء أعمدتها . 
على هذين الفضاءين اللذين عدد أبعادهماء:» تكون المصفوفة 4 قابلة 
Sal‏ . وعلى فضائها الصفري» تقوم المصفوفة 4 بدور المصفوفة الصفرية . يكن 
رؤية ذلك بسهولة عندما تكون 4 قطرية ! فالمصفوفة الجزئية التي يتكون 
قطرها من العناصرغير الصفرية (عددهاء) قابلة للعكس . نعلم الآن أن 
هذه الفكرة صحيحة دوماً . إضافة إلى ذلك» فإن 47 تعمل في الاتجاه المعاكس » من R‏ 
” رجوعاً إلى "۸ ومن BUA)‏ رجوعاً إلى( 4). . Leb‏ » النقل ليس عكساً ! ۸ 
يحرك الفضاءات بشكل مضبوط ولكن ليس ذلك بصورة فردية بالنسبة للمتجهات . 
هذا الفخر يخص 4:3 إذا كانت موجودة ‏ وهى تكون موجودة فقط إذا كان r =m =n‏ 
وإلا فانني أطلب إليها أن تعيد فضاءً صفرياً كاملاً خالياً من المتجه الصفري » الأمر 
الذي لاتوجد مصفوفة قادرة على عمله. 
عندما يتعثر وجود AT‏ يمكنك أن تجد بديلاً طبيعياً. إنه يدعى ا معكوس الكاذب 
الذي وغل بالرمز AY‏ إن يتك #سندما يكون ذلك مكنا : س فسخ دمن قضاء 
الأسطر. لايوجد شيء يمكن عمله على الفضاء الصفري الأيسر : 4*0-0. لذاء 
فان * 4 تعكس A‏ عندما تكون قابلة للعكس» وستحسب في الملحق . يتعلق هذا 
الحساب بواحد من أهم تحاليل المصفوفات -تحليل القيمة الشاذة ‏ نحتاج من أجل ذلك 
أن نتعرف على القيم الذاتية . 


تمارين 


۱-۱-۴۳ أوجد طول كل من (1,4,0,2) - 5 (2,1,3-,2) = «وجداءهما الداخلي . 

۲-١-۳‏ أوجد مثالا من #7لمتجهات مستقلة خطياً وغير متعامدة فيما بينها . أعط 
أيضاً مثالاً لمتجهات متعامدة فيما بينها ولكنها غير مستقلة . 

1-1-1 انسجاماً مع الهندسة التحليلية» يكون مستقيمان من المستوي متعامدين 


£-\-Y 


e 


YAN lest 


إذا كان جداء ميليهما يساوي .١-‏ طبق ذلك على المتجهين 
babe cy =O 99). × = a)‏ أن ميليهما هما ت/ند, ر« لنحصل من 
جديد على شرط التعامد 0= way‏ 

كيف تعرف أن السطر ¡ من مصفوفة قابلة للعكس B‏ متعامد مع العمود ز 
من eB!‏ إذا كان زعو: ؟ 


عين المتجهين المتعامدين بين المتجهات : 


> | 


.)1,-1,0( أوجد جميع المتجهات العمودية على (1,1,1) و‎ CR? 
استنتج من هذه المتجهات نظام متجهات وحدة متعامدة فيما‎ 
. ۸ بينها (مجموعة متعامدة  نظامية) في‎ 

أوجد متجهاً x‏ متعامداً مع فضاء الأسطر ومتجهاً y‏ متعامداً مع فضاء 
الأعمدة للمصفوفة 


-1 
9 v3 = =] ? 


Vv, = 


سروح وم مم 
ت ھج ت 


إذا WOLS‏ و V‏ فضائين جزئيين متعامدين e‏ برهن أن المتجه الوحيد المشترك 
بينهما هو المتجه الصفري : [0] =۷ ۷۸ . 

أوجد المتمم المتعامد للمستوي المولد بالمتجهين (1,2,3) و (1,1,2) » وذلك 
ol‏ تعتبر هذين المتجهين سطري مصفوفة 4 وتحل النظام 0= Ax‏ . تذكر 
أن المتمم مستقيم كامل . 

كون نظام معادلات متجانسة بثلاثة مجاهيل بحيث يكون حلها تراكيب 
خطية للمتجهين الواردين في التمرين السابق . إن هذا التمرين عكس 


NYY 


1١11-7 


۱۲-1-۳ 


heh i 


۱٤-۱-۳ 
\o-\-Y 


و اس 
۷-1-۳ 


۱۸-۱1-۳ 


الجبر الخطي وتطبيقاته 

السابق ولكن هذين التمرينين هما في الحقيقة شيء واحد. 
كثيراً ماتعرض النظرية الأساسية في الجبر الخطي بصورة بديلة تنسب 
Fredholm}‏ : لكل A‏ و 5 » واحد وواحد فقط من النظامين التاليين 
يقبل Me‏ 

=0,y'b #0.‏ رامو مع جمر) 
بقول آخرء سواء أكان ط من فضاء الأعمدة BA)‏ أو وجد متجه رمن 
MAY)‏ بحيث يكون ۶0« » برهن أن وجود حل لكل من )١(‏ و (۲) 
في آن واحد يوقع في التناقض . 
أوجد أساساً للفضاء الصفري للمصفوفة : 


L U 2 
1 EF 


أده 


ثم تحقق من أنه متعامد مع فضاء الأسطر . فرق المتجه )33,3( = »إلى 
مركبة gx,‏ فضاء الأسطر ومركبة ,× في الفضاء الصفري . 

وضح عمل 4 برسم مشابه لذلك الظاهر في الشكل )٤-۲(‏ وذلك 
بارجاع (7)4. إلى فضاء الأسطر والفضاء الصفري اليساري إلى الصفر. 
برهن أن x ty gry‏ متعامدان إذا وإذا فقط كان || ر || > || × ||. 

أوجد مصفوفة يحوي فضاء أسطرها المتجه )1,2,1( ويحوي فضاؤها 
الصفري المتجه (2,1-.1). أو برهن أنه لاتوجد مثل هذه المصفوفة . 

أو جد جميع المتجهات المتعامدة مع )1,4,4,1( و )2,9,8,2( . 

إذا كان ۷ المتمم العمودي WI‏ في oR"‏ هل توجد مصفوفة فضاء أسطرها 
۷وفضاؤها الصفري ۷ ؟ انطلق من أساس ل۷ وبين كيف يكن انشاء 
مثل هذه المصفوفة . 

إذا كان [0] = s‏ الفضاء الصفري من * ۸ الذي يحوي نقطة الأصل› 


۱4-۱-۴۳ 


a 


a‏ سنا 


YY-1-۳ 


yyy التعامد‎ 


فقط . ماهو +5 ؟ إذا كان S‏ مولداً بالمتجه (0,0,0,1) فما هو +5 ؟ 

(أ) إذا کان ۷ متعامداً مع W‏ » فان SP‏ متعامد مع Wo‏ 

(ب) إذا کان ۷ متعامداً مع W‏ و W‏ متعامداً مع Z‏ » فان ۷ متعامد مع Z‏ 
نفرض أن 5 فضاء جزئى من R"‏ . فسر ماذا يعني (SHES‏ ولماذا هو 
¢ 

نفرض أن م مستوي (ليس فضاءً جزئياً) في الفضاء ذي الأبعاد BWI‏ 
يحقق 6= -z‏ 2+2 . أوجد معادلة مستو P‏ يوازي م ويمر من نقطة 
الأصل . «Lal cde gl‏ متجهاً متعامداً مع هذين المستويين. ماهي 
المصفوفة التي فضاؤ ها الصفري هو المستوي م وماهي المصفوفة التي 
فضاء أسطرها Ep’‏ 

نفرض أن 5 الفضاء gel‏ نو و و 
Xp bry t= 0‏ د tel‏ ااا الذي يحوي كل متجه متعامد 


Se 


۲-۳ الجداء الداخلي والاسقاط على مستقيم 

لقد yl‏ سابقا أن edt‏ الداخلي ل للمتجهين ر × هو العدد Ty‏ ×. حتى الآن لم 
نهتم إلا بكون الجداء الداخلي مساويا الصفر آم لا بقول آخرء ما إذا كان المتجهان 
متعامدين أم لا. نريد OW‏ أن ننظر في إمكان أن لا يكون الجداء الداخلي صفراً أو 
لاتكون الزوايا قائمة ‏ ونستنتج العلاقة بين الجداء الداخلي والزاوية. والعلاقة بين 
الجداء الداخلي والمنقول . في الفصل الأول» أجري الانتقال بالمبادلة بين أسطر وأعمدة 
مصفوفة . سنعمل الآن بصورة أفضل من هناك . 

إذا حاولنا تلخيص بقية ذلك الفصل فلا يمكننا أن ننكر أن قضية التعامد كانت » 


نا الجبر الخطي وتطبيقاته 


إلى حد كبير» الأكث رأهمية . لنفرض نقطة b‏ في الفضاء ذي ال١‏ بعداًء نريد ايجاد 
بعدها عن مستقيم مفروض » لنقل ee‏ إنه المستقيم الذي له اتجاه المتجه a‏ . نبحث 
على هذا المستقيم » عن النقطة م الأكثر قرباً من ط. يكمن الحل في الهندسة . سيكون 
ا مستقيم الواصل بين ط و م(المستقيم ا منقط في الشكل 0-7) عمودآعلى المتجه الأصلي 
. ستسمح لنا هذه ا حقيقة بإيجاد النقطة ASV ip‏ قرباً من b‏ وحساب بعدها عن هذه 
النقطة . رغم أن المتجهين ه و b‏ غير متعامدين» فان حل هذه المسألة يقود إلى التعامد 
بصورة آلية . 

سيكون الوضع ذاته فيما إذا أعطيناء بدلاً من المستقيم ذي الاتجاه a‏ » مستوياً- 
أو بصورة أكثر عمومية فضاء جزئياً 5 من ”8 . ستكون المسألة من جديد» هي ايجاد 
النقطة م من هذا الفضاء الجزئي e‏ الأكثر قربآمن ط. وستكون (بالتعريف) النقطة م 
«Lal‏ هي مسقط ط على الفضاء ا جزئي . عندما ننشىء عموداً من ( على 5 ستكون م 
نقطة تلاقي العمود مع الفضاء الجزئي . بتعبير هندسي » إن ذلك هو حل بسيط لمسألة 
عادية جداً تتعلق بالبعد بين نقطة b‏ وفضاء جزئي S‏ . لكن » هناك سؤلان يحتاجان 
إلى اجابة : 
)١(‏ هل لهذه المسألة تطبيقات عملية حالياً ؟ 
(Y)‏ إذا كان الفضاء الجزئي معرفاً بأساس محدد» فهل هناك قانون يعين المسقط Sp‏ 

الاجابة» حتماًء نعم . مسألتنا التي وصفت حتى الآن بعبارات هندسية » هي 
بالضبط » مسألة ايجاد حل لنظام مفرط التعيين بطريقة ا مربعات الأصغرية . يمثل المتجه 
b‏ المعطيات الناتجة عن سلسلة من التجارب أو البيانات وهي تحوي العديد من الأخطاء . 
بقول آخر عندما نحاول كتابة م كتركيب في متجهات أساس الفضاء الجزئي» قد لانجد 
ذلك مكناً. المعادلات التي نواجهها غير متسقة وليس لها حل . لذلك» فان طريقة 
المربعات الأصغرية تنتقي م كأفضل وضع ممكن . لايمكن أن يكون هناك شك بأهمية 
هذا التطبيق . 


Y\o التعامد‎ 


شكل (0-1). الإسقاط في فضاء ذي in‏ 


المسألة الثانية» ايجاد قانون لتعيين op‏ هي مسألة سهلة JH‏ إذا كان الفضاء 
الجزئي مستقيماً. في هذا البند والذي يليه» سنسقط متجهاً واحداً على آخر بطرائق 
متعددة » وسنربط هذا الاسقاط بالجداء الداخلي والزاوية . لحسن الحظ» يبقى قانون 
p‏ بسيطاً بصورة واضحة» عندما نسقط على فضاء جزئى عدد أبعاده كبير» شرط أن 
يكون لدينا أساس لهذا الفضاء . وهلا إلى حد بيد GY 2st‏ أسيةة plat Lgl]‏ 
مسألة مربعات أصغرية ذات وسطاء متعددة » سنحلها في البند (Y-Y)‏ عندئذ» 
يبقى علينا أن fad‏ هذه القوانين أكثر بساطة وذلك بالعودة إلى المتجهات المتعامدة . 
الجداء الداخلي ومتراجحة شوارتز 

نعود الآن إلى دراسة الجداء الداخلي والزوايا. سنرى قريباً أنه ليست الزاوية 
بل جيب تمامها هو الذي يرتبط مع الجداء الداخلي مباشرة. سنعمد إلى المثلثات في 
الحالة ذات البعدين لايجاد هذه العلاقة . نفرض أن © قياس زاوية المتجه » مع محور 
×(شكل OY‏ لنذكر أن || »|| هو طول المتجه ۾ الذي يشغل الوتر في المثلث © »0 » 
يعرف جيب وجيب تام » كما يلي : 


we‏ الجبر الخطي وتطبيقاته 


شكل A-Y)‏ .جيب تام الزاوية .0=B-a‏ 


sin @= 


= cos @ = a 
lal lal 


الأمر ذاته صحيح من أجل b‏ والزاوية المقابلة 8 : الجيب هو || lle‏ /رط وجيب 
التمام هو || Beu. bille‏ هي B-a‏ فان تمام جيبها ينتج عن مطابقة مثلثية 


لايمكن لأي فرد أن ينساها i‏ 
cos 6 = cos f cos a + sin Asin a = P2.‏ 60 
a‏ 
البسط في هذا القانون هو الجداء الداخلى ل » فى ط وهذا مايعطى العلاقة التى 
TON:‏ 


٣ز‏ جيب تام أي متجهين ( و »هو : 
8 فقوو بو 0 
lla || {lo ||‏ 
لنلاحظ أن هذا القانون صحيح من ناحية تعادل الأبعاد ؛ إذا ضاعفنا طول b‏ 
فان AS‏ من البسط والمقام يتضاعف بالشكل ذاته» وجيب التمام لايتغير. إذا غيرنا 
إشارة 6 فان إشارة 8 ءه» في الطرف الثاني تتغير » أيضاً وتختلف الزاويةبمقدار OVA‏ 


yyy التعامد‎ 


ملاحظة : هناك قانون مثلثي آخرء قانون جيب التمامء يؤدي» مباشرة» إلى 
النتيجة ذاتها وهو ليس مثل القانون الظاهر في المعادلة CV)‏ غير قابل للنسيان» لكنه 
يربط بين أطوال أضلاع أي مثلث : 
b-a l? =o I? + lla lI? -allall lal cos 6‏ 2 
عندما تصبح 0 زاوية قائمة» فإننا نعود إلى نظرية فيثاغورس . لكن» بخض 
النظر عن 60 يكن نشر ١5-41١5‏ إلى (0-4(7)0-4) وتأخذ عندها المعادلة )1( الصورة : 
a'a = bb +.a'a-2l\dl| ||a| cos 6.‏ + نكم - b"b‏ 
بحذف "و a‏ »من طرفي هذه المعادلة» نصل إلى قانون جيب التمام كما في 
المعادلة (Y)‏ . فعلاً يبرهن ذلك قانون جيب التمام في فضاء ذي ” بعداً» وقد ناضلنا 
كما في المعادلة للمثلث المستوي O a b‏ فقط . 
نريد الآن أن نجد م مسقط طعلى a‏ متجه هذه النقطة مضاعف للمتجه المفروض 
agla‏ =م-شأنها بذلك شأن كل نقطة من المستقيم وبذلك تؤول المسألة إلى حساب 
المعامل × . كل مانحتاجه من أجل هذا الحساب هوتطبيق الحقيقة الهندسية التي تقول 
: ا مستقيم الواصل من النقطة :إلى أقرب نقطة إليها من حامل ٠‏ ×= م » متعامد مع 


: a ا متجه‎ 
(£) — اا‎ T 1 5 5 
x=“? أو‎ a’ b- xa) =0, أو‎ b-xadla 
aa 

يعطي ذلك قانون × وم : 
"اح مسقط b‏ على مستقيم مار من o‏ يحمل ۾ هو : 

(0) = 8 

p=xa= 2 a. 
aa 


هذا مايجيز Bale] LS‏ رسم الشكل )0-0( sl‏ القانون الصحيح للنقطة م. 
لهذا القانون نتيجة مهمة قد تكون أهم متراجحة في الرياضيات . إنها 


wea‏ الجبر الخطي وتطبيقاته 
تعمم حالة خاصة هي كون الوسط الحسابي («+)-1 أكبر من الوسط الهندسي xy‏ 
(وهي تكافىء Lal‏ انظر التمرين ١-7-1‏ متراجحة المثلث في المتجهات). تظهر 
النتيجة وكأنها جاءت عرضاء تقريباً» من القضية التي تقول إن مربع بعد”|| lb - p‏ 
لايمكن أن يكون سالباً. إنظر الشكل (۷-۳) : 

T 

b- d 
| a'a 


T 

a'b | 2 Ty افا‎ Bada ويد‎ 
("A 

Lab (صورة) الكسر الأخير لايمكن أن يكون سالبا‎ bo أن‎ Le 

: ")ثم بأخذ الجذر التربيعي‎ ( (aa) < (aby ad 


, “فاج وتو 2 


aa aa 


Schwarz يحقق كل متجهين المتراجحة التالية وهي تدعى متراجحة شوارتز‎ bY 
a) 
la") < lld lll]. 
بين طرفي متراجحة شوارتز تساوي‎ NOY) ملاحظة: استناداً إلى‎ 
.|cos o |L 
فان هذا يعطي برهاناً آخر‎ » -1 > cos 0> 1 يما أن جيب التمام يقع في الفترة‎ 
الذي هوء في بعض الحالات»‎ |cos 6 للمعادلة (5) : متراجحة شوارتز مماثلة ل1 ك|‎ 
جيب التمام مفهوم مألوف جداً . كل من البرهانين صحيح‎ OV أكثر سهولة في الفهم‎ 
في "#ولكن » يجب أن نذكر أن برهاننا هذا يكافىء القيام بالحسابات الميكانيكية‎ 
tda د ”| م - |« إنه غير سالب ويجب أن يبقى غير سالب حتى عندما ندخل » فيما‎ 
بعض الإمكانات الجديدة فيما يتعلق بالأطوال والجداء الداخلي للمتجهات . لذاء‎ 
VSI فان متراجحة شوارتز قد برهنت دون اللجوء إلى‎ 


)1( يرتبط اسم كوشي أيضاً بهذه المتراجحة وينسبها الروس» Lal‏ إلى- Couchy - Schwarz‏ 
Buniakowsky‏ . يظهر أن مؤرخي الرياضيات يقرون بأن زعم بونياكوسكي حقيقي . 


-2P -_ 26 toa Jeb شكل (۷-۳). مسقط‎ 


ga. ae. 
ob اها‎ lol 


ملاحظة أخيرة a7 |>>||» || llb || gles‏ تتحقق ا مساواة إذا وإذا فقط كان 
ط مضاعفاً ل . الزاوية هي L)‏ ”6-0 أو 180° وجيب التمام هو إما 1 أو 1-. في هذه 
الحالة» تتطابق b‏ مع مسقطها م ويصبح البعد بين النقطة والمستقيم صفراً. 

مثال أسقط (1,2,3) = b‏ على المستقيم الحامل ل (1,1,1) = : 


lal Via `‏ 
متراجحة شوارتز هي || || || »|| > | 75 »| أو ۷14 65۷3 . نكتب العدد 6() 
بالصورة ۷36 وبذلك يكون 1/14 > t VIZ‏ جيب التمام أصغر من الواحد . المتراجحة 


صحيحة b OY‏ لايوازي ه. 


f‏ الجبر الخطي وتطبيقاته 
المساقط من الرتبة واحد 

مسقط ‏ على المستقيم الحامل ل » يقع في .r =a (ablaa)‏ ذلك هو قانوننا 
a‏ ×=م» لكنه مكتوب بالتواء طفيف : وضع المتجه ۾ قبل العدد lala‏ 470- × . هناك 
سبب خلف هذا التغيير التافه ظاهرياً. ينفذ الاسقاط على مستقيم بوساطة (مصفوفة 
اسقاط» ‏ . وبكتابة ذلك بهذا الترتيب الجديد» يمكننا أن ندرك ale‏ هذه المصفوفة . 
إنها مصفوفة تضرب ( وتنتج م : 

aa 


(Y) aoe 


aa 
„dľa إن ذلك جداء عمود بسطر (مصفوفة مربعة) مقسوماً على العدد‎ 


مثال . المصفوفة التي تسقط على المستقيم الحامل (1,1,1)=» هي 


v 
i 
a 
a 
4 
1 
— 
ب‎ 
= 
= 
1 
> 
05-5 
Lal 


ییا م | ب 


لهذه المصفوفة خاصتان سنرى فيها إسقاطاً نموذجياً : 

. مصفوفة متناظرة‎ P )١( 

(Y)‏ مربعها يساويها : م-2م, 
إنه مثال مهم لفهم الفضاءات الجزئية الأربعة : 

wr 21 الرتية‎ 

يتكون فضاء الأعمدة من المستقيم الحامل ل (1,1,1) a=‏ 

يتكون الفضاء الصفري من المستوي العمودي على a‏ 

كل عمود مضاعف cat‏ لذاء يقع Ph‏ على المستقيم الحامل ل4. للمتجهات التي 

مسقطها 0 - م أهمية خاصة . إنها المتجهات التي تحقق 0 - م - إنها متعامدة مع a‏ 
ومركباتها على هذا المستقيم تساوي الصفر . إنها تقع في المستوي العمودي الذي هو 
الفضاء الصفري للمصفوفة P‏ . 


Ê التعامد‎ 

فعلاً» إن هذا المثال بالغ حد الكمال» فيه الفضاء الصفري متعامد مع فضاء 

الأعمتةء الأمرالذي يبدو غريباً. من المفروض أن يكون الفضاء الصفري متعامداً مع 

فضاء الأسطر . لكن» بسبب كون 5 متناظرة» فان فضاء أسطرها وفضاء أعمدتها 
متطابقان. 


ملاحظة تتعلق بتدريج المقياس . تبقى مصفوفة الاسقاط 237/28 نفسها إذا ضاعفنا a‏ : 


1 
ilah SHEE 2 
Patalia 2 gaja ك‎ ij Jes دق‎ 
12/2 i a pa 
> 8 § 


المستقيم الحامل ذه بقي نفسه وهذا يعني أن اهتمام مصفوفات الإسقاط منصب 
حوله . إذا كان ad gb‏ يساوي وحدة الأطوال Op‏ المقام 6768-1 وتصبح المصفوفة التي 
رتبتها تساوي الواحد هي “م4 - P‏ 

مثال ۲ اسقاط على (اتجاه 10 في مستوي -y‏ ×. المستقيم يحمل المتجه 
a = (cos O, sin 0)‏ والمصفوفة هي : 


هناء رمز J‏ 5م» و رمز c’ =1 ysin OJ‏ وهو الواقع في المقام . لقن اكتشفت 
المصفوفة م هذه من قريب فى البند (1-7) فى التحويلات الخطية . يمكننا الآن أن 
نتقدم إلى أبعد من إسقاط المستوي -y‏ × على مستقيم e‏ ونحسب 2 فى أي عدد من 
الأبعاد. نؤكد أن ذلك سينتج المسقط م : 


لاسقاط على ۾ › نضرب بط + -p =Pb‏ 


sais‏ الجبر الخطي وتطبيقاته 
منقول مصفوفة 

نعود الآن إلى المنقول. حتى الآن 47 معرف» فقطء بانعكاس 4 على قطرها 
الرئيسي (في حالة مصفوفة مربعة)؛ أسطر 4 تصبح أعمد 5 47 والعكس بالعکس . 
بقول آخرالعنصر الواقع في السطر: والعمود زفي 47 هو العنصر (ii)‏ من 4 : 

ATi = A i: 

هناك تفسير آخرء أكثر عمقاً للمنقول وهو الذي ينتج عن علاقته القريبة بالجداء 
الداخلي . في الحقيقة» يمكن استخدام هذه العلاقة لإعطاء تعريف جديد وأكثر «تجريداً» 
للمنقول : 


۳ ي يمكن تعريف المنقول 47 بالخاصة التالية : الجداء الداخلي له في ريساوي 
الجداء الداخلى ل ×فى Aly‏ بصورة شكلية يعنى ذلك : 


(A) (Ax yty = xTATy =x! (A'y). 


لهذا التعريف هدفان : 

(١)يريناء‏ عندما نغير طريقة القياس في الجداء الداخلي» كيف يؤثر هذا التغيير 
على المنقول. يصبح ذلك مهما في حالة الأعداد المركبة . سنرى الجداء الداخلي الجديد 
E‏ البند (6 , 6). 

: يعطينا طريقة أخرى لتحقيق القانون الأساسي لمنقول جداء‎ (Y) 

(4) (AB)" =B"A". 
:8 مرتين» المرة الأولى من أجل 4والثانية من أجل‎ (A) يتأكد ذلك باستخدام المعادلة‎ 
(ABx )"y = "ردق‎ (Ay) =x" اماق‎ 

يظهر المنقول بترتيب معاكس في الطرف الأيمن كما يجري في حالة العكس بقانون 

مشابه " 4" 8="( jj (AB‏ من جديدأن هذين القانونين يجتمعان لإعطاء التركيب 


المهم ' A‏ ر 


= lal ll. 


التعامد NY‏ 
تمارين 


(أ) × و y‏ عددان موجبان» اختر المتجه ط مساوياً ( (VX VY‏ والمتجه 
(VY wx)‏ =ه . طبق متراجحة شوارتز لتقارن الوسط الحسابي 
ج («+») مع الوسط الهندسي VIY‏ 
(ب) افرض أن لدينا متجهاً ينطلق من نقطة الأصل إلى النقطة × وأننا 
أضفنا إلى ذلك متجهاً طوله || || يربط دب ty‏ . يبدأ الضلع الثالث 
للمثلث من نقطة الأصل وينتهي عند «+ tx‏ تقرر متراجحة اثلث أنه 
لاهكن لهذا البعد أن يكون أكبر من مجموع البعدين الآخرين : 

llyll.‏ + اعا < yl]‏ + ءا 
بعد تربيع الطرفين أرجع هذه المتراجحة إلى متراجحة شوارتز. 
تأكد من أن المسقط يحقق |8 «lp | = |۵ || cos‏ باستخدام الصيغة 
)0( 
ماهو مضاعف (1,1,1) = » الأكثر قرباً من النقطة )2.44( -5؟ أوجد 
Lal‏ النقطة الواقعة على المستقيم الحامل لط والأكثر قرباً من sa‏ 
فسر لاذا تصبح متراجحة شوارتز مساواة في ا حالة التي تقع فيها النقطتان 
ط وه معاً على مستقيم مار من نقطة الأصل . وفي هذه الحالة» فقط . 
ماذا يحصل إذا وقعتا في موضعين متعاكسين بالنسبة لنقطة الأصل ؟ 
في الفضاء ذي « بعداً» ماهي الزاوية التي يصنعها ا لمتجه D‏ )مع 
محاور الاحداثيات ؟ ماهي مصفوفة الاسقاط على هذا المتجه ؟ 
deel Al‏ شوارتز برهان بسطر واحد» عندما يكون المتجهان b‏ ۾ متجهي 
وحدة ومتعامدين : 


a, | rAr wil 


لع -Zabil > ¥ lal ls‏ اد 


ES 


۲-۲-۳ 


=۳ 


ا ا 


\o-Y-Y 


الجبر الخطي وتطبيقاته 


أق قرين سايق برو الظوة التوسطة؟ 
باختيار المتجه (المناسب في متراجحة شوارتز» برهن أن : 

aq)” Sn(ay +... +45).‏ عد مق (a,‏ 
متى تكون المساواة محققة ؟ 
ذرة الميتان CH,‏ مرتبة كما لو كان عنصر الفحم واقعاً في مركز رباعي 
وجوه منتظم وتقع العناصر الأربعة من الهيدروجين في رؤوسه. إذا 
وقعت الرؤوس في النقاط (0,0,0(,)1.1,0(,)1,0,1(,)0.1,1) _ لاحظ of‏ 
الطول المشترك للأضلاع يساوي 2 لان رباعي الوجوه منتظم-فماهي 
جيوب تمام زوايا الأشعة الذاهبة من المركز (1/2.1/2.1/2) إلى الرؤوس © 
(زاوية شعاعين تساوي تقريباً (ENA, ٥‏ 
ربّع المصفوفة »67/67 =a‏ ۲ التي تسقط على مستقيم وبرهن أن م -2م 
(لاحظ أن العدد a'a‏ يقع في وسط المصفوفة مه هه !) 
هل مصفوفة الاسقاط قابلة BUS Sab‏ نعم ولماذا GY‏ 
(أ) أوجد مصفوفة الاسقاط ,على المستقيم الحامل للمتجه | ! |د 
وكذلك المصفوفة ر۶ التي تسقط على المستقيم العمودي على 6. 
(ب) احسب Pit Py‏ و يمرم وفسر النتائج . 
أوجد المصفوفة التي تسقط كل نقطة من المستوي على المستقيم» 
.+2y =0‏ 
برهن أن J‏ "هاه - م الذي هو مجموع pole‏ قطرها_يساوي 
دوماً الواحد. 
ماهي المصفوفة ۴ التي تسقط كل نقطة من # على مستقيم تقاطع 
المستويين 0 - ,+ + و0 - x-t‏ ؟ 


برهن أن طول ×4 يساوي طول ×۸ إذا كان LAATHATA‏ 


Yo التعامد‎ 


aJ نفرض ۶ مصفوفة الاسقاط على المستقيم الحامل‎ ٠١-۲-۳ 
في ر ؟‎ Px) يساوي ال جداء الداخلي‎ py (أ) لماذا الجداء الداخلي ل × في‎ 
y = (ب)هل الزاويتان متساویتان ؟ أوجد جيب تمام كل منهما إذا كان‎ 
. (2,1,2), x = (2,0,1), a = (1,1,-1) 
مطابق لماسبق ؟ ماهي زاوية هذين‎ Py مع‎ Px J الجداء الداخلي‎ BU (>) 
المتجهين؟‎ 


۳-۳ الاسقاط على فضاء جزئي وتقريبات المربعات الأصغرية 

حتى OVI‏ » كل نظام - Ax‏ إما أن يكون له حل أو لايكون ذلك . إذا لم يكن م 
في فضاء الأعمدة FA)‏ » فان النظام غير متسق وتكون طريقة الحذف» حينئذ» 
فاشلة . إن هذا الأمر مؤكد تقريباً عندما يكون النظام بمعادلات متعددة وبمجهول واحد. 
مثال ذلك» المعادلات الآنية : 


2x =b; 
3x ومع‎ 
4x =b; 


قابلة للحل إذا كانت الأطراف اليمنى متناسبة مع 2:3:4. يكون الحل حتماً 
وحيداً إذا وجد» ويكون موجوداًء فقط» إذا كان b‏ واقعاً على مستقيم المتجه : 


2 
a=|3 
4 


رغم عدم إمكان حل المعادلات غير المتسقة» ob‏ يرتفع شأنها في التطبيقات 
ويصبح من الممكن حلها . إحدى الإمكانات هي استخراج قيمة x‏ من جزء من النظام 
وإهمال الباقي؛ من الصعب تبرير ذلك إذا كانت جميع المعادلات ناتجة عن مصدر 
واحد. في الواقع» كماهومتوقع» قدلاتوجدأخطاء في بعضص 
المعادلات بينما تحوي بقية المعادلاات أخطاء كبيرة . من الأفضل اختيار ×بحيث يجعل 


1 الجبر الخطي وتطبيقاته 
معدل ا خطأ في ال « معادلة في نهايته الصغرى . يوجد العديد من الطرائق لتعيين مثل 
هذا ا معدل ولكن أفضلها هو استخدام مجموع ا مربعات : 
E? = (x-b,) + (0-b)? + (&-b3).‏ 
إذا وجد حل صحيح للنظام ط = ax‏ فإن الخطاً الأصغري 0= . في أرجح 
الحالات» قد لايكون ط متناسباً مع ca‏ وتمثل الدالة E?‏ قطعاً مكافتاً تقع نهايته الصغرى 
في النقطة التي يكون فيها : 


aE? 
F 2[(2x -b1)2+ (3x -b2)3 + (4x -b3)4] = 0. 


: وهو‎ ax =b نجد حل المربعات الأصغرية للنظام‎ crd بالحل بالنسبة‎ 
2b, + 3b, + 4b, 
9? 4 3? +A? f 


يمكنك التعرف على 478 في البسط وعلى aa‏ في المقام . 
الحالة العامة مشابهة ذلك LE‏ «نحل» =b‏ ه بالنهاية الصغرى ل 


c= 


=|\ax - b ||? = a,x - b1)? + ... + (amt - Bm)‏ ثم 
تكون مشتقة E?‏ مساوية الصفر فى النقطة التى يكون فيها 
Dim = 0‏ - مد Um‏ + ت رع( رط - (a, x‏ 


لقد جعلنا البعد بين b‏ والمستقيم الحامل للمتجه ca‏ في نهايته الصغرى ويعطي 
الحساب الجواب نفسه الذي أعطته الهندسة منذ قليل : 


۴ ك حل المربعات الأصغرية لمسألة arb‏ ذات مجهول واحد هو : = × 
aa‏ 


يلاحظ أننا عدنا إلى التفسير الهندسي ole MILL‏ الأصغرية - تصغير البعد 
إلى الحد الأدنى . في الحقيقة» عندما نشتق ”ع ونجعل المشتقة مساوية الصفرء نكون 


YYV التعامد‎ 


قد استخدمنا الحساب لتعزيز الهندسة الواردة في البند السابق؛ على المستقيم 
الواصل من ط إلى م أن يكون عموداً على المستقيم الحامل له : 
a'b- x a) PE‏ 
a'a‏ 

كملاحظة جانبية» ننظر في ا حالة المتردية 0=». كل مضاعف له يساوي الصفر 
ويصبح المستقيم نقطة . لذاء فإن 0= مهي المرشحة الوحيدة لتكون مسقطاً له على 
المتجه oa‏ لكن القانون الذي يعطي × يصبح غير معين c00‏ وهذا يعني أن المضروب 
X‏ يصبح غير معين بصورة كاملة . تعطي أي قيمة ل × الخطأ ذاته || E = llor -b‏ ويصبح 
عندئذ E?‏ مستقيماً أفقياً عوضاً عن القطع المكافىء . سيكون أحد أغراض المعكوس 
الكاذب» في الملحق هو تعيين قيمة محددة ل × ؛ في هذه الحالة» يجب اتخاذ 2-0 
الذي يظهر» على الأقل > وكأنه الاختيار الأكثر تناظراً من بقية الأعداد. 


مسائل المربعات الأصغرية بمتغيرات متعددة 

أصبحنا OYI‏ مهيئين للخطوة المهمة» اسقاط على فضاء جزئي . يفضل أن 
لايكون مستقيماً. تظهر هذه المسألة بالصورة التالية : نفرض Lil‏ انطلقنا من النظام Ax‏ 
c=‏ ولنفرض» في هذه ا حالة» أن 4 مصفوفة من mxng yll‏ بدلا عن الحالة السابقة 
التي يسمح فيها بمعجهول واحد ومتجه عمود فريد 4 » OP‏ للمصفوفة هناء #عموداً . 
سنتصورء مع ذلك» أن عدد الأرصاد أكبر من ” الذي هو عدد المجاهيل» أي علينا أن 
نتوقع كون هذا النظام غير متسق . من ا محتمل أن يكون من غير ا ممكن اختيار قيمة ل 
× موافقة » بصورة صحيحة» للمعطيات cb‏ أو بقول آخر من المحتمل أن لايكون 
المتجه LS 3b‏ لأعمدة tA‏ من الممكن أن يكون خارج فضاء الأعمدة. 

المسألة» من جديد» هي اختيار × بحيث يكون الخطأ أصغرياً» وسنجري» 
Lal‏ هذا العمل بطريقة المربعات الأصغرية. الخطأ هنا || esas E=|[Ax-b‏ 
بالضبط » c‏ البعد بين b‏ والنقطة ×4الواقعة في فضاء أعمدة 4. SiS)‏ أن ×4 تركيب 


YYA‏ الجبر الخطي وتطبيقاته 


خطي لأعمدة 4 بالمعاملات يتب ند ) . UI‏ فان البحث عن حل المربعات الأصغرية 
الذي يجعل الخطأ ‏ أصغرياً يشبه تعين موضع النقطة =Ax‏ مالتي هي أقرب نقطة من 
فضاء الأعمدة إلى b‏ ; 
يمكننا أن نستخدم أي الطريقين» الهندسي أو الحسابي» لتعيين OX‏ ومع ذلك . 
فإننا نفضل عندما يكون عدد الأبعاد ‏ أن نعمد إلى الهندسة ؛ على النتقطة م أن 
تكون ١مسقط‏ على فضاء الأعمدة١‏ وعلى متجه ا خطأ :11( أن يكون متعامداً 
“مع هذا الفضاء (شكل (A-Y‏ 


شكل (۸-۳). الاسقاط على فضاء أعمدة مضفوفة ye‏ اله 3X26‏ 
ا E a‏ 


حساب × والمسقط :43 م أساسي بحيث علينا أن نجري ذلك بطريقتين : 
١‏ تقع المتجهات المتعامدة مع فضاء الأعمدة في الفضاء الصفري الأيسر . لذاء 
فان على متجه الخطأ أن يقع في الفضاء الصفري ATJ‏ : 


= 5 T — 
A'Ax - 456 gl A (b-A x) =( 


¥¥S التعامد‎ 


: 4 يجب على متجه الخطأ أن يكون متعامداً مع كل عمودمن‎ ١ 


T = 
dı T 
= ¢ رم‎ (b-A x)=0 
0 b-A x |=0 أو‎ a = 
a, (b-A x) =0 


T 
a 


تلك من جديد المعادلة 0=( × 47)6-4 أو ATA × =A‏ طريق ثالث هو أخذ 
المشتقات الجزئية ل ( مندم)7( (Ax-b‏ =£ . يعطي ذلك 0 = .247Ax-2A7‏ إذا اعطينا 
معادلة غير قابلة للحل e Ax =b‏ فإن الطريق الأكثر امكاناً هو الضرب با مصفوفة "4 . 
تنتج كل هذه الطرائق المتكافئة مصفوفة معاملات مربعة ATA‏ إنها متناظرة (منقولها 
(IAAT ya‏ وهي المصفوفة الأساسية في هذا الباب . 

تعرف هذه المعادلة» في الاحصاء» باسم ' ا معادلة النظامية ' : 
۳ ل حل المربعات الأصغرية لنظام غير متسق Ax =b‏ ذي m‏ معادلة في « مجهولاً 


82 مق : 
A'Ax =A'b.‏ )© 
إذا كانت أعمدة A‏ مستقلة خطياً » فان المصفوفة 474 قابلة للعكس» ويكون 
x = A AT Ah,‏ 2 
سيكون < عندئل » مسقط b‏ على فضاء الأعمدة 5 
p=Ax =A (AAJ ATs.‏ )۳( 


سنختار مثالاً يكون فيه حدسنا جيداً مثل القانونين : 
2 1 
3 1 
0 0 


A= » b= 


4 
5 
6 


من السهل تصور فضاء أعمدة AS OV cA‏ من العمودين ينتهي بصفر . إنه 
المستوي « - :دفي الفضاء ذي الأبعاد الثلاثة . مسقط )4,5,6( = b‏ سيكون )4,5,0( = -P‏ 


Vix‏ الجير الخطي وتطبيقاته 
تبقى المركبتان × و y‏ كما كانتا سابقاً لكن 6= سيختفى . يتأكد ذلك بالقوانين : 


1 2 
li 1 2 _{2 
ata =|} 3 ole 3 |= [3 A 


5 / 4 
ataya 3} ! 1 


5 2 3 06 
5 1 2 4 
p=Ax =|1 3[2| =| 
0 0 0 

في هذه ال حالة cioth‏ أفضل Kel‏ عمله هو حل المعادلتين الأوليين : 

xı + رجه‎ =4 
xı + و32‎ =5 
Ox, + وع0‎ =6. 


نجد عندها 2 -, × و 1=ر× . الخطأ في المعادلة الثالثة هو 6 . 
ملاحظة ١‏ لنفرض أن م واقع » Sd‏ في فضاء الأعمدة ل 4-إنه تركيب ×= ٠‏ في 
الأعمدة. لذا فان مسقط b ga b‏ : 
p=A ATA)" ATAx =Ax =b.‏ 

النقطة م الأكثر قربا هي 0 ذاتها وهو واضح LE‏ 
ملاحظة ۲ في الحالة القصوى الأخرى» نفرض أن b‏ متعامد مع فضاء الأعمدة. ai]‏ 
متعامد مع كل عمود» لذا 4"=0. في هذه الحالة» يكون المسقط هو صفر المتجهات : 

p =A (A'A)' Ab =A (AA) 0=0.‏ 
ملاحظة Y‏ عندما تكون A‏ مربعة وقابلة للعكس» فان فضاء الأعمدة سيكون الفضاء 
كله . مسقط كل متجه هو هذا المتجه نفسه ويكون م مساوياً م : 

=A (ATA) ردق ور‎ AY ك8‎ 

هذه هي الحالة الوحيدة التي يمكننا فيها وضع '(474) جانباًبمفرده وكتابة ذلك بالصورة 
AA)"‏ . عندما تكون A‏ مستطيلة فان ذلك غير ممكن . 


vy} التعامد‎ 


ملاحظة ٤‏ (الاسقاط على مستقيم) نفرض أن للمصفوفة A‏ عموداً واحداً يحمل المتجه 
a‏ . لذاء فان المصفوفة 474 هي العدد a'a‏ وسيكون × هو ab Sala‏ . إن ذلك هو 
الحالة التي يمكننا فيها التقسيم على CATA‏ بدلا من التوقف عند e (ATAY!‏ ونحصل من 
جديد على القوانين التي رأيناها من قريب . 


مصفوفة الجداء_المتصالب ATA‏ 

النقطة التقنية الباقية هي تحقيق خواص -ATA‏ إنها بالتأكيد متناظرة ! منقولها 
هو 474(7-478477) التي هي ATA‏ نفسها . العنصر :الذي هو الجداء الداخلي للعمود 
من 4 » بالعمود رمن A‏ أيضا إن ذلك متفق مع العنصر ij‏ الذي هو جداء العمودز 
بالعمود: من 4 . السؤال الأساسي هو قابلية 474 للعكس ولحسن الحظ 

ل 44 و 4 الفضاء الصفري ذاته . 

من المؤكد أنه إذا كان 0= Ax‏ فان 0 -ج4”4.. المتجهات × من الفضاء الصفري AS‏ 
as‏ أيضاً » في الفضاء الصفري AAS‏ للذهاب في الاتجاه المعاكس » ننطلق بفرض 
.A7Ar=0‏ ولنأخذ الجداء الداخلي xa‏ : 


T 
Ax =0 أو‎ |lax |]? -0, أو‎ x AA» =0. 


لذاء فإن aly x‏ في الفضاء الصفري ل 4 ؛ الفضاءان الصفريان متطابقان. بصورة 
c iol‏ إذا كانت أعمدة A‏ مستقلة (وكان 0= × وحده فى فضائها الصفري) فإن ذلك 
ذاته سيكون صحيحاً من أجل ATA‏ : 


لام إذا كانت أعمدة A‏ مستقلة خطياً فإن المصفوفة ATA‏ مربعة ومتناظرة وقابلة : 
le‏ مرب ب 


سنرى فيما بعد أن ATA‏ معرفة إيجابياً Lak‏ . (جميع المحاور والقيم الذاتية 


موجبة) . 


عن الجبر الخطي وتطبيقاته 


في هذه الحالة التي هي» إلى حد بعيد» الأكثر عمومية والأكثر أهمية» يكن 
حل المعادلة النظامية من أجل × . كما ظهر في المثال العددي» للمصفوفة IPA‏ 
أعمدة كاملة» . أعمدتها ال «مستقلة ‏ ليس الأمر Lae‏ في الفضاء ذي ال بعداً إذا 
كان mon‏ » لكن ذلك ليس LUT‏ نفترض ذلك في كل مايلي . 


مصفوفات الاسقاط 

لقد بينت حساباتنا أن النقطة الأكثر قرباً من b‏ هي p=A(ATAY'ATD‏ يعبر هذا 
القانون» بلغة المصفوفات» عن الانشاء الهندسي مستقيم يمر من «ويكون عموداً على 
فضاء أعمدة 4. تدعى مصفوفة هذا الانشاء مصفوفة اسقاط وسيرمز لها بم : 


bis‏ هذ العنفوفة أى جه على Manel‏ بقول آخر » 50- مهي 
مركبة في فضاء الأعمدة . أما الخطأ ٠-۶۲‏ فهوالمركبة على المتمم العمودي . (ويظهر 
من الطبيعي أن نقول : إن 1-۲ هي» cbal‏ مصفوفة اسقاط ؛ إنها تسقط كل متجه b‏ 
على المتمم العمودي والمسقط هو lath . (U-Pb =b-Pb‏ لدينا OVW‏ قانون 
مصفوفي لتفريق متجه إلى مركبتين متعامدتين : Ph‏ واقعة في فضاء الأعمدة PB (A‏ 
( والمركبة الثانية C -P b‏ واقعة في الفضاء الصفري الأيسر )"4 الذي هو المتمم 
العمودي لفضاء الأعمدة . 

يمكن إدراك مصفوفات الإسقاط هذه سواء من الوجهة الهندسية أو من وجهة 
نظر جبرية . إنها جماعة من المصفوفات ذوات صفات خاصة . Lelie‏ ستستخدم فيما 
بعد ككتل أساسية في بناء المصفوفات المتناظرة . لذاء سنتوقف لبعض الوقت قبل 
متابعة تطبيقات المربعات الأصغرية وذلك لعرض هذه الخواص . 


O)‏ يمكن أن يؤدي ذلك إلى خطر التباس مع مصفوفة المبادلة التي رمزنا لهاء أيضاً. Pa‏ . لكن هذا 
الخطر ضئيل لأننا سنحاول أن لانظهر هذين الرمزين في الصفحة ذاتها . 


ا yy‏ 
۳ ن لمصفوفة الاسقاط 14 P =۸ (ATAY‏ خاصتان أساسيتان : 

il )١(‏ تساوي مربعها P‏ = (متساوية القوى) 

(Y)‏ إنها تساوي منقولها P = PT‏ (متناظرة) 

وعلى العكس» فإن أي مصفوفة متناظرة تحقق PP =P‏ تمثل اسقاطاً . 


البرهان : من السهل أن نرى لماذا م = » GY‏ إذا انطلقنا من أي متجه b‏ فان المتجه Ph‏ 

يقع في الفضاء الجزئي الذي اسقطنا عليه . لذاء عندما نسقط من جديد لا يتغي ر آي 

شيء . يقع Pharell‏ مسبقاً في الفضاءالجزئي و (Po)‏ 7 هو Polaj‏ بقول آخرم 

= . اسقاطان أو ثلاثة أو خمسون اسقاطاً تعطي النقطة ذاتها م مثل الاسقاط الأول : 
=A ATA)" ATA ATA)" A =A ATA)" AT =P.‏ ثم 

لكي نبرهن أن ca bla‏ نأخذ منقولها . نضرب هذين المنقولين بترتيب 
معاكس» ثم نستخدم المتطابقة (BT!‏ =(" 8) حيث هنا 474- 8 : 

P" = AT)" AA A= EA Ay A HA AA) A =P, 

من أجل العكس » علينا أن نستنتج من م-2 م و =P‏ ”م أن م مصفوفة إسقاط . 
مثل أي مصفوفة إسقاط أخرى» على المصفوفة ‏ أن تنقل أي متجه 5 إلى فضاء 
أعمدتها . Ph‏ تركيب للأعمدة . لبرهان كونه مسقطاً على هذا الفضاءء فإن ما علينا 
برهانه هو أن الجزء الباقي من ١‏ متجه الخطأ -Ph‏ ط_متعامد مع الفضاء . لكل متجه 
Pe‏ من هذا الفضاءء الجداء الداخلى لهذا المتجه بمتجه الخطأ يساوي الصفر . 

(€) (b - Pb)" Pc =b" دن‎ P) "Pc = bî (P - P*)¢ =0. 
. على فضاء الأعمدة‎ b هو مسقط‎ Ph متعامد مع الفضاء و‎ b Pb لذاء فإن‎ 


مثال. نفرض أنقابلة للعكس » ad‏ إذا كانت من النوع 4×4 فان أعمدتها الأربعة 
مستقلة وفضاء أعمدتها هو #4 كاملاً. ale‏ المصفوفة المسقطة على الفضاء SULS‏ ؟ 
إنها مصفوفة الوحدة : 


we‏ الجبر الخطي وتطبيقاته 
P=A(A‘A)'A™=AA™ AT)" A’ =1.‏ )0( 
مصفوفة الوحدة متناظرة و تحقق 12-1 والخطأ ط b -I‏ صفر . 
النقطة الأساسية في الأمثلة الأخرى هي أن ماحدث في المعادلة )0( غير 
ضروري-نعيد : لامكننا أن نعكس بين موضعي 47و cA‏ عندما تكون هاتان المصفوفتان 
مستطيلتين » فإن المصفوفة المربعة 474 قابلة للعكس . 


المربعات الأصغرية الملائمة للمعلومات 

لنفرض أننا قمنا بسلسلة من التجارب وتوقعنا أن يكون الحاصل Blob‏ خطية 
في المتغير ot‏ نبحث عن مستقيم 21+ 5-0. مثال ذلك : 

)١(‏ في نهايات عدد من الفترات الزمنية» قسنا بعد قمر صناعي يأخذ طريقه 
نحو المريخ . في هذه الحالةء يمثل ؛ الزمن و # المسافة . إذا لم يترك المحرك شغالاً ولم 
يكن تأثير الجاذبية كبيراًء فان القمر الصناعي يتحرك» تقريباً» بسرعة ثابتة « ويكون» 
عندئذ» babotvt‏ . 

KEV)‏ أن نغير الأحمال المطبقة على بناء وقياس التوتر BUI‏ عن ذلك . في 
هذه UL‏ ؛ يمثل الحمل و ٠‏ يمثل قراءة مقياس التوتر. إذا لم يكن الحمل كبيراً بحيث 
تصبح مادة البناء قابلة للالتواء» فمن الطبيعي » حسب نظرية المرونة» أن تتحقق علاقة 
خطية مثل y =C+Dt‏ . 

)1( تكلفة إنتاج ؛ كتاباً مشابهاً لواحد منها خطي تقريباً bac +t‏ حيث التحرير 
والتنضيد يقعان في © والطبع والتجليد يقعان في D‏ (تكلفة أي كتاب إضافي) . 

المسألة هناء هي كيف نحسب المعاملين D‏ و C‏ انطلاقاً من نتائج التجارب ؟ . 
إذا كانت العلاقة» فعلاً » خطية ولا توجد أخطاء في التجارب» فليس هناك أي 
مشكلة؛ يكن » بقياسين مختلفين ل ط(من أجل قيمتين مختلفتين ل ) أن يتم 
تعين المستقيم ؛ 82+ =C‏ 5. وسيقع أي قياس لاحق على هذا المستقيم. لكن Be‏ 
كان هناك أخطاء ولم تقع النقاط الإضافية على المستقيم» OP‏ علينا أن نقوم بإعداد 


| 


i 
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عملية توسيط aod‏ التجارب وإيجاد المستقيم المفضل . يجب عدم الخلط بين هذا 
المستقيم والمستقيم الذي أسقطنا عليه المتجه ط في البند السابق في الواقع لما كان هناك 
مجهو لان D‏ و © يجب تعينهماء فان bole‏ أن نستخدم اسقاطاً على فضاء جزئي ذي 
بعدين . تنتج مسألة المربعات الأصغرية» مباشرة» من نتائج التجارب : 


) C+ Dt, =b; 
C + Dt, ومع‎ 


C+ Dig اك‎ 


هذا النظام مفرط التعيين مكون من m‏ معادلة ومجهولين فقط . إذا كان هناك 
أخطاء فقد لايكون له حل . نريد أن نؤكد أن للمصفوفة 4 عمودين وللمجهول × 
مركبتين هما © و2 : 
(Vv) 1 # b;‏ 
Bel‏ 4 !| أو a=b‏ 
by‏ و 1 


إن أفضل حل CD‏ هو ذلك الحل الذي يجعل الدالة التالية في نهايتها 

: الصغرى‎ 
E? =||b- Ax ||? = 0, -C-Dt,)? +... + bm - C- “لماه‎ 

بالتعبير المصفوفى» نختار × بحيث تكون النقطة × ۸4-ص أقرب مايمكن من b‏ 
٤+1 550000‏ = ر » نختار الأكثر موافقة للمعطيات (شكل (A-F‏ 
الأخطاء الموجودة على الشكل e‏ هي الأبعاد الرأسية؛ 5-0-0 عن نقاط المستقيم (ليست 
الأبعاد العمودية عليه) . إنها الأبعاد الرأسية التي تربع وتجمع وتنهى إلى نهايتها 
Eal‏ 


شكل (4-7 م) . ستقيم التقريب والمساقط المقابلة . 
مثال . نفرض أننا اعطينا ثلاثة قياسات هي الظاهرة في الشكل الأيسر : 


te 5<1‏ دكم © 5-1 فد t=2 Je b=3 a tel‏ 
لاحظ أنه ليس من الضروري أن تكون قيم : على مسافات متساوية فيما بينها . 
يختار المجرب قيماً مناسبة (وقد تكون سالبة) دون أي تأثير على الرياضيات . الخطوة 
الأولى هي كتابة ا معادلات التي تكون صحيحة إذا أمكن إمرار مستقيم من النقاط 
الثلاث : 


لو أمكن حل هذه المعادلات فلن يكون هناك أخطاء . إنها غير مكنة ا لحل ؛ النقاط 
لاتقع على مستقيم واحد. لذا نحلها بواسطة المربعات الأصغرية : 


A ]5 مه‎ ih 
2 6 هي | |= ا‎ A'a =4 


te 


9 4 rA nw SL E Rule: 
<+ ٤ وأفضل مستقيم هو‎ € = <, D =< : ا لحل هو‎ 


لاحظ الارتباط الجميل بين الشكلين. المسألة هي نفسها ولكن الفن أظهرها 


YY التعامد‎ 


مختلفة . في الشكل الأيمن» ط ليس تر كيباً في الأعمدة» وليس (1.1.3) تركيباً ل(1,1.1) 
و (1.1.2-) . في الجانب الأيسر» النقاط الثلاث ليست على مستقيم واحد . تستعيض 
طريقة المربعات الأصغرية عن ط بم وتستعيض عن النقاط غير الواقعة على مستقيم 
بنقاط واقعة عليه Ax K a‏ » فإننا نحل =p‏ :42 . 
للمستقيم يك الار تفاعات 234 كقياسات في الأزمنة 1,1,2- . 
تقع هذه النقاط على مستقيم Ty pelle.‏ ,)= مفي فضاء 
الأعمدة . لحسن BH‏ » فإن هذا المستقيم هو أفضل مستقيم وهذا المتجه هو أفضل 
متجه . hidla]‏ . الشكل الأيمن واقع في فضاء ذي ثلاثة أبعاد gl)‏ : بعداً إذا وجدت 
E‏ اا Abs yn ee‏ 
بطرح ممن e b‏ نجد الأخطاء (“ ےگ 2)-» . إنها الأخطاء الرأسية في الشكل 
A‏ يدانا i TS‏ 
العمود الأول (1,1.1) لأن 0= + گ -2 » إنه متعامد مع العمود الثاني (1.1,2) 


5 8 6 5 9 
لان 0 ož-‏ لذا » فانه متعامد مع فضاء الأعمدة وهو واقع في الفضاء 


الصفري اليساري . 
سؤال : لو كانت القياسات الأصلية ,هه قاد سكو vail‏ 
مستقيم وأفضل × ؟ الجواب : المستقيم الصفري_ الذي هو المحور الأفقي-و0- × 
يمكننا أن نلخص بسرعة معادلات الملائمة مع مستقيم . العمود الأول من A‏ 
يحوي وحداناً» ويحوي العمود الثاني الأزمنة :؛ . لذا 474 يحوي مجموع :من 
الوحدان ومجموع الأزمنة ؛ ومجموع 7 / 


/© + Di فان المستقيم‎ ctinop ي إذا اعطينا القياسات ,,ط.....ط في النقاط المختلفة‎ Y 


| È bi sgy 
3 tibi 


ATA‏ أو 


olal 


[h Fi 


YYA‏ الجبر الخطي وتطبيقاته 
ملاحظة الملائمة بين المعطيات والمستقيم لم تسبب اختلافاً خاصاً في رياضيات المربعات 
الأصغرية . في كثير من التجارب» لايوجد مبرر لتوقع علاقة خطية وليس من المعقول 
البحث عن مثل ذلك . لنفرض أننا نتعامل مع مادة مشعة . الناتح مهنا هو قراءات عداد 
جيجر باختلاف الزمن . نفرض أننا أمام خليط من مادتين كيماويتين مشعتين نعرف 
مدة نصف حياتهما (أو معدل انحلالهما) ولكننا لانعرف مقدار مايقع تحت أيدينا من 
كل منهما . إذا كان هذان المقداران المجهو OY‏ هما © و2 فان قراءة عداد جيجر سوف 
تتصرف كمجموع قوتين (وليس كمستقيم) : 
(A) b=Ce™ + De".‏ 

عملياً » هذا القانون ليس منعكساً من قبل العداد. بدلاً من ذلك» إذا قمنا 
بسلسلة من القراءات ,,5.....,ة في اللحظات المختلفة ,,؛.....,؛ » فإن العلاقة (A)‏ تتحقق 
بصورة تقريبية » فقط : 


إذا كان هناك أكثر من قراءتين 2 > alm‏ على الأرجح »لن يمكننا حل مثل 
هذه ا معادلات بالنسبة ل© و2 . لكن» يمكن Ole Aad‏ الأصغرية أن يعطي قيمتين 
مفضلتين © و 5 . 

سيكون الوضع مختلفاً LE‏ فيما لو عرفنا المقدارين © و2 وحاولنا إيجاد معدلي 
الانحلال۸وم. هذه مسألة مربعات أصغرية غير خطية وهي مسألة صعبة جداً. dys‏ 
» أيضاًء تكوين E?‏ » وهو مجموع مربعات الأخطاء» ثم نبحث عن نهايتها الصغرى . 
ولكن» عندما fat‏ مشتقاتها مساوية الصفر» فقد لانحصل على معادلات خطية في 
ا eye‏ في التمارين » سنبقى مع المربعات الأصغرية الخطية . 


كك 


iy 


كرك 


‘fy 


o-Y-¥ 


التعامد YTA‏ 
تمارين 


أوجد أفضل حل مربعات أصغرية × للمعادلتين 10 -+3 » 4«=5 . 
ماهو الخطأ ”ع الذي جعل في نهايته الصغرى ؟ تحقق من أن 
ance‏ الخطأ (10:32, (5-4x‏ متعامد مع العمود (3,4) . 

نفرض أنه جرت ملائمة القيمتين b=]‏ و 7- وذ اللتين تقابلان الزمنين 
= ؛و2-ي؛ مع ا مستقيم :0-2 ا مار من نقطة الأصل . حل ا معادلتين 
المقابلتين ل 1= 2 و 7= 2D‏ بطريقة المربعات الأصغرية وتحقق من 
المستقيم المفضل . 

حل 5- ×4 بطريقة المربعات الأصغرية وأوجد :4 -مء إذا كان : 
L 0‏ 
1 0 
111 


A = 8 


1 
» ejl 
0 


تحقق من أن متجه الخطأ متعامد مع أعمدة A‏ . 

اكتب 2 || E? =|| Ax-b‏ واجعل مشتقتي ذلك بالنسبة ل و« مساويتين 
الصفرء إذا كان : 

1 
b=|3 
4 


قارن المعادلة الناتجة مع Ab‏ × 44ء تأكيداً لكون الحساب جيداً مثل 
الهندسة التى تعطى المعادلة النظامية . أوجد الحل x‏ والمسقط p=Ax‏ 
. لماذا م-دم؟ 


ليس للنظام التالي حل : 


1-14] 


1 -1 4 
Ax =1 0 5 
1 1 9 


rhe‏ الجبر الحخطي وتطبيقاته 
ارسم وجد مستقيماً ملائماً يؤدي إلى جعل التركيب التربيعي في ale‏ 
الصغرى : *(5-9+ ©)+5(2 -0)+4(2- (C-D‏ . ماهو مسقط b‏ على فضاء 
f Adas‏ 

: A على فضاء أعمدة‎ b أوجد مسقط‎ ٠-۳-۳ 

b= 


1 
2 -Lj 2 
7 


فرق ط إلى ۾ + م حيث م في فضاء الأعمدة و و متعامد مع هذا الفضاء . 
أي واحد من الفضاءات الجزئية الأربعة يحوي ۾ ؟ 

۷-۳-۳ أوجد مصفوفة الاسقاط م على الفضاء المولد بالمتجهين )1,0,1( -ره و 
a= (1,1,-1)‏ . 

۸-۳-۳ إذاكانت P‏ مصفوفة اسقاط على فضاء جزئي S‏ عدد أبعاده»» من الفضاء 
الكلي c R"‏ ماهو فضاء أعمدة م وماهي رتبتها ؟ 

۹-۳-۳ (أ)إذاكان oP = PIP‏ برهن أن م مصفوفة اسقاط . 
(ب) ماهو الفضاء الجزئي الذي يمكن للمصفوفة 0= أن تسقط عليه ؟ 

b إذا كانت المتجهات (,ره,,» متعامدة . فماهما 474و 475 ؟ ماهو مسقط‎ ٠٠-۳-۳ 
على مستوي المتجهين ,© و ره ؟‎ 

١١-۲-۳‏ نفرض أن م مصفوفة اسقاط على فضاء جزئي 5 و 0 مصفوفة الاسقاط 
على Lele gach‏ 5 ماهما PO y P40‏ برهن أن كوس AP‏ 
ذاتها. 

: إذا كان ۷ الفضاء الجزئي المولد بالمتجهين (1,1,0,1) و )0,0,1,0( » أوجد‎ ٠۲-۳-۳ 
CV" أساساً للمتمم العمودي‎ Á) 
V على‎ P (ب) مصفوفة الاسقاط‎ 
. ۷ من‎ b -)0,1,0.-1( والأكثر قرباً من المحجه‎ V (ج) المتجه المتتمي إلى‎ 


iy 


E YSI التعامد‎ 


t=-2 Xe b=4, t=-1 Le 5-3 
t=2 de b= 0, t=0 Ve b= 1. 


\g-¥=F 


0-۳-۴۳ 


EEF 


EE 


14-1-۳ 


ثم أوجد مسقط )4,3,1,0( = b‏ على فضاء أعمدة المصفوفة 


1 
1 
1 
1 


corn 


المتجهات )1,1,0( حره و )1,1,1( ره يولدان مستوياً في 87. أوجد 
مصفوفة الاسقاط على هذا المستوي وأوجد متجهاً غير صفري ايكون 
مسقطه في الصفر . 

إذا كانت P‏ مصفوفة اسقاط على مستقيم في مستوي ex‏ ارسم شكلاً 
يضف SG‏ 'مصفوفة الانعكاس"طه-272-7» فسرهتدسياً وجبريا سبي 
كون 1= -H‏ 

برهن أنه إذا كان للمتجه u‏ طول يساوي الواحد» فان المصفوفة P= ul‏ 
ذات البعد الواحد هي مصفوفة اسقاط : إنها تتمتع بالخاصتين )١(‏ و 
(Y)‏ باختيار cu=a/llal|‏ تصبح P‏ مصفوفة إسقاط على مستقيم يحمل 
» وتصبح Ph‏ النقطة p=xa‏ . مصفوفات الاسقاط من الرتبة واحد» 
تقابل LE‏ » مسائل المربعات الأصغرية ذات المجهول الواحد. 

ماهي المصفوفة ذات النوع 22 التي تسقط المستوي x -y‏ على المستقيم 
5- حَيث 0= x+y‏ 

نريد ملائمة المستوي ج + ؛ += «مع النقاط الأربع : 
6 بر عند 3,1=0,2=3=ر عند t=1,z=1‏ 
y=0‏ عند y=5,1=0,z=0‏ عند t=2,z=1‏ 


YEY 


۱4-۳-۳ 


e-۳ 


¥\-Y-1 


تفرك 


AAT 


الجبر الخطي وتطبيقاته 


)١(‏ أوجد ٤‏ معادلات في ۳ مجاهيل لكي يمر مستو من النقاط المذكورة 
(إذا وجد مثل هذا المستوي) . f‏ 

CY)‏ وجك ثلاث معادلات بثلاثة مجاهيل لأفضل حل مربعات 
أصغرية . 

إذا كان A(ATAY'AT‏ -.م مصفوفة الاسقاط على فضاء أعمدة A‏ , 
فماهي مصفوفة الاسقاط Py‏ على فضاء الاسطر ؟ (إنها ليست OPT‏ 
إذا كانت Pp‏ مصفوفة الاسقاط على فضاء أسطر cA‏ فماهي مصفوفة 
الاسقاط Py‏ على الفضاء الصفري ؟ (هذان الفضاءان الجزئيان 
متعامدان) . 

نفرض Ly‏ المستقيم المار من نقطة الأصل في اتجاه ره و Ly‏ المستقيم المار 
من b‏ في اتجاه ره . لايجاد النقطتين الأكثر قرباً b +a 9x10,‏ من 
اللستقيمين» اكتب معادلتين لكي يجعل ,و ي: التركيب 
eia - rza- |‏ في alg‏ الصقرى»ء خل بالتسبة ل fx‏ 
کان(1,1,0) حره و )0,1,0( ديه و (2,1,4) b=‏ 

1 =-2- أفضل مستقيم 0 يلائم 1,0,0-,4,2 - ط في الأزمنة‎ Jal 
s 1,0;1;2 


بلغة الاحصاء»ء تدعى القيمة المختتارة y‏ التي تجعل 
hti‏ ر )+ pl pel £= (yy ‘oe‏ متوسط العينة» Ll‏ 


Er التعامد‎ 


2 ALD ew hg AILS) وا القناسات‎ eat? alasa Yie 
PU اله‎ a ea و‎ 
t=-1 Le y=2,71=0 Le y= 0, 
t= 1 علد‎ y=-3,1=2 عند‎ y=-5 


۲٠-۳-۳‏ أفرض أنناء عوضاً عن المستقيم» لاءمنا المعطيات الواردة في التمرين 
السابق» بالقطع المكافىء ٥+21+٤:‏ ددر في النظام غير المنسق Ax‏ 
م = الناتج عن القياسات الأربعة» ماهي عناصر المصفوفة 4 والمتجه 
المجهول × ومتجه المعطيات Pb‏ ليس من المطلوب حساب × . 

۲٣-۳-۳‏ مط رجل كهل بآلة تعذيب بالمط حتى أصبح طوله 5,6,7 L=‏ أقدام وذلك 
بتأثير القوى Lb F=1,2,4‏ بفرض صحة قانون (L=a +bF , Hook‏ 
أوجد طوله المعتاد ۾ بطريقة المربعات الأصغرية . 


٠“‏ - 5 الأسس القائمة» المصفوفات القائمة وتقويم غرام ‏ شميدت 

في أساس قائم » يكون كل متجه منه متعامد مع أي متجه آخر . المحاور الاحداثية 
متعامدة فيما بينها . إن ذلك» فعلاً» قريب من المفضل e‏ وهناك تحسين SE‏ آخر من 
السهل اجراؤه : نقسم كل متجه على طوله لجعله متجه وحدة. تحول هذه الخطوة 
أساساًقائماً إلى أساس متعامد نظامي . سنمثل متجهات هذا الأساس بالرمز و الذي 
يعني التعامد النظامي : 

: تكون المتجهات ,و...... ,۾ متعامدة نظامية إذا كان‎ ey 
وهذايعنى التعامد‎ izj إذا كان‎ 0 
وهذا يعني الانتظام‎ i=j إذاكان‎ 1 
.0 عندما توضع متجهات متعامدة نظامية في أعمدة مصفوفة » مثل عندئذ ب‎ 

المثال الأكثر أهمية هو الأساس القياسي . من أجل المستوي ر فإن أفضل 
محورين معروفين ليساء فقط» متعامدين بل هما أفقي ورأسي؛ الأساس هو 


“=e‏ الجبر الخطي وتطبيقاته 
e= 0.1)‏ (1,0) حر ». © هي مصفوفة الوحدة . في فضاء ذي بعداً» الأساس القياسي 
مكون من أعمدة =l‏ 0: 


1 0 0 

0 1 0 
ea =| 0 |.‏ ,]0|= و6 ,|0|= ره 

0 0 


من المؤكد أن ذلك ليس هو الأساس المتعامد النظامي الوحيد؛ بل يمكننا أن ندور 
المحاور كاملة دون أن تتغير الزوايا القوائم التي تلتقي بها هذه المحاور . مصفوفة الدوران 
هذه ستقدم فيما بعد كمثال لمصفوفة -O‏ من جهة أخرىء إذا لم نكن نتعامل مع R"‏ 
بل مع واحد من فضاءاته الجزئية» فان المتجهات القياسية e;‏ قد لاتكون واقعة في هذا 
الفضاء الجزئي . في هذه ا حالة» إمكان إيجاد أساس متعامد نظامي أمر غير واضح . 
لكننا سنبرهن أن مثل هذا الأساس موجود دائماً وأنه من الممكن إنشاؤه بطريقة 
سهلة » انطلاقاً من أي أساس مهما كان نوعه. يدعى هذا الانشاء الذي يحول 
جملة مائلة من المحاور إلى جملة متعامدة :تقوم غرام شميدت Gram _Schmidt‏ . 

نلخص النقاط الأساسية الثلاث لهذا البند كما يلي : 

)1( تعريف وذكر خواص المصفوفات القائمة 0 . 

. عادياً أو بطريقة المربعات الأصغرية‎ Ox =b حل النظام‎ (Y) 

.۸ = 0# طريقة غرام  شميدت وتفسيرها كتفريق مصفوفي جديد‎ (Y) 


المصفوفات القائمة 
اللصقوفة القائمةهى مجرد مسقوفة مربعة أعمدتها OG Ua sales‏ 
O)‏ لقد كان من الممكن أن يكون من الأفضل تسميتها مصفوفة متعامدة نظامية» ولكن قد اصبح 
التغيير متأخراً جداً. يوجد» كذلك» تسمية غير مقبولة للمصفوفة المستطيلة ذات الأعمدة 
المتعامدة النظامية . سنكتب مع ذلك» © وتعتبر بذلك مصفوفة قائمة› مالم تكن مربعة . 


YE التعامد‎ 


نستعمل © رمزاً لهذه المصفوفة و ,4,......4» رموزاً لاعمدتها. خاصتا الاعمدة هما 
0 ,4/4 و , 14/4 ويمكن جعل ذلك ضمن خواص 0. في هذا الدمج» السهل 
جداً» يمكنك أن ترى لاذا يكون الرمز المصفوفي حسن الاستخدام . 

٣ف‏ إذا كانت أعمدة A‏ متعامدة نظامية» فإن : 


T. 

ae 
. لذا 00-7 و "0 =0 . في المصفوفات القائمة يكون ا منقول هو ا معكوس نفسه‎ 

عندما يضرب السطر : من 07 بالعمود زمن © فان ES‏ 0 -ر 4 4. هذه هى 
الأصفار غير القطرية . عندما يكون زد¡ نجد على القطر 1=, 474 . إن ذلك هو التنظيم 
وهو جعل المتجهات من طول يساوي الواحد. 

لاحظ أن 1 - 070 حتى Lee‏ تكون 07 مستطيلة . إلا أن 07 تكون عندئذ 
Bins‏ با ١ die Neher‏ 
مثال ١‏ 


-sin@‏ 6 وم 
sin 6 cos ©‏ 


2 T -oai | cose 89 
g= 1 E ag s -sin cos@ 


تدور 2 كل متجه بزاوية قدرها6 وتدور OT‏ (إلى الخلف) بزاوية قدرها 0 - . 
من الواضح أن الأعمدة متعامدة وهي متعامدة_نظامية sin?0-+c0570=1 OY‏ . المصفوفة 
07 هي bli‏ مثل © مصفوفة قائمة . 
مثال ۲ 

كل مصفوفة مبادلة P‏ مصفوفةقائمة » أعمدتها حتماً متجهات وحدة وهي» 
حتماً» متعامدة فيما بينها OY‏ العدد )1( يظهر في مواقع مختلفة من الاعمدة : 


هن الجبر الخطي وتطبيقاته 


يلاحظ بصورة مباشرة أن 1= PUP‏ المنقول هو المعكوس . هناك مصفوفة أخرى م 
تحقق P13 =P) =P, = 1 La pols‏ ¢ تنقل المحاور :زد إلى الوضع -zyx‏ من نظام 
دوراناً. الانعكاس ممكن» baf‏ . الصفوفة | | °|- P‏ ليست دوراناً مثل مصفوفة 
المثال ON)‏ . لاتوجد قيمة ل 6 تنتج . تعكس” أي نقطة (ry)‏ إلى صورتها EO)‏ 
مرآة daily‏ على المستقيم ×= «الذي ميله EO‏ . هندسياً» تمثل مصفوفة قائمة 0 

يبقى هناك خاصة مشتركة بين الدوران والانعكاس وتتمتع بها »فعلاً »كل 
مصفوفة قائمة. لاتتمتع بهذه الخاصة مصفوفات الاسقاط التي هي ليست قوائم 
ولاقابلة للعكس . الاسقاط يصغر طول المتجه: بينما للمصفوفة القائمة خاصة تعد 
الأكثر أهمية والأكثر تييزاً : 


۳ ص الضرب بمصفوفة قائمة © يحافظ على الأطوال : 
[Ox || = |× |‏ لكل متجه x‏ 
ويحافظطء Lal‏ » على الحداء الداخلي (0x) (Qy) = x Q" Qy =x): oy‏ . 


تنتج المحافظة على الطول من ! - 050 : 
(Ox "(Ox ) = xo" ox = xx OY [lox |= [lx |?‏ 
يحتفظ كل جداء داخلي وكل طول» عندما يدور الفضاء أو يعكس . Lab‏ 
يأتي الطول من الضرب الداحلي لمنجه بنفسه . وتأتي الزاوية عن الضرب الداخلي 3× 
بد لأن @ cos‏ يعطى بالكسر || Yay, le || [ly‏ يتغير هذا الكسر عند pall‏ ب 0 . 


EV التعامد‎ 


نصل الآن إلى الحساب الذي يستخدم الخاصة الأساسية 07-07 . من حيث 
المبدأء يمكن إجراء هذا الحساب تحت أي أساس . عملياً» سيكون العمل بسيطاً جداً 
عندما يكون الأساس متعامداً ‏ نظامياً سنبرهن فيما بعد أن ذلك يؤدي إلى الفكرة 
الأساسية لمتسلسلة فوريه . إذا كان لدينا ساس فان كل متجه تركيب لهذا الأساس» 
والمسألة هنا هي معرفة المعاملات في هذا التركيب : 
اكتب ١‏ كتركيب من الشكل ten AX Gy‏ 4ر ×+ 4 - b‏ 
لحساب , × توجد حيلة بارعة . نضرب طرفي ا معادلة با متجه 47 » في الطرف 
الأيسر نجد b‏ 47 وفي الطرف الأيمن تختفي جميع الحدود (لأن 0= رو 7) سوى الحد 
الأول . سنبقى مع : 
qib =x 9‏ 
لما كان 1 -,14 و فاننا نجد gibal x‏ . بصورة مشابهة at‏ المعامل الثاني = يند 
م إنه الحد الوحيد الذي يبقى على قيد الحياة عندما نضرب ب 4 . تموت بقية الحدود 
بسبب التعامد. لكل جزء من 5 قانون بسيط» بتركيب هذه الأجزاء» نجد : 
أي متجه b‏ يساوي ,9( 47)+....رو (qib) q+ G30)‏ )\( 
من أجل ذلك» نحتاج إلى أساس وكذلك 0 مربعة . 
لايمكننا أن نقاوم كتابة هذا الحساب بلغة المصفوفات . لقد بحثنا عن 
المعاملات في المعادلة المتجهة xa, + ...... tg, =b‏ . إنها مطابقة للمعادلة 
المصفوفية =b‏ +0 . (تضرب أعمدة © مركبات ») . حلها هو 5 0-+ . إلا أن !”0 
07 ذلك عندما يتدخل االتعامد النظامي ‏ لذا » يكون Lad JH‏ 070-+ : 


(Y) 
qib 


qb 


تظهر جميع مركبات × للعيان» إنها الجداءات الداخلية 975 كما رأينا سابقاً. 


VEA‏ الخبر الخطي وتطبيقاته 

يبين الشكل المصفوفى» أيضاًء ماذا يحدث عندما لاتكون الأعمدة متعامدة 
نظامية . التعبير عن ط كتركيب من الصورة an‏ +....+ هرا مطابق لحل النظام .Ax=b‏ 
تذهب متجهات الأساس إلى مواقع أعمدة المصفوفة . في هذه الحالة» نحتاج إلى A‏ 
” التى تأخذ عملهاء ولكن في حالة التعامد النظامي نحتاج فقط إلى "0 . 


ملاحظة ١‏ لقد ظهرت النسبة ,478/47 منذ قريب عندما اسقطنا على مستقيم . لقد 
كان حاملاً للمتجه a‏ وکان المسقط 4(" /"ه). هنا سيكون المستقيم حاملاً ل ,و 
وسيكون المقام ١‏ » والمسقط (GT) gy‏ لذا سيكون لدينا تفسيرجديد للقانون 
SH =D )4 4‏ متجه b‏ يساوي مجموع مساقطه ذات البعد الواحد على 
المستقيمات الحاملة ل¡ ۾ 

هناك شيء إضافي آخر . لما كانت هذه الاسقاطات قائمة» فان نظرية 
فيثاغورس تبقى صحيحة . مربع الوتر يبقى مساوياً لمجموع مربعات المركبات : 

lle ||? = gib)? + “لمق‎ + ... + ab). 

إن ذلك ماثل للعلاقة All [Plo IP?‏ برهنت من قريب . 
ملاحظة ١‏ لما كان !07-07 فان لدينا أيضاً 1= 0 . عندما تقع 0 قبل cO"‏ فان الجداء 
يأخذ الجداءات الداخلية لأسطر 0. (بالنسبة ل 070 هي الأعمدة) . لما كانت النتيجة 
هي» Lal‏ مصفوفة الوحدة» فاننا نصل إلى نتيجة مفاجئة : تكون أسطر مصفوفة 
مربعة متعامدة نظامية عندما تكون أعمدتها كذلك . تتجه الأسطر في اتجاهات مختلفة 
تمامعن اتجاهات الأعمدة كما في المصفوفة الواردة أدناه» وإنني لاأرى» هندسياً » اذا 
يكون على هذه الأسطر أن تكون متعامدة ‏ لكنها كذلك . 
مثال : 
6م IN3 IN2‏ 


1N3 0 -2N6 
IN3 IN2 6م‎ 


Q= 


YES التعامد‎ 


المصفوفات المستطيلة ذوات الأعمدة المتعامدة ‏ النظامية 

يتعلق هذا الباب بالنظام = ×4 إلا أن 4 ليست بالضرورة مربعة . يدور هذا 
البند حول النظام Ox =b‏ ونقبل هنا الامكان نفسه_يمكن أن توجد أسطر بعدد يزيد على 
عدد الأعمدة . لدينا” متجهاً متعامدة_نظامية ,و وهي أعمدة ©» ولكن» لهذه الأعمدة 
<« مركبة . بقول آخر 0 مصفوفة من النوع Xn‏ ولن نتوقع حل Qr =b‏ بصورة 
صحيحة . لذا» نحلها بطريقة ا مربعات الأصغرية . 

إذا كان هناك أي انصاف» فان الأعمدة المتعامدةتجعل المسألة سهلة . لقد عملنا 
على المصفوفات المربعة وسنعمل OYI‏ على مصفوفات مستطيلة . النقطة الأساسية 
هي أن نلاحظ أنه لايزال LU‏ 00-1 


لم يعد صحيح ا كون ”0 معكوس © ولكنها تبقى ا معكوس اليساري . بالنسبة 
للمربعات الأصغرية» هذا كل مانحتاجه . تنتج المعادلة النظامية عن ضرب المعادلة 
Ax=b‏ بمنقول المصفوفة لنحصل على 4= × ۸4 . هنا 4 هي © » والمعادلة النظامية 
هي 07- »0"0 . لكن OO‏ هي مصفوفة الوحدة !لذا فان ا حل هو "0» سواء أكانت 
© مربعة و ط0 ا لحل الصحيح» أو كانت © مستطيلة وعندهانكون pll‏ حل مربعات 
أصغرية . 

۳ ق إذا كانت للمصفوفة © أعمدة متعامدة_نظامية فان مسألة المربعات الأصغرية 
تصبح سهلة جداً : 


iii‏ الجبر الخطي وتطبيقاته 


(b (نظام مستطيل لايوجد حل مقابل أكثر قيم‎ Ox =b 

07 = :070 (معادلة نظامية للحل المفضل × حيث يكون (QO =I‏ 

)97 0 هو‎ × ,( x = 0 

:© = م (مسقط b‏ على فضاء الأعمدة هو dy‏ (475)+....+رو (G1)‏ 

p= 0 07‏ (لذا تكون مصفوفة الاسقاط هي 007 = (p‏ 

يشبه القانونان الأخيران القانونين» =Ax‏ مرو eP AATA YAT‏ اللذين يعطيان 
المسقط ومصفوفة الاسقاط من أجل أي مصفوفة 4.. عندما تكون الأعمدة متعامدة و 
4هي © فان «مصفوفة الضرب المتصالب» ATA‏ تصبح مصفوفة الوحدة 1= 070. 


q, axis 


p=Pb=q,qb+q,41b=0Q"b 


q; axis 


شكل ۱۰-۴۳ اسقط على ستو «موميع القن على 4 و ده المتعامدين 
النظاميين 

يختفي الجزء الأصعب من المربعات الأصغرية عندما تكون المتجهات متعامدة 
- نظامية . تكون المساقط على المحاور eilai‏ و مهو مجموع هذه المساقط 


“p= (qib dart Hq b (9, وهو ذو بعد واحد‎ 


yoj التعامد‎ 


نؤكد أن هذه المساقط لاتنشىء 5. إنها تنجز ذلك في حالة المصفوفة المربعة 
۸= «. ولكنها في ال حالة المستطيلة cmon‏ لايمكنها أن تحقق ذلك . إنها تعطي المسقط 
م ولكنها لاتعطي المتجه الأصلي b‏ هذا كل مانقدر على توقعه عندما يوجد عدد من 
المعادلات يزيد على عدد المجاهيل ولم تعد المتجهات g‏ أساساً. مصفوفة الاسقاط 
هي» عادة» 4( A (ATA‏ ويمكن هنا اختصارها لتصبح : 

(£) | أو| "46 دم‎ P =0 )07 0 "o" 

لاحظ أن 00 هي مصفوفة الوحدة من النوع in Xn‏ بينما "0 0 هي مصفوفة 
اسقاط P‏ من النوع ×« . إنها تعمل عمل مصفوفة الوحدة على أعمدة 0 WS SP)‏ 
وحدها) ولكنها تعمل كمصفوفة صفرية على المتمم المتعامد ( الفضاء الصفري 
ل 0). 
مثال ١‏ الحالة التالية بسيطة لكنها نموذجية : لنفرض أننا أسقطنا نقطة b= (xyz)‏ على 
مستوي «-×. إن مسقطها هو )0 (xy,‏ = م وإنه يساوي مجموع المسقطين المختلفين على 
محوري × و ر : 


0 
1 
0 


0 


(q3b)q2 = y| a © و :659,210 و‎ q = 


ay 
f 
هناك حالة تؤدي فيها ملائمة مستقيم إلى أعمدة متعامدة . إذا أخذت القياسات‎ Y مثال‎ 


لار ,لز بحيث يكون متوسطها صفراً مثل 3 - ,0 = y= -3, fy‏ » فان محاولة ملائمة 
المستقيم :0+ 2- copy‏ إلى ثلاث معادلات بمجهولين : 


x 1‏ 
0 0 
0 0 
وبذاء تكون مصفوفة الاسقاط على العموم : 


T 
g و‎ P= + 4243 = 


1 00 
010 
000 


1 & c yi C+Dt, =y; 
1 ||| - y2| أو‎ C+D, ودع‎ 
1 3 y3 C+Dt; =y, 


WEY‏ الجبر الخطي وتطبيقاته 
العمودان هنا متعامدان» لذا يمكننا أن نسقط y‏ بصورة منفصلة على كل عمود» 
ويمكن إيجادالمعاملين المفضلين © و JSD‏ منهما بمعزل عن الآخر : 


[1 1 ilya در‎ yal" Ta 0 3ı y2 ysl" 


9 Psat f H +07 +37 

لنلاحظ أن ۷3و«+ر«+ 0 = © بسيط بصورة خاصة ؛ إنه متوسط المعطيات . إنه 

يعطي أفضل ملائمة بمستقيم أفقي » بينما Dt‏ هو أفضل ملائمة بمستقيم مار من نقطة 
الأصل . جما أن العمودين متعامدان» فان مجموع هاتين القطعتين ا متمايزتين يث ل أفضل 
ملائمة بأي مستقيم على | لإطلاق . لكن» با أن العمودين لايساوي كل منها الوحدة 
- ليسا متعامدين نظاميين فإن قانون الاسقاط يحوي مربع الطول في المقام . الأعمدة 
المتعامدة ‏ النظامية مفضلة جداً بحيث يكون من المستحسن الانتقال إلى هذه 
الحالة في كل مرة . إذا لم يكن متوسط أزمنة الملاحظات Tine‏ إنه T(t,‏ 
ym‏ فإنه يكن تحويل مبدأ الزمن بمقدار + yaC+Dtge Lege.‏ 
نتعامل مع l-E)‏ 4+ =« . المستقيم المفضل يبقى كما هو : كما في هذا المثال نجد : 


(0) = _ li. tly ie Sea)" _ Y1 +... +m 
jie tl m 
CIT self Te, 
ti Db arth, + 7 parag - 


ارو ونتوصضل: Lal‏ + إلى Og‏ مناسب Ld‏ 4 . 
لقد كان للمصفوفة 44 العناصر غير القطرية Dt,‏ وبسحب الزمن بمقدار t‏ تصبح 
هذه العناصر أصفاراً . هذا السحب مثال لطريقة غرام - شميدت وهي تقوم 
الأحوال مقدماً . 


yor التعامد‎ 


تعد المصفوفات القائمة حاسمة في الجبر الخطي الحسابي لأنها لاتدخل عدم 
استقرار . بينما تبقى الأطوال كما هي» فان التدوير يبقى تحت المراقبة . لذلك أصبح 
تقو الأعمدة تقنية أساسية . إنه يؤدي إلى التحليل 4-07 الذي هو قريب من القانون 


.A=LU المهم‎ 


طريقة غرام - شميدت Gram - Schmidt‏ 

نفرض Lil‏ اعطينا ثلاثة متجهات مستقلة a,b,c‏ إذا كانت متعامدة نظامية فالعمل 
سهل . لاسقاط متجه v‏ على الأول منها » نحسب (a77 Ja‏ لاسقاط المتجه ذاته على 
مستوي المتجهين الأولين» يكفيك أن تجمع ((570)+470(6) . للاسقاط على فضاء 
جزئي محاوره abe‏ » نضيف ثلاثة مساقط . تتطلب كل الحسابات الجداءات الداخلية 
ao yc"‏ فقط . لكن لنجعل ذلك صحيحاً » يجب علينا أن ننطلق بقولنا«إذا كانت 
متعامدة نظامية». ننوي OV‏ ايجاد طريقة lad‏ متعامدة ‏ نظامية . 

الطريقة سهلة . لقد أعطينا abe‏ ونريد إيجاد وه رهه . لاتوجد أي مشكلة مع 
cg,‏ يكن أخذه باتجاه ». نقسم على الطول لكي يكون || »|| /6-, متجه وحدة. 
المسألة الحقيقية تبدأ من يو الذي يجب أن يكون متعامداً مع gy‏ الفكرة هي الانطلاق 
بط» فإذاكان لهذا المتجه مركبة على اتجاه ,و (الذي هو اتجاه (a‏ فاننا نطرح هذه ا مركبة 
من 5 : 

(00 b' =b - (qi و(‎ 

أصبح OYI‏ '5 متعامداً مع gy‏ إنه الجزء من b‏ الذي يتجه في LAY‏ الجديد» 
ولیس في اتجاه a‏ في الشكل (۱۱-۳)» b’‏ متعامد مع ,4. إنه يهيىء اتجاهاً للمتجه 
ره . لما كان من المطلوب أن يكون ره متجه وحدة» فإننا نقسم deb’‏ طوله :/'ط<ر4 
|| 'ماا . 

حتى هذه النقطة »فقد عين كل من ره و ره . ينطلق الاتجاه الثالث المتعامد ب 


Yot‏ الجبر الخطي وتطبيقاته 


ءإنه لايقع في مستوي ,4 و ره الذي هو مستوي هو ط. عندئذ 6 يكن أن يكون cS‏ 
مركبة في هذا المستوي تطرح من e‏ (إذا كان ALN‏ 0= 'ء فان ذلك يشير إلى أن abe‏ 
غير مستقلة من الأصل . ) مهما كان الامرء فإننا نريد المركبة sac’‏ جزء » الواقع في 
الاتجاه الجديد المتعامد مع المستوي 


و )42€( - رو( أو ) (v) =c-‏ 


هذه هي الفكرة الأولى لطريقة غرام- شميدت : يطرح من أي متجه جديد 
مركباته على الاتجاهات التي عينت من قبل š‏ ساقمو عل h TE E‏ 
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شكل (۱۱-۴۳). مركبة 6 على ۾ قد حذفت» ونظم كل من هو 'ط . 


عندما يكون هناك متجه رابع e‏ نسقط مركباته على ۹ر4۹ . طبعاً متجه الوحدة qz‏ 


قد کون من c’‏ بعد قسمته على طوله q3=¢7 lle’ |l‏ 


)١(‏ إذا رأي غرام ذلك أولاً فماذا يبقى لشميت 


Yoo التعامد‎ 


: نفرض المتجهات المستقلة‎ ite 


1 
0 |, 
0 


a= > b= c= 


1 2 
0 1 
1 0 


لايجاد ,ب نجعل المنجه الأول متجه وحدة 2= ې . لايجاد رو » نطرح من 
المتجه الثاني مركبته في الاتجاه الأول : 


1/6/2 


1 0 
1N2 


1/2 


1 
0 
0 


b =b - (qî b)q, = 


1 
; 
=| 0| 
1 
2 


ره المنظم هو ط مقسوماً على طول 'ط» الذي هو 1/2 : 
1N2‏ 
0 
-1N2‏ 
لايجاد taz‏ نطرح من » مركبتيه على اتجاهي 231 : 


¢ =e - (a e) gq, -(q ووه‎ 


di = 


1/6/2 
0 
-1N2 


1N2 
0 
1N2 


2 -V2 


0 
ij. 
0 


Le 64}‏ » متجه وحدة لذا» فهو 93 النتيجة هي مجموعة من المتجهات 
المتعامدة ‏ النظامية 99993 ستوضع في أعمدة مصفوفة قائمة 0 : 


IN2 IN2 0 
0 0 | 
IN2 -IN2 0 


Q=|% 42 |= 


من الواضح أن هذه الأعمدة متعامدة ‏ نظامية . 


26 الجبر الخطي وتطبيقاته 


۳ ر تنطلق طريقة غرام - شميدت بمتجهات مستقلة ap‏ ,۰ وتنتهى بالمتجهات 
المتعامدة ‏ النظامية ٩, oe q,‏ . في الخطوة ز » يطرح من ره مركباته على الاتجهات التي 


: عينت قبل ذلك‎ 
(A) a'j =aj - (qa) = sani qj. 1404-٠ 


لذا فان qj‏ هو المتجه | -a'y |a;‏ 


ملاحظة تتعلق با حسابات من السهل تقو المتجهات دوا جعل أطوالها Tilsa‏ 
للواحد. الجذر التربيعي يدخل» فقط» في النهاية عندما نقسم على أطوالها . المتجه 
ز٩‏ يبقى نفسه : 

(مسقط ره على .'8)- ..... . .-(مسقط ره على ر' »)حره- ۾ 
إنه؛ «bid‏ قانون الاسقاط الذي يظهر مختلفاًء باستخدام المتجه غير المنظم a’‏ عوضاً 


عن متجه الوحدة و : 


(a’ Ta 1‏ 2 
مسقط ;3 على Wt =a,‏ = )914))4( = مسقط زه على |4 
(a'i) a’,‏ 
يعطي المثال الوارد اعلاه الشيء ذاته دون جذر تربيعى : 
1 
1 1 2 1 2 
b'=|0|/-—|0‏ د 0 ]2| j-|0‏ 211 م 
=L o 0| 2 [1‏ 1 0 


التحليل A=QR‏ 
ننطلق بمصفوفة 4 أعمدتها © وننتهي بمصفوفة © أعمدتها 44 . ماهي 
العلاقة بين هاتين المصفوفتين ؟ وما هي هذه العلاقة في الأبعاد الكثيرة» عندما ننطلق ب 
٩...‏ وننتهي ب $d‏ المصفوفتان 4 و © من النوع om xn‏ عندما تكون المتجهات 

من فضاء ذي m‏ بعداً» وتوجد مصفوفة ثالثة تربط بينها . 


Yoy التعامد‎ 


الفكرة هي كتابة المتجهات a‏ كتراكيب في المتجهات qi‏ مثال ذلك المتجه b‏ فى 
الشكل )١١-1(‏ تركيب للمتجهين المتعامدين النظاميين ٩,‏ و ره ونحن نعرف ماهوهذا 
التركيب : 


.و( !و) + رو(ط ]و = b‏ 


مركبتيه على 4 و ره. بصورة مشابهة»› هو مجموع مركباته على 
9445 : و9( (4q‏ 93)هروز» 97) -ء. إذا عبرنا عن ذلك بشكل مصفوفي نجد 
التحليل =Q R LALI‏ ۸: 


لاحظ الاصفار في المصفوفة الأخيرة ! إنها مثلثية . لأنه قد أجريت عليها طريقة 
غرامشميدت . المتجهان الأولان» و ,و يقعان على مستقيم واحد. لذاء طبه و dpd‏ 
تقع في مستو واحد . المتجه الثالث » والمتجه ۾ لن يستخدما قبل الخطوة الثالثة . 

التحليل مشابه للتحليل A=LU‏ » ماعدا كون أعمدة العامل الأول 0 متعامدة- 
نظامية : العامل الثاني يدعى ۸ » لأن العناصر غير الصفرية تقع عن يين القطر BAN‏ 
ا قد استخدم من (JE‏ العناصر غير القطرية في ۸هي الأعداد 1/1/2 - qib‏ 
و 2/:-16؟ = »1ب قد اوجدت من قبل . العناصر القطرية هي الأطوال ١‏ , 1۸2 , 
2 التي قسمنا عليها. التفريق الكامل هو : 


112 IN2 W2 olv? IN2 V2 
A=|001]=| 0 0 1 IN2 v2 | =OR. 
100 IN2 -IN2 0 1 


تلاحظ أطوال المتجهات 6,0,6 على قطر ۸. . توجد خارج bil‏ مضاعفات 


نا الجبر الخطي وتطبيقاته 
لره و ره وهما اللذان طرحا وفق طريقة غرام ‏ شميدت . المتجهات المتعامدة النظامية 
التي هي a‏ والتي هي الغرض الكامل للتقويم » تقع في العامل الأول 0 . 

ربما يكون 08 أقل جمالاً من LU‏ (بسبب الجذور التربيعية). كل من هذين 
التحليلين مهم لنظرية الجبر الخطي وهما . قطعاً » في مركز الحسابات . 

الحالة العامة مشابهة LUG‏ المصفوفة ۸ من النوع ij a pate yn Xn‏ هو ه 47. 
إنه يساوي الصفر عندما يكون: أكبر من gi)‏ انشىء متعامداً مع (aj‏ . لذا فان R‏ مثلثية 
عليا تظهر عناصرها في القانون (A)‏ بصورة خاصة» عندما يعوض 4 بالكسر/ 
. 
Gia FG v0 + yl Gp‏ = زه eX)‏ 
الطرف الأيمن هو جداء © في ۸ مكتوباً بشكل كامل . 
۳ ش يكن تفريق أي مصفوفة cA‏ أعمدتها مستقلة خحطياًء إلى 4-07. أعمدة 0 
متعامدة ‏ نظامية و R‏ مثلثية Le‏ قابلة للعكس . عندما يكون m =n‏ وكل المصفوفات 
مربعة» تصبح 0مصفوفة قائمة . 

يجب علينا أن لاننسى النقطة الأساسية للتقويم . إنه يببسط مسألة المربعات 
الأصغرية م-مه. تبقى المعادلة النظامية صحيحة» لكن 44 الذي يسهل إيجاد 
معكوسها تصبح : 

ATA =R'Q'OR=R'R. 
: تبسط إلى الصورة‎ ATA × HAT المعادلة الأساسية‎ Op لذا‎ 
A+) Rx =Q"b أو‎ R Rx =R"Q"b 

عوضاً عن حل =b‏ :0۸ الذي لايمكن اجراؤه» نحل 078 = 8 الذي يمكن 
عمله بسرعة تامة RON‏ مثلثية . التكلفة الحقيقية هي mn?‏ عملية لطريقة mele‏ 
شميدت» وهي التي نحتاجها لايجاد 0 و ۸ في المرحلة الأولى . 


Yo4 التعامد‎ 


تطبق فكرة التقويم نفسها على الدوال. الجيب وجيب التمام متعامدان؛ القوى 
...1 ليست كذلك . عندما تكتب دالة/كتركيب في جيب وجيب تام نسمي ذلك 
متسلسلة فوريه Fourier Series‏ . كل حد فيها مسقط على مستقيم ‏ يحوي المستقيم في 
فضاء الدوال» مضاعفات cos nx‏ أو sin nx‏ إنها موازية» DL LE‏ المتجهات ومن 
الأهمية نفسها بحيث تستحق النظر . Tasty‏ لدينا عمل مع شميدت؛ تقوم قوى × 
لانتاج كثيرة حدود لوجاندر Legendre‏ 


الفضاءات الدالية ومتسلسلات فوريه 

هذا ا مقطع مختصر واختياري» لكن له أهداف مهمة : 

)1( ادخال فضاء المتجهات الشهير الذي له عدد غير منته من الأبعاد؛ 

P(e) توسيع مفهوم الطول والجداء الداخلي من المتجهات « إلى الدوال‎ (Y) 

(۳) التعرف على متسلسلة فوريه للدالة f‏ كمجموع مساقط عدد أبعاد كل منها 
يساوي الواحد؛ الأعمدة المتعامدة التي تولد هذا الفضاء هي الجيوب وجيوب التمام . 

E تطبيق تقويم غرام  شميدت على كثيرات الحدود ...دا‎ (E) 

)0( ايجاد أفضل تقريب ل f(x)‏ بخط مستقيم . 

سنحاول متابعة هذا المخطط الذي يفتح أمامنا سلسلة من التطبيقات الجديدة 
للجبر الخطي بطريق نظامي . 

١‏ - بعد أن درسنا كل الفضاءات التي لها أعداد منتهية من الأبعاد ER"‏ فمن 
الطبيعي أن نفكر بالفضاء poo‏ الذي يحوي كل المتجهات (....,۷,۷2,۷3) = ۷ 
التي لها متتالية لانهائية من المركبات . إن هذا الفضاء متسع جداًء بحيث لاييكن أن 
يكون مفيداً حقاً إن لم نوجد ضوابط لمركباته oy;‏ إن أفضل فكرة هنا هي المحافظة على 
تعريف الطول المعتاد وهو الجذر التربيعي لمجموع مربعات فيثاغو رس e‏ وأن لايتضمن 
هذا الفضاء سوى المتجهات التي لها طول محدود : على المتسلسلات : 


Tis‏ الجبر الخطي وتطبيقاته 
عد lv ll? 0% +08 wv}‏ )\( 

أن تتقارب نحو مجموع منته . وهذا يبقي e‏ مع ذلك » مجموعة متجهات» 
ote‏ أبعادها مالانهاية » تحوي مثلاً المتجه ( = (oy‏ ولكنها لاتحوي المتجه 
(LLL)‏ يكن جمع أي متجهين محدودي الطول «(fv sw ll) >||«: [sll ll‏ كما 
يمكن ضرب أي متجه بعدد » لذاء إنها تكون فضاء متجهات . إنه فضاء هيلبرت 
1 الشهير . 

فضاء هيلبرت هو الطريق الطبيعي لجعل عدد الأبعاد مالانهاية مع المحافظة في 
الوقت ذاته على هندسة الفضاء الإقليدي المعتاد . تصبح فيه القطوع الناقصة مجسمات 
ناقصة ذوات أبعاد عددها مالانهاية وتصبح القطوع المكافئة مجسمات مكافئة» وتعرف 
المستقيمات المتعامدة بالطريقة السابقة : يكون المتجهان v gu‏ متعامدين عندما يكون 
جداؤهما الداخلي مساوياً الصفر : 

yw =v Ww, +v2w2 + VW + ...2 0 

إن هذا المجموع مضمون التقارب وإن كل متجهين يحققان متراجحة شوارتز 
llv [lw |‏ > | سقس . كذلك لايمكن جيب التمام» في فضاء هيلبرت» أن يكون 
أكبر من الواحد. 

هناك أمر آخر مهم يتعلق بهذا الفضاء : لقد ظهر هذا الفضاء بصورة غير صريحة 
في أبحاث متفرقة ومن الممكن أن تتحول متجهاته إلى دوال وهذا يحملنا إلى النقطة 
الثانية . 

۲- لنفرض Lil‏ ننظر في الدالة × اء = Af)‏ الفترة 2 > ×>0. إن هذه تشبه 
متجهاً له مستمر من المركبات هي قيم × sin‏ على طول الفترة كاملة . لإيجاد طول مثل 
هذا المتجه» من المستحيل تطبيق قاعدة الجمع المعتاد لمربعات المركبات . لقد استعيض 
عن التجميع بالتكامل وهو الطريقة الطبيعية والحتمية لذلك : 


SAN التعامد‎ 


2n 


(١ ) 2r 
rl? =| (GD? d= [ (sinx)? dt د‎ 
0 


لقد اصبح فضاء هيلبرت فضاء دوال » متجهاته دوال ولدينا طريقة لقياس 
أطوالها. يحوي هذا الفضاء جميع الدوال التي لها طول منته كما هو في العلاقة (11) 
أعلاه . إنه لايحوي الدالة OY Fa) = 1/x‏ تكامل 1/7 مالانهاية . 
الفكرة ذاتها التي استبدلت» التكامل بالتجميع» أوجدت ال جداء الداخلي 
لدالتين: إذا كان g(x) scos x‏ و OLS fix) =sin x‏ : 
aY) 5 a‏ 
(f.g) -| fix)g(x) dx =| sin x cos xdx = 0.‏ 


0 
0 


إن ذلك مثل الجداء الداخلي لمتجهين fle‏ إنه يرتبط بالطول وفق BAJI‏ 
C= Mle |?‏ وتتحقق من جديد متراجحة شوارتز lell‏ ||| > (8,/)|. من الطبيعي أنه 
إذا كان الجداء الداخلي لدالتين مثل × cos‏ و sin x‏ مساوياً الصفرء فانهما تدعياة 
متعامدتين وتصبحان» أيضاً . متعامدتين نظاميتين بعد تقسيمهما على طولهما المشترك 
Vn‏ 
(Y)‏ متسلسلة فورية لدالة هي نشر وفق الجيوب وجيوب التمام : 


y (xX) =a + a, cosx +b; sin x + az cos X وط+‎ sin 2x + ... 


لحساب معامل نموذجي مثل chi‏ نضرب الطرفين بالدالة المقابلة sin x‏ ثم نكامل من 
الصفر إلى 2 . بقول آخر نأخذ الجداء الداخلى للطرفين sinxa‏ : 


m r 2r 2n r 
| y(x) sin x dx = e | sin x dx +a, | cos x sin x dx +b, | (sin x) dx +... 
0 0 0 0 


كل تكامل» في الطرف الأيمن» يساوي الصفر سوى واحد منها وهو الذي 
يكون فيه sin x‏ مضر by‏ بنفسه . الجيوب جيوب التمام متعامدة فيما بينها كما في 


ا الجبر الخطي وتطبيقاته 


(1). لذا يكون by‏ مساوياً الطرف الأيسر مقسوماً على تكامل لايساوي الصفر : 


2r 
Í, J) msds _ am) 


bı = P 
(sin x, sin x) 


zi 2n 
| (sin x)? dx 
0 
. cos 2, وسيستخدم ره الدالة‎ sin x يحوي :مه عوضاً عن‎ hay على معامل فوريه‎ 
النقطة الأساسية في هذا الحساب هى ادراك التوافق بين المساقط . وقد حسبت‎ 
: مركبة المتجه 5 على المستقيم المولد ب © من قريب‎ 
= ba 
X=. 
T 


a'a 
على هذا‎ p فكانت مركبتها‎ sin x لقد اسقطناء في متسلسلة فوريه» الدالة على الدالة‎ 
المعامل ,م هو حل المربعات‎ . Gra (كان في المتجهات‎ bysin x34) هي بالضبط‎ ool ZY 
bysin الأصغرية للمعادلة غير المتسقة «= × «ندرة؛ بقول آخرء إن ذلك يجعل الدالة‎ 
قريبة بقدر اللإمكان من «. ذلك صحيح لكل حد آخر من المتسلسلة ؛ كل حد منها يمثل‎ 
مسقط على جيب أو جيب تام . لما كانت هذه الجيوب وجيوب التمام متعامدة» فان‎ 
مجموعة غير منتهية من المحاور‎ dey متسلسلة فوريه تعطي إحداثيات ا متجه‎ 

ا متعامدة . 

4- هناك كثير من الدوال المفيدة غير الجيوب وجيوب التمام والتي ليست دائماً 
متعامدة . أبسط ذلك كثيرات الحدود» وما يؤسف له» أنه لاتوجد فترة تكون عليها 
الاحداثيات الثلاثة الأوائل_الدوال2د,د,1_متعامدة . (الجداء الداخلي ل 1.7 موجب 
دوماً لأنه تكامل WC?‏ القطع المكافىء الأشد قرباً من الدالة :)ليس مجموع 
مساقطها على ”× ,1,۸ . سنجد هنا حدوداً متزاوجة مشابهة ATAY! JLU‏ في حالة 
المصفوفة . وبالفعل» فإن هذا التزاوج يعطى بواسطة مصفوفة هيلبرت سيئة الشروط . 
على الفترة 1> > 0 » 


ست 


a, 1) (1,x) (1, 


1 f> [x 

T a. 1 s 
44-61 wx) œx =x je fw j= 

2 ف‎ E 


اس | سم | جه سم | بن 


ED ® FR j 


لهذه المصفوفة معكوس ضخم OY‏ ”+ ,× ,1 بعيدة من أن تكون متعامدة . اضف إلى 
ذلك أن هذا الوضع يصبح مستحيلاً بالنسبة لحاسوب حديث فيما لو أضفنا إلى ذلك 
بعض المحاور الأخرى . من ا مستحيل عملياً» حل ا معادلة النظامية ط4 = ATAX‏ من 
أجل كثيرة ا حدود الشديدة القرب من الدرجة العاشرة . 

زيادة في الدقة» نقولء إنه من المستحيل حل تلك المعادلة بواسطة الحذف 
الغاوسي ؛ كل خطأ في التدوير سيتضخم باكثر من *'(10). من ناحية أخرى» لايمكننا 
التخلي عن ذلك ؛ لقد كان من الممكن التقريب بكثيرة حدود . الفكرة الصحيحة هي 
التحول إلى محاور متعامدة» وهذا يعني اجراء تقوم غرام شميدت : نبحث عن 
تراكيب متعامدة ل laa?‏ 

من الملائم العمل ضمن فترة متناظرة مثل 1 >×> 1- لأن ذلك يجعل كل قوة 
فردية ل × متعامدة مع كل قوة زوجية ل+ : 


1 
1 
TER =0, wx?) =| x a =0. 
5 


SU‏ يكن لطريقة غرام شميدت أن تبدأ بفرض yE l‏ و × ر« محورين 
متعامدين أولين ويبقى علينا أن نصحح زاوية 1 مع ox”‏ بواسطة القانون (7)» AF‏ كثيرة 
الحدود الثالثة المتعامدة مع السابقتين : 
1 


2_ (1,x?) ع ا‎ 2 
1) (x, x) 


Pp =x 


ا الجبر الخطي وتطبيقاته 


كثيرة الحدود التي كوناها بهذه الطريقة هي كثيرة حدود لوجاندر Legendre‏ وهي 
متعامدة مع كل واحدة أخرى على الفترة 1 > > 1- . 


1 
1 3 
otp epee [a] =0.‏ 
la‏ 3 3 3 3 
1- 
تصبح OV‏ كثيرة الحدود ذات الدرجة العاشرة »الأشد قربا » قابلة للحساب 
دون كارئة» بالاسقاط على كل من كثيرات حدود لو جاندر العشر (أو الإحدى عشرة) 
الأول. 
0- نفرض أننا نريد تقريب »=« بواسطة مستقيم CHDK‏ بين 0 -:دو dha wx!‏ على 
الأقل» ثلاث طرائق لايجاد المستقيم المفضل وإذا قارنتها يصبح الفصل بكامله واضحاً! 
()لتحل ×= [|S]‏ بالمربعات الاصغرية . المعادلة ATAX =A"‏ هى: 


1] 1 
1 امات‎ f GY wale] [Gas 
1 | “TEP 2 LGD GOAN e) 
لنبحث عن النهاية الصغرى ل‎ (Y) 
1 
ثم | د ثم‎ -c- Do? dmg- $C- FD +e? + CD + fp 
١ 3 


تظهر المشتقتان بالنسبة ل © و cD‏ بعد القسمة على e (Y)‏ المعادلة النظامية 
للطريقة :)١(‏ 


-lyé+1ib=0 و‎ -14+1¢C+1D=0. 
6 2 7 2 3 


(Y)‏ نطبق طريقة غرام شميدت لاستبدال (1,1) /(د,1) xox‏ . إن ل د متعامد 


1٥ التعامد‎ 


مع .)١(‏ تعطي الآن المساقط التي لها بعدواحد» أفضل مستقيم : 


١-٤-۳‏ (أ) اكتب المعادلات الأربعة لكي يتلاءم المستقيم 21+ EC‏ رمع 
المعطيات : 
y=-3 t=-2 we y=-4‏ عند t=-l‏ 
t= 2 x yoO tel te yo]‏ 
بين أن الأغمدة متعامكة: 
(ب) أوجد المستقيم المفضل و ارسم شكلاً واكتب الخطأ £ . 
(ج) فسر كون Led‏ مساوياً الصفر في النظام الاصلي ذي المعادلات 
الأربع بمجهولين. أين يقع الطرف الأين b‏ بالنسبة لفضاء الأعمدة» 
ماهو مسقطه م؟ 
۲-٤-۳‏ اسقط (0,3,0)- b‏ على كل من المتجهين النظاميين» 
af = )2/3,2/ 3.-1/3( , 1 -)-1/ 3,2/3,2/3(‏ ثم أوجد مسقطه معلى 
سكو ٩:‏ 
۳-٤-۳‏ أوجدء Laf‏ مسقط )03,0( -7م على )1/3,2/3-,2/3( = ثم 
اجمع المساقط الثلاثة الأحادية البعد وفسر الناتح. BU‏ تساوي 
p = aay‏ أهيه+ +a,a)‏ مصفوفة الوحدة ؟ 
٤-٤-۳‏ إذاكانت ,0,0 مصفوفتين قائمتين فهما تحققان1 -070. برهن أن 
,0,0 مصفوفة قائمة» Lal‏ إذا كانت ,© دوراناً بزاوية6 و Q,‏ دوراناً 


vu 


A=é-¥ 


1۰--۴۳ 


الجبر الخطي وتطبيقاته 


بزاوية #فماذا JAF‏ ,$910 هل يمكنك أن تجد المطابقتين المثلثيتين 
المتعلقتين ب )049( cos‏ و )+0( sin‏ من خلال الجداء 0,0 ؟ 
إذا كان u‏ متجه وحدة» برهن أن 2:7 -0-1 مصفوفة قائمة (يعرف ذلك 
باسم تحويل ھاو yg‏ لدر (Householder‏ احسب 0 بصورة صريحة عندما 
Tyl d 1 er‏ 
oe, me 0‏ کک 4 
يكو u G T‏ 


2 2 


IN3 1N14 
IN3 2N14 
1N3 -3N4 


Q= 


لتصبح مصفوفة قائمة . من الواجب أن يكون هذا العمود متجه وحدة 
متعامداً مع العمودين الآخرين ؛ ماهي الاختيارات في ذلك . برهن أن 
الأسطر تصبح بصورة آلية متعامدة نظامية . 

برهن بتشكيل BT‏ مباشرة» أن قانون فيثاغورس صحيح لكل تركيب 
...+ 4× = ط في متجهات متعامدة نظامية : ^ „Qb || Pta‏ 
في التعبير المصفوفي» سيكون b=Or‏ وهذا مايعطي برهاناً جديداً لحقيقة 
حفظ الأطوال : ?]| || -* | „Nox‏ 

اسقط المتجه (1,2) = b‏ على المتجهين غير المتعامدين (1,0) -ره و ديه 
(1,1). برهن » خلافاً للحالة المتعامدة» أن مجموع المسقطين اللذين لهما 
بعد واحدء لايساوي 5. 

إذا كانت المتجهات qaad‏ متعامدة-نظامية ماهو تر كيب ,وو ره الأكثر 
Saks‏ 

إذا كان روو متعامدين ‏ نظاميين» فماهو تركيبهما الأكثر قربا من ( ؟ 
حقق کون متجه الخطأ متعامد مع q;‏ و ره . 


YW Jule! | 


. برهن أن مصفوفة قائمة ومثلثية عليا يجب أن تكون قطرية‎ ١١-٤-۳ 

٠١-٤-۳‏ ماهو مضاع ف |! | = ,الذي يجب طرحه من | م | =ره ليكون 
Zu!‏ عموداً على Sa,‏ حلل ]15 | وفق OR‏ حيث أعمدة 0 متجهات 
متعامدة ‏ نظامية . 

: طريقة غرام شميدت على‎ gb ٠۳-٤-۳ 


واكتب EI‏ على الصورة =OR‏ 4 
٠٤-٤-۳‏ نفرض أننا اعطينا المتجهات : 


1 
1|, b= 


1 0 
a= 0 b f 
1 1 


, c= 


. 6.4.4, المتجهات المتعامدة النظامية‎ A> sl 
بحيث يولد المتجهان رهه‎ q dada أوجد مجموعة متعامدة- نظامية‎ ٠١-٤-٣ 
: فضاء أعمدة المصفوفة‎ 


1 
A= 


1 

2 5 

2 4 

ماهو الفضاء الجزئي الأساسي الذي يحوي ه؛ ماهو حل المربعات 
الأصغرية ل ممه حيث 7[7 2 1 ]-(م؟ 


: اكتب تقو غرام  شميدت ل‎ VIY 


YIA 


\Vv-<¢-Y 


\A-£-¥ 
a 4 


a 


ا 


شنا 


ل سن 


b, = (y, sin x) _‏ ع1 


sab, الخطي‎ rl 


بالصورة =OR‏ 4. إذا أعطيت n‏ متجهاً a;‏ لكل منها m‏ م ركبة» ماهو نوع 
كل من المصفوفات ۸,0,۸. 
بمصفوفة التمرين السابق 4 نفسها و "[ ۱ cb=[ ١ ١‏ استخدم A=OR‏ 
لحل مسألة المربعات الأصغرية .Ax=b‏ 
إذا كان 24-07 أوجد قانوناًبسيطاً pial‏ الإسقاط م على فضاء أعمدة4 . 
برهن أن خطوات غرام -شميدت المطورة : 

c=- و‎ © =c- Gog 


تنتج المتجه '» كما في (7). إن ذلك ssi‏ ثباتاً من طرح مسقط واحد في 


كل مرة . 
أوجد طول المتجه (...., 1/:/8, 1/1/4, 1/1/2)- v‏ وطول الدالة 65 -(2)/ 
(على الفترة 1ك > 0) . ماهو الجداء الداخلي على هذه الفترة للدالتين 
Fe” ge”‏ 


ماهى الدالة a cos x +b sin x‏ الأكثر قرباًمن الدالة (x) =sin 2x‏ ر على 
الفترة (:+, -) . ماهو المستقيم PSV c tds‏ قرباً. 
بوضع المشتقة مساوية الصفر» أوجد قيمة التي تجعل مايلي أصغرياً: 


Qn 
|. sinx-y ||? =| (b, sin x - yœ)? dx. 
0 


قارن ذلك مع معامل متسلسلة فوريه by‏ إذا كان Lady (a) = cosx‏ 
هي ؟ 

أوجد معاملات فوريه ,5.,ه.,ه للدالة المدرجة التي تساوي الواحد على 
الفترة ‏ > ×> 0 والصفر على بقية الفترة 27 > >< : 


YD a, 


do 
tk. 1) (cos X, COS X) (sin x, sin x) 


TEN التعامد‎ 


Ler حدود متعامد مع‎ gol أوجد كثيرة حدود لوجاندر التالية‎ yigt 
-1 على الفترة 1 ك »ك‎ 

۲٠-٤-۳‏ ماهوالمستقيم الأشد قرب امن القطع المكافىء = ey‏ الفترة 
--lsx<l‏ 

. و ره‎ ٩ متعامد مع‎ c’ من أن‎ GA (V) في قانون غرام  شميدت‎ VIET 

۲۷-٤-۳‏ أوجد أساساً متعامداً_نظامياً للفضاء الجزئى المولد بالمتجهات 
a3=(0,0,1,-1) «aر=(0,1,-1,0( ¢a,=(1,-1,0,0)‏ . 1 

Gb YA-&£-¥‏ طريقة غرام شميدت على المتجهات )1-,1),(1,0-,1,0),(0,1-,1( وذلك 
لإيجاد أساس متعامد نظامي للمستوي 0= »++ ×. ماهو عدد أبعاد 
هذا الفضاء الجزئي e‏ عار هند اتات غير befall‏ الي هر بعد 
تطبيق طريقة غرام ‏ شميدت . 

٥-۳‏ تحويل فوريه السريع 

في نهاية البند السابق ذكرنا متسلسلة فوريه. لقد كانت جبراً خطياً في فضاء 

ذي مالانهاية من الأبعاد . كانت "المتجهات' A Wyo‏ ولقد اسقطت على الجيوب 

وجيوب التمام» فانتج ذلك معاملات فوريه» من هذه المتتالية اللانهائية من الجيوب 

وجيوب التمام مضروبة بمعاملات فوريه» تمكنا من تكوين fa)‏ من جديد . هذه هي 

الحالة التقليدية التي حلم بها فوريه . إلاأنه في الحسابات الحالية » سيكون التحويل 

الذي ستنحسبه هو تحويل فوريه ا منقطع . لايزال فوريه حياً ولكن بعدد متته من الأبعاد . 


A‏ يجب تقدييمها بمصفوفة . إنها مصفوفة فوريه F‏ تعتمد عليها تقنية طريقة الاشارات 
العددية كاملة . تحول الاشارات إلى أرقام» سواء أتت من حديث أو صورة أو موجة 
صوتية أو اتصال Sle‏ لار حتى عن البحث عن (Uy ill‏ كن age‏ با مصفوقة 


w.‏ الجبر الخطي وتطبيقاته 


oF‏ وبعد ذلك يكن اعادتها لتنشىء» من جديد » الصورة الأصلية . إضافة إلى كون 
هذين التحولين حاسمين فانه يكن اجراءهما بسرعة : 

)1( يجب أن تكون المصفوفة العكسية Fo‏ بسيطة . 

)1( يجب أن يكون الضرب ب ۴ أو Pte‏ سريعاً. 

هذان الشرطان صحيحان . لقد عرفت المصفوفة "۴ منذ سنوات وتبدو مشابهة 
تماماً ل ۴. في الحقيقة» ۴ متناظرة وقائمة (بإهمال عامل ye (Vn‏ نقيصة واحدة 
هي كون عناصرها أعداداً مركبة . يخفف هذه الصعوبات کون جميع عناص ر ۴و F‏ 
"قوى عدد فريد le ye ow‏ عن عرض كامل للأعداد المركبة» سنكتفي بدراسة المعادلة 
المتميزة ١="«-التي‏ تحوي جيوباً وجيوب تام ودوال أسية وتقع في صميم تحليل فوريه 
المنقطع . 
ni‏ لوكان ذلك كل شيء (لقد کان كل شيء حتى 
5 فإن التحويل المنقطع سيأخذ مكانة مهمة . يوجد OW‏ ماهو أكثر من ذلك . 
يمكن إجراء pall‏ فى ۴ أو فى F‏ بسرعة كبيرة وطريقة ذات مهارة شديدة . عوضاً 
gan! ge‏ مابات لغرب yp MIN tail‏ عناص TE‏ التي بها د إن 
جداء مصفوفة بمتجه مثل Fly‏ يحتاج» ehi‏ إلى Ln logn‏ خطوة. إنها عمليات 
الضرب ذاتها ولكنها مرتبة بطريقة جيدة. تدعى اعادة الترتيب هذه» تحويل فوريه 
السرتخ. 

يبدأ البند بالعدد «٠‏ وخواصه ويتحرك نحو ۴ وينتهي ب FFT‏ - التحويل 
yadi‏ يع وتطبيقاته» the fast transform and its applications‏ . يدعى التطبيق الضخم 
لذلك إلتفافاً وأساس alè‏ هو قاعدة الإلتفاف . 


الجذور المركبة للوحدة 
يكن أن يكون لمعادلة حقيقية جذور مركبة . لقد أدت المعادلة 2+1-0 إلى ابتكار 
(و إلى :- أيضاً) . ولقد اعتبر ذلك حلاً وانتهت المسألة . إذا تساءل أحدهم حول 


YV\ التعامد‎ 


0 -:-2: لقد وجد جواباً لذلك : إن الجذور التربيعية لعدد مركب هيء أيضاًء أعداد 
مركبة . عليك أن تسلم بالتركيب ert iy‏ حيث ×الجزء الحقيقي و« الجزء التخيلي 
وليس هناك ضرورة لابتكار إضافي . لكل كثيرة حدود من الدرجة « مجموعة كاملة 
من « جذراً (من الممكن أن تكون مركبة ومن الممكن أن تكون مكررة) . هذه هي النظرية 
الأساسية في الجبر» وكلمة مركبة تسمح باحتمال كون الجزء التخيلي 0=« ويصبح 
عندئذ العدد حقيقياً . 

"نوب Daly OW‏ ٠ک‏ من ny pall‏ ی آل برد الها اريسة جذور_ سب أن 
يوجد أربعة جذور» «ا جذر الرابع للوحدة» . الجذران التربيعيان للواحد هما 1 و1-. 
الجذور الأربعة هي الجذور التربيعية لهذه الجذور التربيعية» إنها | و ١-و:و i‏ العدد 
ا يحقق 1 - لأنه يحقق 1-=. بالنسبة للجذور الثمانية للوحدة» نحتاج إلى الجذر 
التربيعي للعدد : وهذا يقودنا إلى العدد المركب ۷2/(+1)=«. تربيع ‏ يعطي (142i‏ 
2+ وهذا ya‏ نفسه OY‏ :+1 يساوي الصفر . وبما أن المربع هو ewi‏ لذا تكون 
القوة الثامنة 1 == „w‏ 

الأعداد المركبة في مصفوفة فوريه خاصة LU‏ الأجزاء الحقيقية منها هي جيوب 
تمام والأجزاء التخيلية منها هي جيوب : 

لنفرض أن الجزء الحقيقي × قد حمل على محور » وحمل الجزء التخيلي على 
محور y‏ (شكل IU OYT‏ فان العدد ٠‏ يقع على دائرة الوحدة؛ بعده عن نقطة 
الأصل هو sin 20-١‏ +20:76 . يصنع زاوية قدرها6 مع المحور الأفقي . يدعى المستوي 
الذي يقع فيه الشكل ا مستوي ا مركب » ولكل عدد مركب من الشكل «ا+ ×= موضع 
في هذا المستوي . يظهر المستوي كاملاً في الفصل الخامس e‏ حيث تظهر الأعداد المركبة 
كقيم ذاتية (حتى للمصفوفات ال حقيقية) . نحتاج هنا إلى blä‏ خاصة» فقط» ow)‏ 
تقع جميعها على دائرة الوحدة بسبب كونها تحل المعادلة 1=" w‏ 


YVY‏ الجبر الخطي وتطبيقاته 


imaginary axis 


real axis 


= cos 8 — i sin 0 


شكل o O Y-T)‏ المستوي المركب ودائرة الوحدة. 

كيف يمكننا حساب القوة النونية ل«؟ Se Lie‏ إيجاد التربيع 

مباشرة: 
w? = (cos + i sin 6)” = ccs? 6 - sin? 6 + 2i sin Gi cos 0 .‏ 

يبدو ذلك سيئاً إلى أن يوضح بالقانون المثلثي المتعلق بضعفي الزاوية. الجزء 
cos *0- sin? AAH‏ يساوي cos20‏ والجزء التخيلي 26086050 » يساوي 
)sin20‏ لاحظ أن :لم يدخل ؛ الجزء التخيلي عدد حقيقي). لذاء 
يكون 

204i sin 20‏ وممكة «. بقي مربع w‏ على دائرة الوحدة» لكنه بضعفي الزاوية 
20 . يحدث ذلك توقعاً Ob‏ للعدد w”‏ الزاوية «nd‏ وهذا صحيح . 

هناك طريق أفضل لإيجاد قوى «. تركيب جيب التمام مع الجيب هو قوة مر كبة 


سعتها الواحد وزاويتها 80 


قاعدة ضرب وتقسيم القوى مثل 7م-()(2م) أو ات eV‏ تبقى صحيحة عندما 
يكون الأس تخيلياً» لذاء فان قوی we‏ هی» LE‏ كما سبق : 


YvY doled 


(۳) 


.- 0 da gh W/W يكون 1--:: فإن للمعكوس‎ Lote . nO dosh jn dal 
cosO كان‎ U . الناج سيكون1‎ OL cos (-0)+i sin )-6( ب‎ cos O +i sin 6 إذا ضرينا‎ 


يساوي cos(-8)‏ (جيب التمام 33( و sin(-0)‏ يساوي 9 AN) -sin‏ فردي)» فان 


هذا الضرب يعطى : 


e?e? = (cos6 + i sin 6)(cos 6 - sin 6) = ce’ 6 + sin 0= 1. 


ملاحظة أذكر ذلك اليوم حين ورد إلى MIT‏ رسالة من مسجون في نيويورك يسأل هل 
قانون (Y) A yl‏ صحيح . إنه حقاً مذهل عندما تفكر فيه» حيث ثلاثة من الدوال 
الأساسية في الرياضيات تلتقي معاً من هذا الطريق الجميل . أفضل جواب لنا هو أن 
ننظر في متسلسلة القوى : 


3مء 2„ 2 
, 09 ,_9 9214164 
!3 !2 


الجزء الحقيقي ...+ 1-0/2 هوجيب التمام . الجزء التخيلي ...+ 0-0/6 هو 
الجيب . القانون صحيح وأتمنى أن نكون قد ارسلنا البرهان الأكثر جمالاً . 

بهذا القانون» يكن حل المعادلة 1=« . إنها تصبح من الشكل 1 eR‏ لذاء فإن 
هذه الزاوية 6 ستنقلنا حول دائرة الوحدة» وتعود بنا ثانية إلى نقطة الانطلاق . JH‏ 
هو أن نختار «/0-27 : ا جذر النوني الاصلي هو : 


(£) 2ni/n 21 2r 


Wy =e = (cos —.+ i sin S, 


القوة النونية هى eM‏ وهى تساوي الواحد. في حالة 4= ۸و ۸=8» الجذران 
الأصليان هما : 


W4 = cos = + i sin 
2 


Wg = cos 5 +i sin 
4 


e‏ الجبر الخطي وتطبيقاته 


للجذر الرابع الزاوية ”90- 6 وللجذر الثامن الزاوية 0=45°. Lagi]‏ 
1-660 3 —)360°(« إلا أنهما ليسا الجذرين الوحيدين من الدرجة الرابعة والدرجة 
الثامنة للوحدة. Le‏ الجذور من الدرجة الرابعة هي القوى Psi, P=‏ , 1=" 1. بقية 
الجذور من الدرجة الثامنة هي القوى WE‏ ,..., 102,102 . هذه الجذور موزعة» 
أيضاً» على دائرة الوحدة بفواصل قدرها ”27 . هناك ملاحظة أخرى هي أن مربع Wg‏ 
هوي" الأمر الذي سيكون أساسياً في تحويل فوريه السريع . لاحظ » Lad‏ أن مجموع 
ا جذور يساوي الصفر. بالنسبة ل ديس ذلك صحيح 0-:-1+1-1 وبالنسبة لو« هو : 

(0) l+wes twit... tw, =0, 

أحد البراهِين صرب الطرق الآ ربو« الى لايغير فيه شيغا. 
ed + We pends)‏ + وس + we‏ + و «ولكن 1 = «. كل نقطة من النقاط الثمانية 
قد دارت زاوية قدرها 45° ولكنها بقيت ضمن النقاط الثماني التي كانت فيها. OV‏ 
الصفر هو العدد الوحيد الذي لايتغير عندما يضرب بوس لذا فانه يجب أن يكون 
جرع MT de‏ 

مصفوفة فوريه وعكسها 

في الحالة المتصلة» يمكن لمتسلسلة فوريه أن تعيد تكوين f(r)‏ على فترة كاملة . 
وهي تستخدم عدداً غير منته من الجيوب وجيوب التمام (أو دوال أسية) . في الحالة 
المنقطعة e‏ ب من المعاملات فقطء يكون ذلك كافياً من أجل التوقع . نطلب » فقطء 
المساواة عند ”من النقاط الأمر الذي يعطي ١‏ معادلة . في مسألة نموذجية ب 4= ۸ 
المعادلات التي توجد ثانية القيم الأربع 2.4.6.8 هي : 

(O)‏ في هذه الحالة www- w‏ س = سر = س . عندما یکون ۸ شفعاً فان الجذور تأتي 
متزاوجة . ش مجموع الجذور التكعيبية الثلاثة للوحدة يساوي الصفر أيضاً دون اختصار بين 


الأزواج. 


Vo التعامد‎ 


©) 


Co + وع + بع‎ +03 =2 
Co + icy -C2 - ic, =4 
Co = Ci + و - ين‎ =6 
Co - İC] وعدا‎ + icy =8. 


المتتالية الداخلة هى 2,4,6,8. المتتالية الخارجة ب ,ره Cp‏ .وه . تبحث المعادلات 
عن الحدود الأربعة لمتسلسلة فورية المتلائمة مع الداخل في النقاط الموزعة بالتساوي 
على الفترة من 0 إلى 25 : 


2 x=0 عند‎ 

apte" +0207" toe = 4 x =71/2 عند‎ 
9 6 X= ند‎ 

8 X= 3/2. ر‎ 


تلك هى المعادلات الواردة فى (5) . عند 2=×تعود المتسلسلة إلى القيمة الأولى 
2 وتتابع بصورة دورية . 

لاحظ أن متسلسلة فوريه تكتب بالشكل المركب» كتركيب في دوال أسية من 
الشكل vel‏ وذلك مفضل على الجيب وجيب pled‏ الأمران متكافئان يسبب 
التكافؤ : 

(y) cpe + cpe ™ = aç cos kx + by sin kx. 

من الممكن البقاء مع المتسلسلة الحقيقية» إلا أنه عندما تتوقف بعد أربعة حدود» 
نحتاج عندئذ عناية خاصة ويصبح القانون غير رائع . القرار المفضل هو استخدام 
الصورة المركبة وحل المعادلات )0( لإيجاد المعاملات وعرم,رعيوه . 

لیس من الصعب إيجاد ذلك . إذا Lace‏ هذه المعادلات الأربع» يحصل 
اختصار ضخم في الطرف الأيسر EWI.‏ هو 400-20 لذاء OP‏ »هو 5 وهو متوسط 
المعطيات 2,4,6,8 . 

هناك طريقة» أيضاً » لايجاد nc‏ اضرب المعادلات على الترتيب بالأعداد 


YN‏ الجبر الخطي وتطبيقاته 
Loic si‏ ثم اجمع النتائج . كل شيء يختصر في الطرف الأيسر سوى ,40 الذي يساوي 
2-41-6487 . لذاء فان cli‏ (لاحظ أنه مركب) . هناك طريقة مشابهة لحساب ره و 
ان 

يتوضح النموذج بالمعادلات ذوات الشكل المصفوفي . نكتب المعادلات الأربع 
بالصورة Fe=y‏ والمصفوفة هي : 


be سم‎ 


1 
1 
F = i‏ 
i”‏ 1 
هذه العناصر الستة عشر هي نفسها المعاملات فى (6). عوضاً عن » كتبنا 
سابقاً :و ©؛ يساوي 1- و *:هو:- . في الشكل الحاضر سيكون من السهل التعرف على 
t laedar?‏ المصفوفة الشكل ذاته ! 
۴ بمعزل عن لعامل +-؛ لمعكوس لمصفوفة لشكل ذاته 
1 1 1 1 
LII D @ GC‏ 
a oe or‏ 
 w* cw‏ 1 
ضرب مباشر يعطي 1=" Ste FF‏ جداء السطر الثاني من F‏ بالعمود BEM‏ 
من هو „POHD‏ تنجد بقية العناصر القطريةالتى يساوي كل منها الواحد 
بالطريقة ذاتها . بالنسبة للعناصر غير القطرية» ضرب نموذجى يعطينا 0= :++ +1 . 
(تذكر أن مجموع الجذور الأربعة يساوي الصفر). بالنسبة للسطر الأخير من 
مده »نلاحظ» أیضاًء أن cy‏ هو متوسط القيم الأربع» )002 حو + 


ملاحظة بالنسبة لمصفوفة فوريه» من الطبيعي أن نرقم الأسطر والأعمدة من 0 إلى n‏ 
دودلا مق إلى : 
النموذج الذي وجدناه أعلاه» ليس خاصاً ب4- . لكل on‏ يمكن كتابة المصفوفة 


YVV التعامد‎ 


التي تربط « بء وإيجاد معكوسها . إنها [RF‏ معادلة كل واحدة منها تتطلب متسلسلة 
منتهية ...+“ عجره (Lan)‏ لكي تتوافق مع y‏ (في (ikën‏ 
التوافق الأول هو عند 0 -+ : 

0ت FCI tatea‏ وه 
النقطة التالية عند 25 = ox‏ التي تدخل العدد =e‏ س : 

POW Ena FCW Hyp.‏ وم 

النقطة الثالثة عند 47/1 - × تشمل على ”م الذي هو” «: 

2-1) 


5 
Co FCW Fa FEW =y. 


تقدم بقية النقاط قوى عالية من w‏ والمسألة كاملة هي : 


1 1 1 . 1 Co Yo 
1 w w i ĉi Jı 
1 w2 wt y2n ¬ 1) C2 = y2 
(A) : 
1 wa! wt 1) wr 1( Be iz 


هنا تبدو مصفوفة فوريه ۴. 
في حالة 4  -‏ » يكون الجذر « هو ci‏ الجذر من الدرجة 4 للوحدة. بصورة 
عامة» « هو ”05 وهو الجذر n‏ الأصلي للوحدة. العنصر الواقع في السطر زوالعمود 
)من F‏ هو قوة ل : 


jk 


Fj =w". 
وتكون جميع‎ ek=0 وعند العمود الأول يكون‎ f= 0 عند السطر الأول يكون‎ 
وتا‎ 
wo] 


لإيجاد الأعداد ce‏ نحتاج إلى عكس ۴. في الحالة 44 » يحوي المعكوس 


TWA‏ الجبر الخطي وتطبيقاته 


قوی 4-؛ بقول آخر "۴ قد بنيت انطلاقاً من ⁄1. تلك هى القاعدة العامة؛ ليصدر Fo‏ 
'عن العدد المركب "س ails‏ يصنع زاوية قدرها «/2- عندما يصنع w‏ زاوية قدرها 


+2%/n‏ م 
لات تبنى المصفوفة المعكوسةمن النوع mn‏ انطلاقاً من w‏ =" س : 
1 1 1 1 
wt w 2 wan‏ 1 1 
oe‏ — = 55 
wT wre. yati‏ 1 
فى حالة 2= ۸و 3د يعنى ذلك أن : 
E 1 U F‏ قات 
repli a| refi a]‏ 
1 1 1 1 1 
peli 2ni Ani‏ لها giL 1 2ni/3 -4ni/3‏ 
HE 4ni/3 -8ni/3 l 4ni/3 Bni/3‏ 


نحتاج إلى التحقق من أن FF!‏ يساوي مصفوفة الوحدة. 
تعد الأمور على القطر الأساسى واضحة . جداء السطر زمن # بالعمود رمن 
F‏ هو )1+....+1+1( In‏ وهذا يساوي الواحد. الجزء الأكثر صعوبة هو مايقع خارج 
القطر وذلك OLS‏ أن جداء السطر زمن F‏ بالعمود » من Fo!‏ يساوي الصفر : 
ww* + ww 4.4 wo Diy O E‏ 1.14 إذا كان #k‏ ر(١٠١)‏ 
مفتاح ذلك هو أن نلاحظ أن هذه الحدود هي قوى الجذر الأصلي Wa wiw‏ 
W+ WP +... FW" =0.‏ +1 (۱۱) 
العدد W‏ يبقى واحداً من جذور الوحدة : Www‏ يساوى 1-*111. يما أن 
يبقى واحدا من جدور وي 
j‏ مختلف عن ck‏ فان ۷ مختلف عن الواحد. إنه واحد من بقية الجذور الواقعة على 


YYA biji 


دائرة الوحدة بأبعاد متساوية فيما بينها . جميع هذه ا جذور تحقق -ا .1+W +...+W‏ 
0الطريقة يقة مطابقة ULU‏ في )0( أعلاه : الضرب ب لايغير الطرف الأيسر Wr OY)‏ 
الواقعة في النهاية اليمنى تساوي 1 كما كان في النهاية اليسرى). لم يتغير هذا المجموع 
عندما ضربنا ب ۷ . لذاء فان عليه أن يساوي الصفر . 

ملاحظة إليك برهاناً آخر مباشراً انطلاقاً من المتطابقة : 

(\Y) 1- W" = (1-W)(1 +W + WP +... + W7). 

لما كان 1 w=‏ فان الطرف الأيسر يساوي الصفر . لكن W‏ لاتساوي 1 e‏ لذاء 
فإن العامل الأخير يساوي الصفر . أعمدة ۴ متعامدة-نظامية . باستثناء أخذ الأعداد 
المرافقة (ww)‏ والقسمة على on‏ فان منقول F‏ هو "۴ . 
تحويل فوريه السريع 

تحليل فوريه نظرية رائعة» إلا أن مايجعله مهماً كونه أيضاً عملياً جداً وأفضل 
طريقة لتحليل شكل موجي إلى مركباته هو تفكيكه. والطريقة العكسية كفيلة بإعادته 
إلى أصله . الدالة الأسية مميزة بالنسبة للفيزياء والرياضيات ويمكننا أن نبرهن ذلك » 
بدقة» بسبب جوهري : إذا اشتققت “أ وكاملتها أو نقلت × إلى «+:«فإن الناتج هوء 
Laat‏ « مضاعف ل“ . الدالة الأسية ملائمة» LE‏ لمعادلة تفاضلية أو معادلة تكاملية 
أو معادلة فروق . تأخذ كل مركبة للتواتر طريقها الخاص ثم تتركب ضمن الحل . لذاء 
فإن تحليل وتركيب المعطيات ‏ حساب c‏ انطلاقاً من و y‏ انطلاقاً من ne‏ جزء أساسي 
LE‏ من الحسابات العلمية . 

نريد أن نبين أنه من الممكن إنجاز ذلك بسرعة . المفتاح هو في العلاقة بين Fa‏ و 
ر#- والأفضل بين نسختين ل ر۴ يقعان في المصفوفة ۴2 : 


1 | قريبة من‎ Fa = 
1 -l 


سے قم مم — 


YA,‏ الجبر الخطي وتطبيقاته 

تحوي ۴ قوى mei‏ ا جذر الرابع للوحدة . وتحوي < F‏ قوى wel‏ الجذر 
التربيعي للوحدة. لاحظ بصورة خاصة» أن نصف pole‏ ۴ أصفار. يحتاج 
التحويل 2×2» حتى عندما يعمل مرتين » إلى نصف مايحتاجه التحويل 4X4‏ من 
عمليات. بصورة cipli‏ إذا أمكن تعويض تحويل 64×64 إلى تحويلين من النوع 
2 فإن العمل سينخفض إلى النصف (إضافة إلى تكلفة تجميع النتائج) . بقدر 
ماهو صحيح وممكن عملياً» فانه foe‏ صلة بسيطة بين بع" و Wap‏ : 


2ni/64 2 2ni/32 
=e 


(e ) أو‎ (Wes y = Wa 


يساوي البعد بين الجذرين من الدرجة ۳۲ على الدائرة ضعفى مايقابل ذلك من 
جذور الدرجة VE‏ . إذا كان 1=« فان «(WI‏ بصورة عامة » الجذر من الدرجة rm‏ 


هو مربع الجذر من الدرجة n‏ وذلك إذا كان m‏ نصف » : 


aY) 


n 


سرعة ۴۴7 (تحويل فوريه السريع) في الشكل القياسي الوارد هنا » تتعلق بالعمل 
على الأعداد المركبة العالية الأساس 212-4096 . سيكون في مصفوفة فوريه 2« من 
العناصر» لذا سنحتاج» بدون التحويل السريع إلى **2 =4096)7( عملية ضرب لإيجاد 
جداء F‏ في × : يصبح تكرار الضرب بالمصفوفة F‏ كبير التكلفة . على العكس» يمكن 
لتحويل سريع أن ينفذ كل ضرب في ”6×2 خطوة» فقط . إنه أسرع ASL‏ من 680 مرة 
من المعتادء لأنه يستعيض عن العامل 4096 ب 6. بصورة عامة» يستعيض عن ١‏ من 
عمليات الضرب ب1« حيث gan‏ 2. يربط المصفوفة ,۴ بنسختين ل ر Fy‏ ومن ثم 
باریم فسخ من ورا شی راب سخ من VF,‏ هي تایان لذاء ستختزل العمليات 
التي عددها ١‏ إلى Ln logyn‏ عملية . 

نحتاج إلى معرفة لماذا يکن تكوين ,۴=« (متجه (AS ona‏ من متجهين 
لهماء فقط e‏ نصف الطول . الخطوة الأولى هي أن نقسم » نفسه . لقد قسم المتجه 


YA\ التعامد‎ 


OLS My إلى نصفين أقل طولاً وذلك بالتفريق بين المركبات الزوجية‎ CoC.) 
: الفردية‎ 
c= gy Ces cee Gy) 5 ec BIG ووم و‎ T E E 

تتوزع المعاملات بالتناوب بين و e”‏ عندئذ» انطلاقاً من هذين 
المتجهين 3 Oe S‏ اع أت 3Y‏ "علد J”‏ هاتان هما عمليتا الضرب بالصفوفة 
الصغرى Fy‏ (تذكر أن (on stn‏ كما في الخالة التي استبدلنا فيها 2 ۴ OB Faa‏ 
العمل قد انخفض إلى النصف . المسألة الأساسية هي تركيب « بمتجهين لهما نصف 
الطول cy” sy’‏ ولقد ذكر Cooley‏ و Tukey‏ ماذا يجب أن نعمل : 
Y‏ المركبات ال« الأول والمركبات SV mS‏ للمتجه F e‏ = رهی : 
(Vg)‏ 


010 لر‎ y" ب‎ 9 
yp=yjtway"). Je «= | 
Yim SY PY 5 وكا‎ cam. 


لذاء فان ا لخطوات الثلاث هى تجزئة » إلى '» و"»» وتحويلهما بواسطة ,۴ إلى y‏ 
و ”« ثم اعادة y ely‏ انطلاقاً من المعادلات(5١).‏ 


سنتحقق بعد فترة ماإذا كان يعطي ذلك y‏ الحقيقي . (يمكنك تفضيل بيان جريان 
على الجبر) . إن ذلك يعني أن حساب ,۶ يحتاج إلى مثلي ماتحتاجه ,من الخطوات» 
بالإضافة إلى m‏ عملية ضرب بالآعداد (*الواردة في )١5(‏ . يمكن تكرار هذه الفكرة . 
ننتقل من Pong‏ إلى د٠۴‏ إلى ووب . تعداد الحساب النهائي cin ga‏ وذلك عندما 
ننطلق بالقوة 2=« ونتابع الطريق كله حتى ١-_حيث‏ لاتكون هناك حاجة إلى عمليات 
ضرب . يتفق هذا العدد مع القاعدة التي أوردناها أعلاه Éa:‏ العدد المتعلق ب ««زائداً 
m‏ عملية ضرب إضافية » يعطي العدد ا متعلق na‏ : 


2) (1 - 1)) +m = lnl. 


= الجبر الخطي وتطبيقاته 

التكلفة أكثر قليلاً من تكلفة الحالة الخطية» ويظهر لوغارتم ؛عمليات 
الضرب”< w i‏ الواردة في VE)‏ مع ذلك» فان n‏ أضغ ركثيراً من yn?‏ 
تحليل فوريه المنقطع فد تحول بصورة كاملة» بواسطة FFT‏ 

تحقيق القانون EA )١5(‏ مياد عرزل ee‏ 
(المركبات الزوجية (ey‏ وجزء من ”© OLS MN)‏ الفردية , Coy,‏ إن ذلك يجزئ 
قانون ز« إلى جزأين : 


m-1 m-l 8-1 

2kj .(2k+Dj TEs 5 jk 
3 Wy Cak + > Wn C2k+1 تطابق‎ y = Dy Wh Ck 
k=0 k=0 j k=0 


aye 2 à ‘ 1 5 5‏ 1 8 
لكل مجموع في اليمين mao‏ حداً . بما أن ,= 2 bw‏ المجموعين هما : 
(\o)‏ 

=i wil I cy, + wi, pi w$ Hep. 


k=0 


هذان المجموعان هما بالضبط )97 و y”,‏ اللذان ta?‏ نصفي التحويلين Epe‏ و Figo”‏ 
الجزء الأول من )١5(‏ هو تماماً كما في .)٠١(‏ بالنسبة للجزء الثاني » نحتاج إلى jam‏ 
بدلا من زو هذا يؤدي إلى تغيير الاشارة : 
km «° j 5 jm) . 5‏ 
داخل المجموعين. ! wi‏ يبقي n Nw‏ =1 


في الخارج ر -ws‏ = نير t= 1 OY‏ 2" "نقتي wit‏ 


يعطي تغيير الاشارة للجزء ء الثاني من (NE)‏ وبذلك يت يتحقق قانون FFT‏ لقد 
hh‏ رواب سي سياه 
فان هناك ضرورة لطريقة مختلفة LU‏ 


مثال الخطوات من 4 - : إلى 2 -: هي : 


YAY التعامد‎ 


تركب هذه الخطوات الثلاث بضرب »ء فی ” ليعطي «. لما كانت كل خطوة 
خطية» فإنها يجب أن تنتج عن مصفوفة » ومن الواجب أن يكون جداء هذه 
المصفوفات هو )١5( : Fy‏ 


1 1 1 1 1 1 1 1 
5 Pe 3 
lik ©). 1 iji = 1 
1 4 ° na 5 1 1 1 
LF fS FF 1 -i 1 al 1 


يمكنك أن تتعرف على نسختين ل ر۴ في الوسط . تظهر في الطرف EYI‏ مصفوفة 
المبادلة التي تفرق» إلى "© و ”6. في اليسار تظهر المصفوفة التي تضرب ب بإ «. إذا 
انطلقنا ب ۾۴» فان على المصفوفة المتوسطة أن تحوي نسختين ل ,7 . كل واحدة منهما 
ستجزأ كما ورد أعلاه. لذا »تعادل FFT‏ تحليلاً ضخماً لمصفوفة فوريه ! المصفوفة 
الوحيدة F‏ ذات العناصر غير الصفرية التي عددها Hin’‏ نتجت عن 0!-! مصفوفة 
تقريباً» بعناصر غير صفرية عددها ni‏ فقط . 
FFT‏ الكاملة و الفراشة 

الخطوة الأولى من FT‏ تغير الضرب ب ,۴ بضربين ب Fy = yy‏ لقد تحولت 
المركبات المرقمة زوجياً (....ر».») بصورة منفصلة عن (....و».,ه) . نقدم فيما يلي بيان 
جريان يتعلق ب8 -« : 


A‏ الجبر الخطي وتطبيقاته 


الفكرة الأساسية هي تعویض کل إطار ل ,۴ بشکل مشابه يحوي إطارين ل -F‏ 
العامل i Lat!‏ کړ« هو G‏ العامل القديم -W=We= 8_(1 +i) / VI‏ يتغير النصف 


: إلى‎ Fy من البيان من‎ l 


o Cotes 


وع-وة °4 


بتركيب هذه البيانات » يمكنك أن ترى الصورة كاملة . إنها تبين الترتيب الذي SEG‏ 
بموجبه الأعداد» إلى FFT‏ وكذلك المراحل التي عددها logn‏ تدخل هذه الأعداد 
معها وهي تبين» Lal‏ بساطة المنطق : 

تحتاج كل مرحلة إلى tn‏ من عمليات الضرب» لذا »يكون التعداد الأخير 
=nlogn ya‏ . توجد قاعدة مدهشة لمبادلة الأعداد c‏ قبل أن تدخل في FFT‏ : أكتب 
البترتيب معكوس» في الطرف الأيسر من البيان. الأعداد الزوجية تأتى قبل الأعداد 
الفردية (الأعداد التي تنتهي ب0 تأتي قبل الأعداد التي تنتهي ب 1) ويتكرر ذلك فى كل 
Ue ys‏ 


YAo التعامد‎ 


يوجد نظام pale‏ بدون تكلفة في مصلحة البريد الإلكتروني netlif‏ (تعليماته 


في الملحق ج ). 
000 200 
001 100 
010 010 
011 110 
10 001 
101 101 
110 011 
igi 11‏ 
تمارين 
٠-٠-۴۳‏ ماهما” و*2 المتعلقان بمصفوفة فوريه ذات النوع 4×4؟ 
۲-١-۳‏ ماهما الجزءان الحقيقي والتخيلي للجذور التكعيبية الثلاثة للوحدة ؟ 
٠-١-۴۳‏ إذا شكلت مصفوفة جزئية من النوع 3×3 للمصفوفة FO‏ من النوع 6×6 
وذلك ob‏ نبقي عناصر الأسطر الأول والثالث والخامس في مكانها 
وكذلك الأمر من أجل الأعمدة» ماهي هذه المصفوفة الجزئية ؟ 
٤-٠-٣‏ ضع في المستوي المركب الجذور الستة للوحدة . ماهو الجذر الأصلي We‏ 
(أوجد جزأيه الحقيقي والتخيلي) ؟ ماهي قوة م«التي تساوي Mg‏ 
ماهي قيمة المجموع Lew w AH tw?‏ ؟ 
0-0-۴۳ 


أوجد جميع حلول المعادلة e™=-1‏ وجميع حلول المعادلة =i‏ 


jay 


11-0-۳ 


1۲-0-۳ 


۳-0-۳ 


الجبر الخطي وتطبيقاته 
ماهو مربع العدد wag‏ وجذره التربيعي الذي هو الجذر الأصلي ذي 
الدرجة 128 للواحد؟ 
حل النظام (5 ) ذا النوع 4×4 إذا كانت الأطراف اليمنى 
yE 2= 092 = 270‏ بقول آخر حل ر = ۴ . 
حل النظام السابق ذاته ]13 كان )2,0-,2,0(= ey‏ بمعرفة !3 F‏ 
وحساب wc =Fy‏ تحقق من أن كلذو يم ist corce teye‏ القيم 
2.0-0 في النقاط م .x=‏ 
(أ) إذا كان (1,1,1,1)= ر برهن أن (1,0,0,0) = c‏ يحقق ۴٥ =y‏ . 
(ب) لنفرض الآن )1,0,0,0( = ر» أوجدء. 
إذا كان 2 = cn‏ اكتب وز انطلاقاً من السطر الأول من OVE)‏ و رمن 
السطر الثاني . إذا كان 4=« » استخدم السطر الأول لإيجاد رو رر 
والثاني لايجاد ر« و و«» كل ذلك بدلالة gy’‏ ”ر. 
احسب Fae‏ «بالخطوات الشلاث لطريقة فوريه السريعة: إذا 
كان )1,0,1,0( = c‏ . 
احسب Fae‏ = ربا خطوات الفلاث لطريقة فوريه السريعة؛ إذا 
كان (1,0,1,0,1,0,1,0) = ». اعد الحساب بفرض (0,1,0,1,0,1,0,1) = c‏ . 
بالنسبة للمصفوفة 4 ×4 » اكتب القوانين المتعلقة ب ».٠٠ر٠‏ وحقق أنه 
إذا كان Loss‏ فإن » فردي . يكون المتجه Le BF‏ إذا كان F,‏ - ن,/؛ 
ena Jab‏ هذا يعني 0= -0-0./5/ . يستنتج ذلك 
قبل و( = (sin Osin Z „sin sin‏ ويؤدي ذلك إلى تحويل الجيب 
er‏ 


Y‏ - ”مراجعة وعرض 
لقد انتهى «النصف الأول" من الجبر الخطي » وقد كان مركزاً على Arab‏ وهو 
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يغطي أكثر من نصف فصل (على الأقل» في صف المؤّلف). لقد انطلق بالمصفوفة 
المربعة » واندفع متقدماً نحو المصفوفات المستطيلة وعاد إلى المصفوفة المربعة ATA‏ 
الفصل الأول حل النظام Arab‏ بمصفوفة مربعة 4 (بالحذف) 
الفصل الثاني حل النظام Ax=b‏ بأي مصفوفة (بالمصفوفات الجزئية الأربع) 
الفصل الثالث حل المربعات الأصغرية (بالإسقاط و ب (ATA xX =A")‏ 

إنني حزين بسبب اختصار هذا الموضوع بهذه القائمة القصيرة . إنك لاشك مدرك 
أن في هذه الأسطر الثلاثة كمية كبيرة من الرياضيات وأقوال كثيرة قيلت حول كل 
منها. بالعودة إلى ماقدم» ستكون لي فرصة لحمل روابط جديدة توضحت من جهة 
أخرى . إنها اختيارية لكنها متفاوتة بالأهمية_إن الفضاء الجزئي أساسي» فعلاً» ويمكن 
للأفكار التي جاءت خلفه أن تأتي ضمنه عندما نعالج الاتحاد والتقاطع . 

تنطلق هذه المراجعة» كما فعل الكتاب» بالحسابات . النقطة الأساسية هي أن 
كل خل ينتج عن تحليل مصفوفة : 

الفصلان الأول والثاني : A=LU‏ الفصل الثالث A=OR‏ 
وسواء أكانت المصفوفة مربعة أم مستطيلة» فإن النظام Arab‏ يرد إلى مرحلتين 
سهلتين: 
Ux=eix=U'L'b e gð e Lesbi‏ 
أولاً دع 0 e‏ ثمء Rx =: ×= R 0b‏ 

ثلاث من هذه المصفوفات  LUR‏ مثلثية . المخالفة منها هي © . إنها ذات m‏ 
سطراً و «عموداً «hid‏ إنها old‏ هيئة خاصة هي كون أعمدتها متعامدة. لذا فان 
00 هي مصفوفة الوحدة. حل المربعات الأصغرية ل5 -06 هو 078 C=‏ . هندسياً» 
ينتج © من المسقط ذي البعد الواحد على كل عمود بمفرده. × النهائي مطابق لحل 
ATA X =A"‏ . 


وهكذا يؤدي بنا النظام Arb‏ (بصورة لا إرادية تقريباً) إلى LU‏ و 0۸ . ينتج 


YAA‏ الجبر الخطي وتطبيقاته 
هذان التحليلان عن مراحل الحل . لقد كنا قريبين من التحليلات الثلاثة الأخرى وجرينا 
بها بهدف جعل النص واضحاً. لقد ذكر الأول مبكراً OS‏ مهما في التطبيقات . إنه 
الشكل الخاص 4-500 أو الشكل الآخر 4-1210 وذلك عندما A‏ تكون متناظرة . 
الفصل الأول تحليل شولسكي Cholesky‏ للمصفوفة المتناظرة ۸: 

"ر A =LDL" = LD LD"‏ 
الفصل الثاني التحليل ا مختزل ۲× * مضروباً ب × لكل A‏ : نا A=L‏ 
الفصل الثالث تحليل القيمة الشاذة لكل مصفوفة ۸ : 

A =0, YO? 

لننظر في كل واحد منها بمفرده . 

-١‏ عندما تكون 4 متناظرة» فان ‏ مطابقة ل 1. في هذه ا حالة » يكون التحليل 
LDU‏ هو 4-17 ويكون الطرف الأيمن متناظراً تماماً. يأخذ شولسكي مرحلة إضافية 
ويقسم المصفوفة القطرية D‏ بأخذ الجذور التربيعية للمحاور . (بفرض أنها موجبة؛ 
تلك هي حالة Balin‏ إيجابياً» الواردة في الباب السادس) . لذاء تظهر 4 بشكل جداء 
عاملين مثلثيين (LD NLD PY‏ 

توجد هنا واقعة مثيرة : إذا انطلق شولسكي ب 44 (التي لها محاور موجبة) 
فان عامليه سيكونان» LE‏ » مصفوفتي غرام ‏ شميدت ۸ و ۸. بقول آخر : 


r 1 T 
O'Q=1 و‎ ATA=R'Q'OR OY A A=R'R 


Y‏ خ المضاريب ر[ الناتجة عن الحذف الغاوسي في ATA‏ مطابقة للمضاريب التي تقوم 
Azasel‏ 


مثال (مصفوفتنا المفضلة لطريقة غرام ‏ شميدت) 


-1 0 
2 


5 1 0 0 
-l -1 
QA 2 0 


1 0 
i | 
0 OA 


i AS 
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أنظر أولاً في 474 . يضيف الحذف + السطر الأول إلى السطر الثاني ثم 2 السطر 
الثاني إلى السطر الثالث . المحاور هي .2 .2. ماذا يفعل غرام شميدت ب ۸؟ 

إذا كانت القضية (7- خ) صحيحة؛ فان + العمود الأول من 4 قد أضيف إلى 
العمود الثاني» النتيجة هي )0( 6095 وهومتعامد مع العمود الأول . ثم 
ee‏ = العمود الثاني الجديد إلى العمود الثالث. النتيجة هي a= (Sarl)‏ 
وهو متعامد مع العمودين الأولين . هذه هي خطوات طريقة غرام ‏ شميدت وهي 
تؤدي إلى مصفوفة ذات أعمدة متعامدة : 


0 

3 

١ 

3 
4: 
3 

1 


5 O & فم‎ 
=ni- 


E ê ع‎ ee Î 4 3 7 : OT 
من‎ Wal ذلك موذج لم آره‎ a في مصفوفة أكبر» سيبدآ العمود الثاني ب‎ 
. قبل» بأعمدة متعامدة يبدو جيداً‎ 

بقي علينا أن نقسم الأعمدة على أطوالها. الأمر الخاص هنا ه و أن مربعات 
الأطوال مطابقة ‏ محاور ATA‏ : 
, 4د توم ?)0+ “زم oP‏ بذك ةزم +E 2, Pea‏ 
لايمكن أن يكون ذلك صدفة ! فأعمدة A'A!‏ متعامدة فيما بينها وتظهر مربعات 
أطوالها في D‏ : 

إذاكان =L"ATA(LTY' =D òp ATA =LDL"‏ 'ماثم 
في المرحلة الأخيرة نقسم على الجذر التربيعي للمحاور وذلك لتنظيم الأعمدة : 
Q=A wy! p2‏ أو r = QOD" L" = OR‏ 

يعيدنا ذلك إلى مصفوفة شولسكى 2217 المطابقة لمصفوفة غرام ‏ شميدت ۸ . 

الشكل المثلثى ل ۸ يعكس الترتيب : طرحت مضاعفات الأعمدة المتقدمة 


ee‏ الجبر الخطي وتطبيقاته 

من الأعمدة المتأخرة. إن ذلك مشابه للحذف : طرحت مضاعفات الأسطر المتقدمة 
من الأسطر المتأخرة . L‏ تسجل خطوات الحذف في ATA‏ و R‏ تسجل خطوات التقويم 
فى 4. 


-Y‏ «التحليل المختزل» هو A=LU‏ مثل التحليل المتناظر LDL‏ فإنه أكثر توازناً من 
التحليل القديم 4-110 ولكن من طريق آخر. عندما يكون ل 4 الرتبة WE ٠١‏ نحتاج » 
فعلاًء إلى عموداً في gh‏ + سطراًفي U‏ فالأسطر mrt)‏ الأخيرة في نايمكن اهمالها 
(لإنها جميعها أصفار) . الأعمدة ال -” الأخيرة من ا يكن Late‏ إهمالها (لإنها 
تضرب هذه الأسطر الصفرية الواقعة في U‏ ولن يكون لها أي تأثير) . بقينا مع عاو U‏ 
وسيكون جداؤهما أيضاً هو المصفوفة 4: 
يكن Ü pial‏ رتبتها : أن تحلل إلى جداء مصفوفة من النوع mxr‏ في مصفوفة من 
النوع ۸× ۲ . 

في الحالة التي تحتاج 4 إلى مبادلة أسطر مثل PAELU‏ سيكون هنا بعض التغيير 
SSL:‏ 0 من الأعمدة ال الأولى Lye lege PLI‏ في كل حالة» ستكون أعمدة 
ا التي عددها lr‏ لفضاء أعمدة 4 وأسطر ا التي عددها Lr‏ لفضاء أسطر A‏ 
-Y‏ يعد تفريق القيمة الشاذة أكثر أهمية بحيث قم في فقرة خاصة وسيكون موضوع 
الملحق (أ). إنه يضع مصفوفة قطرية لابين مصفوفتين قائمتين» تعطيان أسساً للفضاءات 
الأربعة وتؤديان إلى المعكوس الكاذب *4 وإلى «العدد الشرطي». لقد أصبح SVD‏ 
(تفريق القيمة الشاذة) أساسياً في علم الحاسوب . 


فضاءات المتجهات والفضاءات الحزئية 
ننتقل من الحساب إلى I‏ الذي يبدأ بمفهوم فضاءات المتجهات حيث هناك 
عمليتان تمكنتان : 
جمع ا متجهات ty‏ × وضرب متجه exala‏ 
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هاتان العمليتان سهلتان في فضاء عدد أبعاده « الذي هو المثال الواضح لفضاء 
المتجهات . إن ذلك تمكن داخل مجموعة أصغر مثل المستقيمات والمستويات المارة من 
نقطة الأصل في ۸. المجموعات الجزئية» التي هي فضاءات متجهات بحد ذاتها » 
هي فضاءات جزئية والفضاءات الحزئية الأربعة هي مفتاح Ax=b‏ : 

وجود × : يجب أن يقع ط في فضاء الأعمدة (4) #.: يجب أن يكون b‏ متعامداً 
مع الفضاء الصفري الأيسر MAT)‏ 

وحدانية × : يجب أن لايحوي الفضاء الصفري TA)‏ سوى المتجه الصفري : 
يجب أن يقع فضاء الأسطر في R”‏ 
عندما يكون هناك حل لكل (» تكون الأسطر مستقلة وتكون الرتبة :-7. وعندما 
يكون الحل وحيداً» تكون الأعمدة مستقلة وتكون الرتبة JI. r= n‏ مصوفة» الرتبة 
هي عدد أبعاد كل من فراغ الأعمدة وفراغ الأسطر . إذا كان r= m =n‏ فان 4 مربعة 
وقابلة للعكس . 

من الواضح أن هذه الفصول قد تابعت هدفاً واحداً هو فهم النظام „Ax=b‏ فكل 
فكرة جديدة أو تعريف - با في ذلك فضاء المتجهات والاستقلال الخطي» الأساس 
والسعة» الرتبة والفضاء الصفري . الجداء الداخلي والتعامد- قدمت BY‏ ضرورية 
لهذا الغرض . سننظر COV‏ من جديد» في الأفكار ذاتها لايجاد بعض العلاقات التي 
أغفلت . 


-١‏ تقاطع فضائي متجهات . الفكرة الأساسية هي العودة إلى تعريف فضاء المتجهات 
والفضاء الجزئي . ستظهر مسائل تحتاج إلى نظر» لاتتعلق بفضاء جزئي فريد أو مصفوفة 
4 فريدة» بل تتعلق بالصلات بين فضاءين جزئيين أو مصفوفتين . النقطة الأولى هي 
الأكثر أهمية : 


بي الجبر الخطي وتطبيقاته 


كذلك فضاء جزئي . المتجهات المنتمية إلى كل من الفضاءين الجزئيين» تكوئن فضاءً 
جزئياً أيضاً . 

البرهان مباشر . نفرض + و «واقعین في ۷م ۰۷ بقول آخر إنهما متجهان في 
۷ وأيضاً في ۷. لذ» ا ما کان کل من V‏ و W‏ فضاء متجهات بحد ذاتهما فان «+×و 
×ءيقعان في ۷ و ۷ . ناتجا ا جمع والضرب بعدد يبقيان في التقاطع . هندسياً تقاطع 
مستويين يمران من نقطة الأصل (أو "مستويين زائدين' من R”‏ هو أيضاً فضاء جزئي . 
الأمر ذاته صحيح بالنسبة لتقاطع فضاءات جزئية متعددة أو أي عدد منها مهما كان 
At‏ 
مثال ١‏ تقاطع فضاءين جزئيين متعامدين فيما بينهما هو الفضاء الجزئي ذو النقطة 
الواحدة [0)-المتجه الصفري هو الوحيد المتعامد مع نفسه. 
مثال Y‏ إذا كانت مجموعتا المصفوفات المثلثية العليا والسفلى من النوع Xn‏ على 
الترتيب . الفضاءين الجزئيين V‏ و cW‏ فان تقاطعها هو مجموعة المصفوفات القطرية . 
إن ذلك حتماً e‏ فضاء جزئي . جمع مصفوفتين قطريتين وضرب مصفوفة قطرية بعدد 
ينتجان مصفوفتين قطريتين . 
مثال نفرض أن فضاء ۸ الصفري و W‏ فضاء 8 الصفري» aD ye‏ 
۷م ۷أصغر فضاء صفري للمصفوفة : 


30 


Cr =0‏ يتطلب 0- Ax‏ و 8-0 . لذاء OP‏ على × أن يقع في كل من الفضاءين 
Y‏ مجموع فضائي متجهات جرت العادة بعد دراسة وتوضيح تقاطع مجموعتين أن 
يدرس اتحادهما. إلاأن الأمر غير طبيعي مع فضاء المتجهات . ليس من الضروري 
بصورة عامة أن يكون اتحاد فضاءين جزئيين eV UW‏ فضاءً جزئياً . لننظر في محور x‏ 
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ومحور Gy‏ المستوي . كل محور بمفرده فضاء جزئي» ولكن إذا أخذا معاً فان 
اتحادهما ليس كذلك . مجموع )1,0( مع (0,1) لايتتمي إلى أي منهما . يقع هذا الأمر 
دائماً مالم يكن أحد الفضائين os A‏ حاوياً للأخر. لذاء يكون LAY‏ فضاءً جزئياً 
» فقطء في هذه الحالة (الاتحاد يتطابق مع أكبرهما) . 

رغم ذلك» نريد أن نركب فضاءين جزئيين ولكن عوضاً عن اتحادهما . JES‏ 
إلى جمعهما. 


تعريف إذا كان ۷ و W‏ فضاءين جزئيين لفضاء معلوم» فان مجموعهما ۷+۷ كذلك . 
يتكون هذا المجموع من جميع المنجهات التي من الشكل tw‏ « حيث أي متجه اختياري 
من ۷ » و « آي متجه اختياري من -W‏ 

ليس ذلك سوى الفضاء المولد بالاتحاد UW‏ ۷. إنه أصغر فضاء متجهات يحوي 
كلاً من ۷و W‏ مجموع المحور +× مع المحور وهو المستوي «- :كاملاً وهو مجموع أي 
مستقيمين مختلفين منه (مارين من نقطة الأصل)ء سواء LLS‏ متعامدين آم لا. إذا كان 
۷هو محور »و۷ هو المنصف للربع الأول =۲ فانه یکن توزيع أي متجه مثل (5,3) 
إلى (3,3) + (2,0) = vw‏ . لذاء V +W OP‏ هو ”۸ SUIS‏ 
مثال ٤‏ لنفرض VOT‏ و W‏ متتامان متعامدان في "۸. لذاء يكون مجموعهما 
.V+W=R"‏ كل :د يساوي مجموع مسقطيه v‏ على ۷ و dew‏ ۷ . 
مثال 6 إذا كان ۷ فضاء المصفوفات المثلثية العليا و17 فضاء المصفوفات امثلثية الدنياء 
V+W Ob‏ هو فضاء جميع المصفوفات. يمكن كتابة كل مصفوفة كمجموع 
مصفوفة مثلثية عليا مع مصفوفة مثلثية دنيا بطرق عديدة OY‏ الأقطار لاتتعين بصورة 
وحيدة -(المصفوفات AALL‏ العليا والمثلثية الدنيا من نوع واحد وجميع المصفوفات 
مربعة ومن نفس النوع . المترجم) . 
مثال ١‏ إذا VOLS‏ فضاء أعمدة 4 و W‏ فضاء أعمدة cB‏ فإن V+W‏ هو فضاء أعمدة 
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المصفوفة الموسعة [ .D=[A B‏ عدد أبعاد ۷+۷ أقل من مجموع عددي Vale‏ و 
لأنه يمكن لهذين الفضاءين أن يتداخلا)؛ لكن من السهل ايجاد : 
عدد أبعاد (V+W)‏ يساوي رتبة ‏ )© 


الشيء المهم هو أن حساب ۷م 7 أكثر دقة . لنفرض أننا أعطينا الأساسين 


أن نبحث عن المتجهات v‏ المساوية لمتجهات w‏ يمكن لهذين الفضاءين أن يكونا 
متساويين =w‏ « وأن يكون أساساهما مختلفين . 

إليك الطريقة الأكثر فعالية . نكون المصفوفة 2 التي أعمدتها ١...۷,‏ و vv‏ 
ونبحث عن فضائها الصفري (2/... نريد أن نبرهن أن أساساً للفضاء الصفري يؤدي 
إلى أساس ل/ام eV‏ وأن لهذين الفضاءين عدد الأبعاد نفسه . يدعى عدد أبعاد الفضاء 
الصفري 'بالصفرية" لذا 

(Y) < صفرية‎ = (V عددأبعاد(/لام‎ 

يؤدي ذلك إلى قانون مهم بصفته الخاصة . لنجمع (1) و (2)» 
عدد أبعاد ( (V+W‏ + عدد أبعاد AW)‏ ۷)= رتبة 2 + صفرية 2 . 

انطلاقاً من حساباتنا المتعلقة بالفضاءات الجزئية الأربعة» نعلم أن الرتبة زائداً 
الصفرية يساوي عدد الأعمدة . في هذه الحالة » يكون عدد أعمدة D‏ هو غ+/ وما أن + 
يساوي عدد أبعاد V‏ و/ عدد أبعاد w‏ فاننا نصل إلى النتيجة التالية : 

عدد أبعاد (V+W)‏ + عدد أبعاد ۷م V‏ = عدد أبعاد V‏ + عدد أبعاد (Y) w‏ 
إنه قانون غير سيء . 
مثال ۷ للفضاءين W‏ و۷ اللذين هما مجموعة المصفوفات المثلثية العليا ومجموعة 
المصفوفات المثلثية الدنيا (من نوع واحد) عدد الأبعاد المشترك on (n 1V2‏ للفضاء 
vaw‏ الذي يمثل جميع مصفوفات هذا النوع عدد الأبعاد n‏ وإن عدد أبعاد 


Y4o التعامد‎ 


الفضاء ۷م ۷ الذي يمشل المصفوفات القطرية يساوي «كمايو حي القانون(۳) 
n4n=n(n+1/2+n(n+1/2 ALS‏ 

سننظر الآن في برهان القانون (Y)‏ . للمرة الوحيدة في هذا الكتاب» سيكون 
اهتمامنا بالحسابات الفعلية أقل من اهتمامنا بتقنية البرهان. إنها المرة الوحيدة التي 
علينا أن نستخدم فيها الحيلة من أجل التعرف على فضاء بمطابقته مع فضاء آخر. 
لنذكر أولاً أن الفضاء الصفري للمصفوفة 2 هو فضاء جزئي من e REY‏ بينما V AW‏ 
فضاء جزئي من الفضاء الكلي RT‏ سنبرهن أن لهذين الفضاءين عدد الأبعاد ذاته . 
ا لحيلة هنا أن نبين أن هذين الفضاءين الجزئيين هماء بالفعل» متكافئان وفق التقابل 
التالي : 

لنفرض أن × متجه من الفضاء الصفري للمصفوفة 2 ولنكتب المعادلة = +2 
0بدلالة الأعمدة كما يلي : 

(4) TV He HAV AX Wy Hoe + Fa Wy =O, 
أو‎ 
(0) RNa, Pins dpi eR Dy “as Fees 

الطرف الأيسر من هذه المعادلة واقع في ۷ إذهو تركيب خطي في المتجهات 
,«بينما الطرف الأيمن واقع في ۷ بما أن هذين المتجهين متساويان فانهما يمثلان متجهاً y‏ 
من AW‏ ۷. إن ذلك يوجد تقابلاً بين MD)‏ و AW‏ ۷. من السهل أن نتتحقق أن هذا 
التقابل يحافظ على الجمع والضرب بعدد : إذا × x yy! Pow‏ قابل“رفان 
+ +× يقابل “1+ زو عه يقابل cy‏ . علاوة على ذلك » فإن كل رمن AW‏ ۷ ينتج عن 
متجه وحيد :دمن MUD)‏ (التمرين18-5-7) 

إن ماسيق توضيح جيد لمفهوم التشاكل التقابلي بين فضاءي متجهات . هذان 
الفضاءان مختلفان ولكن أي أثر جبري سيكون عليهما واحداً. إنهما متكافئان تماماً . 
كل مجموعة مستقلة خطياً من الأول تقابل مجموعة مستقلة خطياً من الثاني وأي 


ba‏ الجبر الخطي وتطبيقاته 


أساس للأول يقابل أساساً للثاني. لذاء فإن عددي أبعادهما متساويان وبذلك يتم 
برهان (۲) و (۳). هذا مثال من النتائج التي يسعى إليها علماء الجبر وهو المطابقة بين 
كائنين رياضيين مختلفين» كما لوكانا في الأصل شيئاً واحدأ”'". في الواقع أي فضاءين 
لهما مجموعة المؤثرات (الأعداد) ذاتها وعدد الأبعاد المنتهي ذاته» هما pa‏ متشاكلان 
تقابلياً. ولكن ذلك شديد العمومية بحيث يثير اهتماما كبيراً. تظهر فائدة ذلك Jee‏ 
مطابقة فضاءين مختلفين ظاهرياً مثل ۷م ۷ و NID)‏ 

مثال A‏ لنفرض أن ۷المستوي ry‏ و W‏ المستوي az‏ 


1 0 1 0 — S 
p=|0 1 0 0 V العمودان الأوليان أساس ل‎ 
0 0 0 1| W السطران الأخيران أساس ل‎ 


رتبة 0 تساوي (۳) و 17+ V‏ هو ۸. يحوي الفضاء الصفري (1,0-.1.0) = ade gx‏ 
أبعاده يساوي الواحد. المتجه y‏ المقابل لذلك هو (العمود +)١‏ صفر( العمود (Y‏ 
ويتجه وفق محور + الذي هو التقاطع AW‏ . يصبح القانون )1( المتعلق بابعاد ۷ 
AW g+W‏ لا 3+1=2+2. 


الفضاءات الأساسية للجداء AB‏ 

ننتقل من أزواج الفضاءات الجزئية إلى جداءات المصفوفات. كما هوالحال 
Lasla‏ لن نهتم بعناصر AB‏ بصورة منفردة» إذ إنه من المحتمل أن لايكون هناك تشابه 
بين عناصر 4 وعناصر 8. بل نهتم Le gee‏ عن ذلك » بمستوى المتجهات ‏ متجهات 
الأسطر و متجهات الأعمدة عوضاً عن العناصر- لأن بعض خواص 4 و 8 ستنقل إلى 
جدائهما 48 . وإن تأثير الأسطر والأعمدة منفردة لايكافىء تأثير الفضاءات التي 
تولدها هذه الأسطر أو تلك الأعمدة. تعكس هذه الفضاءات الجزئية خواص 


)1( هناك تشاكل تقابلي آخر بين فضاء الأسطر وفضاء الأعمدة» عدد أبعاد كل منها /. 


التعامد 4¥ 


المصفوفة كاملة دفعة واحدة. مسألتنا الأساسية هنا : ماهي العلاقة بين الفضاءات 
ا S‏ الأساسية الأربعة المرافقة للمصفوفة A‏ والأربعة المرافقة للمصفوفة B‏ مع الجداء 
AB‏ $ يمكن لكل هذه المصفوفات أن تكون مستطيلة وإن هناك أربع علاقات رئيسية : 

B الفضاء الصفري للمصفوفة 8+ يحوي الفضاء الصفري للمصفوفة‎ )١( 

A فضاء أعمدة ا مصفوفة ۸8 محتوى في فضاء أعمدة‎ (Y) 

۸ يحوي الفضاء الصفري اليساري ل‎ AB الفضاء الصفري اليساري ل‎ (Y) 

)£( فضاء AB aul‏ محتوى في فضاء أسطر B‏ . 
البرهان سهل للغاية 

)1( إذا كان 0 = Br‏ فإن 0= ×48. كل × من الفضاء الصفري BS‏ هوء أيضاً» في 
(AB)‏ . 

. 4 كل عمود في 48 تركيب لأعمدة‎ (Y) 

. AB إذاكان 0 -74رفان 0ع‎ (Y) 

)8( كل سطر من 48 تركيب لأسطر 8. 

Lid ac‏ لهذه الكمية الكبيرة من المعلومات حول الفضاءات الجزئية المرتبطة مع 
48 نعرف Laf‏ حدوداً لأعداد أبعاد ثلاثة منها : 


نتيجة تحقق رتبة وصفرية 48 العلاقات : 
r (AB) Sr (A) r (AB) Sr(B) dim. (AB) > dim ./ (B).‏ 
ليس هناك محاولة لبرهان كون الفضاء الصفري ABJ‏ أوسع من الفضاء الصفري 
AJ‏ الذي هو غير مؤكد. في الحقيقة» يمكن ل 4 و 8 أن تكونا من النوع 2×3 و 3×2 
وعناصرهما أصفار . إن ذلك يجعل ۸ أصغر فضاء صفري ABS‏ في حين AN‏ 


أكبرفضاء صفري ل87. أخيراً » لنذكر أنه إذا تكونت مصفوفة جزئية © بحذف بعض 


YAA‏ الجبر الخطي وتطبيقاته 


أسطر A‏ (أولاشيء) وبعض أعمدتها (أولاشىء) فليس من الصعب تخمين حدود 
قية l l wc‏ 
۳ ض إذا فرضنا 4 مصفوفة من النوع ١‏ ×« رتبتهاء » فان : 

ot رتبة كل مصفوفة جزئية لها تصغر أو تساوي‎ )١( 

(1) توجد على الأقل » مصفوفة جزئية واحدة من النوع rX r‏ رتبتها تساوي7. 


البرهان : سنرد 4 إلى © على مرحلتين: الأولى تبقي عدد الأعمدة ثابتاً ونحذف 
الأسطر التي لانريدها في © . فضاء أسطر هذه المصفوفة الوسيطة B‏ محتوى» كما 
سبق » في فضاء أسطر CA‏ لذا rank (B) = rank (A) =r‏ في المرحلة الثانية » ترد 8 إلى 
© بحذف الأعمدة غير المرغوبة . لذاء فإن فضاء أعمدة © محتوى في فضاء أعمدة 8 
وإن r rank B frank C‏ وهذا يحقق )\( 

لبرهان الجزء CY)‏ نفرض أن 8 كونت من r‏ سطراً مستقلة من أسطر A‏ . لذاء 
فان عدد أبعاد فضاء أسطر 8 يساوي tr‏ أي أن rank )8( =r‏ وأن على عدد أبعاد فضاء 
أعمدة 8 أن يكون مساوياً” Lal‏ لنفرض بعد ذلك أن © مكونة من عموداًء من 
أعمدة 8 المستقلة» فيكون عدد أبعاد فضاء أعمدة © مساوياً r‏ وتكون - „rank (C)‏ 
وهذا مايتم برهان (Y)‏ : كل مصفوفة رتبتها: تحوي مصفوفة جزئية غير شاذة من النوع 
WAF‏ 


مثال لننظر مرة أخرى في المصفوفة ذات النوع 3×4 


كل مصفوفة جزئية من A‏ من النوع 3×3 شاذة أما C‏ فليست كذلك . 
هذه النظرية لاتستحق المغالاة في الاهتمام . إنها تشبه» ظاهرياً» نظرية مهمة 


YAS التعامد‎ 


هي تلك النظرية التي تلي الشكل (5-1). لقد برهنا هناك أن كل مصفوفة 4 تمثل 
تحويلاً قابلاً للعكس » من فضاء أسطرها الذي عدد أبعاده: إلى فضاء أعمدتها الذي 
عدد أبعاده Lair‏ . يعطى olia‏ الفضاءان وهذا التحويل معلومات كاملة عن 4. 
يمكن اعادة تجميع المصفوفة الكلية عند معرفة هذا التحويل . القضية هنا هي ايجاد 
مصفوفة جزئية قابلة للعكس © هناك أمور خاصة تتعلق بتلك المصفوفة التي اخترناها . 
هذا الأمر ممكن ويوجد فى هذا المثال العديد من المصفوفات الجزئية القابلة للعكس 
ومن الرتبةء. الشيء الوحيد الذي حصلنا عليه هوتعريف مكافىء جديد للرقية . إنها 
رتبة أوسع مصفوفة جزئية غير شاذة . 


المربعات الأصغرية المحملة 

لنفرض أننا عدنا قليلاً إلى الحالة الأكثر سهولة من مسألة المربعات الأصغرية 
وهی ايجاد × » وهو تقدير وزن مريضء استناداً إلى ملاحظتين رط = ×, رط x=‏ مالم 
يكن olia‏ القياسان متساويين» فاننا نواجه نظاماً غير متسق بمعادلتين في مجهولين : 


1| _ 1 
l |1 Ai |‏ | 
حتى الآن» كنا ننظر إلى هاتين الملاحظتين بدرجة واحدة من الثقة ونبحث عن القيمة 
مالي E? = (xb) +(a-b,) be‏ أصغرياً 
bi +b, sE d E‏ 


0= تھ 
dx‏ 2 


القيمة المفضلة ×هى هنا متوسط القياسين» وتأتي النتيجة ذاتها من 
المعادلة 478 - × ATA‏ بالفعل» 474 مصفوفة من النوع 1×1 وتأخذ المعادلة الصورة 
x 2‏ رطاخ د . 
1 
21 


م 


كملاحظة اضافية » انتبه إلى مسقط b‏ على المستقيم الحامل للمتجه = ۾ 
هذا المسقط هو - م :ده 3 حيث × ala‏ /زاكو- هذه النسبة هى ؛أيضاًء الوسط 


saa‏ لجبر الخطي وتطبيقاته 


(b,+b)‏ ل . ذلك هو الجواب الطبيعي» باستثناء التحول التالي المهم من الناحية 
العملية, 

لنفرض أن ا ملاحظتين لاتتمتعان بالدرجة ذاتها من الثقة . يمكن » She‏ الحصول 
على القيمة x= bi‏ بواسطة مقياس دقته أعلى ‏ أو في مسألة إحصائية من عينة أوسع - 
من دقة القيمة الثانية =b,‏ × . مع ذلك » إذا حوت الملاحظة الثانية معلومات مهمة 
لاتحويها الأولى» فاننا لانستطيع أن نثق =b) SUS‏ ×. إن أبسط تسوية لذلك هو أن 
نربط هاتين الملاحظتين بحملين مختلفين Ol gw,‏ نختار × الذي يجعل مجموع المربعات 
المحملة أصغرياً : 

E? =w? wbi)? +w (x “لوطع‎ 

إذا كان waw‏ فان الأهمية العظمى مرتبطة بالملاحظة الأولى وإن طريقة البحث 

عن القيمة الأصغرية تحاول ما أمكن جعل a-b,‏ صغيراً. يمكننا أن نحسب بسهولة : 


aE? = wi (x-b,) +w3 (x -b2)|. 
4 


X 
: × وبجعل هذا المقدار مساوياً الصفر نحصل على الحل ي‎ 


2 2 
wib, + wb, 


o xe 


2 
wi + Wa 


La ge‏ عن متوسط by‏ و by‏ الذي أخذناه عندما كان 1 = ر« =« فإن ۾ × هو 
المعدل المحمل للمعطيات . إنه أقرب إلى ,5 منه إلى رط. 
من السهل ايجاد مسألة Oly A‏ الأصغرية العادية التي تؤدي إلى y‏ . إنها 
تصدر عن تغيير Arab‏ بالنظام الجديد WAE Wh‏ . يغير ذلك الحل من × إلى „ × في 
مثالنا : 


يظهر فى المعادلة النظامية للمسألة الجديدة» WA‏ عوضاً عن 4 و Wb‏ عوضاً عن 


التعامد ار 


ط. ولايوجد خلاف ذلك أي جديد» وتظهر المصفوفة 11718 في كل من طرفي المعادلة 
النظامية المحملة : l ١‏ 
ينتج حل ا مربعات الأصغرية للمعادلة WAx = Wb‏ من : 
(A'W'WA)Xy =A™W' Wb.‏ 

ماذا يحدث للشكل الهندسي حيث أسقط ( على 4 ؟ يجب أن يتغير ذلك 
Lal deel Lal‏ هو Ware Lad dhs‏ قربا مى ة. الك لكلمة PN‏ 
قربا" معنى جديدعندما يشمل الطول الحمل 17 . لقد blas‏ بطول محمل ل »معادلا 
لطول Wir‏ المعتاد . لم يعد التعامد يعني أن 0= ty’‏ في النظام الجديد؛ يصبح المعيار 
هو 0 -(:110(7)11). وتظهر المصفوفة WW‏ في الوسط . في المعنى الجديد» المسقط 
Ax,‏ والخطأ b- Ax,‏ متعامدان Laf‏ 

رصق هذا الم pe Vi‏ جميع ا جداءات الداخلية التي تنتج عن مصفوفة ALG‏ 
للعكس W‏ .إنها تشمل التركيب المتناظر Cw w‏ فقط t‏ الجداء الداخلي ل× في ر 
yC ga‏ لاحظ أنه بالنسبة لمصفوفة قائمة 0 = ۷» حيث الت ركيب 1- 070 -6» لن 
يكون الجداء الداخلي جديداً أو مختلفاً. ليس لمصفوفة أحمال قائمة أي تأثير» OY‏ 
دوران الفضاء يترك الجداء الداخلي ثابتاً. أي مصفوفة أخرى ۷ تغير الطول والجداء 
الداخلي . لكل مصفوفة قابلة للعكس W‏ تعرف القاعدة التالية جداءً داخلياً وطولاً 
جديدين : 

(v) œ y) = Wy (wO) , [relly =w. 

لما كانت ۷« قابلة للعكس فإنه لايمكن أن يخصص الطول الصفري SY‏ متجه 
(سوى المتجه الصفري) . يمكن إيجاد أي جداء داخلي باعتباره تركيباً خطياً في vox‏ 
وكونه موجباً عندما يكون «-0 » من مصفوفة معينة W‏ . 

Lee‏ السؤال المهم هو اختيار/1 (أو©) . يأتي أفضل جواب من الإحصائيين» 
وأصلاً من غاوس . يمكننا أن نعرف أن معدل الخطأ صفر . تلك هي "القيمة المتوقعة' 


aN‏ الجبر الخطي وتطبيقاته 
للخطأ في 0 رغم أنه من غير المتوقع أن يكون الخطأ صفراً ! -يكننا Lat‏ » أن نعرف 
معدل مريع الخطأ الذي هو التباين. إذا كانت الأخطاء في القياسات h‏ مستقلة فيما 
ھاو گان تاها OF‏ فإن الأحمال الصحيحة هي :1/6-,0. الشيء الإضافي الذي 
نعلمه عن القياسات هوأنها تنعكس في تباين صغير» والأمر الجدي أنها محملة . 
بالاضافة إلى اختلاف الثقة» يكن للملاحظات أن لاتكون مستقلة . إذا ما 
تداخلت الأخطاء ‏ التصويت للرئيس غير مستقل عن التضويت لمجلس النواب 
وحتماًء غير مستقل عن التصويت لنائب الرئيس -فان ۷ تحوي pols‏ غير قطرية . 
أفضل مصفوفة غير متحيزة CW‏ هي معكوس مصفوفة التغاير ‏ عنصرها ij‏ هو 
القيمة المتوقعة لجداء الخطأ في b‏ بالخطأ في ر۵ . يحوي قطرها الرئيسي التباين 67 
الذي هومعدل (الخطأ في ,8) | 


مثال : نفرض أنه قد خمن كل من لاعبي البريدج (بعد المزايدة) العدد الكلي للبستوني 
واستمرا في اللعبة » يمكن لاحتمالات الأخطاء 1 .1.0- المتعلقة بكل تخمين أن تكون 
متساوية ويساوي كل منها + لذا فإن توقع الخطأ صفر وإن التباين يساوي 2 : 

Be) =i (-1) ++ (0) +2 (1) =0 


Be?) =1 CD” + 1 (0? +4 )02-2 


التخمينان مترابطان لأنهما يقومان على المزايدة نفسها - إلا أنهما غير متساويين» لأنهما 
ينظران إلى قبضتين مختلفتين. أي يحتمل أن يكون كل منهما الأعلى أو كل منهما 
الأدنى وهوا الصفر إلا أن احتمال نقيض الخطأ يساوي + . إذن» E (eye) =! CD‏ 
وإن معكوس مصفوفة التغاير هو المصفوفة : 


wie 1| wept 
[2 tJ=cew'w. 


5 

| wel] د‎ 
' 

© ]نا ]دن 


ندخل هذه المصفوفة في وسط المعادلات النظامية المجملة: 


التعامد يس 


نفرض أن 5 و T‏ فضاءان جزئيان من R"‏ حيث عدد أبعاد 5 هو 7 وعدد 
أبعاد 7 هو 8. 

Ô)‏ ماهو „SÍ‏ أبعاد ممكن ل آم 5؟ 

(ب) ماهو أصغر عدد أبعاد مکن ATS‏ 5 ؟ 

)>( ماهو أصغر عدد أبعاد ممكن ل5+7 ؟ 

(د) ماهو أكبر عدد أبعاد تمكن EST]‏ 

ماهو تقاطع 9 واج الفضاءات الحزئية التالية ؟ 

. ۸ مع المستوي في‎ -y المستوي‎ Á) 

(ب) المستقيم الحامل ل )1,1,1( والمستوي الحاوي ل )1,0,0( و )0,1,1( . 
(ج) المتجه الصفري والفضاء ASS‏ ۸ . 

(د) المستوي العمودي على 1,10( والمستوي العمودي على )0,1,1 
في R?‏ 

ماهي مجاميع هذه الأزواج من الفضاءات الحزئية ؟ 

في فضاء المصفوفات من النوع 4×4 » نفرض أن ۷ الفضاء الجزئي 
للمصفوفات الثلاثية الأقطار و ۷ الفضاء الجزئي للمصفوفات LAU‏ 
العليا. صف الفضاء الجزئي ۷+۷ الدي عناصره مصفوفات هيسنبرغ 
57# والفضاء الجزئي 0۷ ۷. حقق القانون (3) . 

olsi‏ ۷م ۷ حاوياً فقط المتجه الصفري فإن (T)‏ تصبح 
dim (V+W) = dim V +dim W‏ . تحقق من ذلك» إذا كان /افضاء أسطر 4و 
W‏ قضاءها الصفري و 4 من mxng gli‏ والرتبة ‏ . ماهي أبعاد هذه 
الفضاءات ؟ 
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الجبر الخطي وتطبيقاته 


hel‏ مثالا من R?‏ بحيث لايحوي NW‏ ۷سوى صفر المتجهات و 

'اغير متعامد مع W‏ . 

إذا كان (0) = 0۷ ۷ فإن ۷ +۷ يدعى المجموع المباشر ل۷ و #اويمثل 

بصورة خاصة» بالرمز 7ص ۷ . إذا كان ۷مولداً بالمتجهين (1,1.1) و 

)1,0,1( اختر فضاء جزئياً #ابحيث يكون QW‏ 831 -. 

فسر لماذا يمكن كتابة أي متجه × من المجموع المباشر V EW‏ بصورة 

واحدة » فقط من الشكل =v w‏ × (حيث v‏ من ۷ و«امن CW‏ 

جد أساساً للمجموع ۷+۷ حيث V‏ هوالفضاء المولد 

بالمتجهين )1,0,1,0( = v3‏ )1,1,0,0( =« و۷ المومد بالمتجهين- wy‏ 

)0,0,1,1( = ر س.(0,1,0,1) . جد أيضاً عدد أبعاد الفضاء 17م "ا وأساساً 

له. 

بين بمثال» أنه ليس من الضروري أن يحوي الفضاء الصفري ABS‏ الفضاء 

الصفري ل4» وأنه ليس من الضروري أن يكون فضاء أعمدة 48 محتوى 

في فضاء أعمدة 8. 

أوجد أوسع مصفوفة جزئية قابلة للعكس وعين رتبتها لكل من : 

00 

TEH . 4-19 

304 Ti 

نفرض أن 4 من النوع Xn‏ :و 8 من النوع nXm‏ حيث sm‏ برهن 
أن جداءهما 48 شاذ. 


سم بد OD‏ 
سم س جح جح 


برهن استناداً إلى (۳)» أن رتبة Y (A +B)‏ رتبة (A)‏ + رتبة (8) . 
إذا كانت 4مربعة وقابلة للعكس 6 برهن أن ل48فضاء 8 الصفري نفسه» 
(وفضاء الأسطر نفسه والرتبة ذاتها ). إرشاد : طبق العلاقة أيضاً 
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التعامد Yo‏ 
على جداء 43 ب AB‏ 
حلل 4 إلى جداء مصفوفة 1 من النوع m Xr‏ فى مصفوفة لا من 
النوع :vxn‏ 


000 0280 
ارپ كل ll jl, Batya‏ مونو قو اجيم uso‏ عا 
الجداء A=L U‏ كمجموع ۲ مصفوفة من الرتبة واحد. U Le àl‏ 
والمصفوفتين ذواتي الرتبة واحد اللتين مجموعهما : 


100 
afe LAGI asy 3 l 1 


A= 


< 1 
.}1-1 0 
i oa‏ 
برهن أن تقاطع BW‏ فضاءات جزئية من * ۸ بعدد أبعاد قدره() لن 
يكون النقطة [0). إرشاد : إلى أي مدى يكون صغر تقاطع الفضاءين 
الأولين be‏ ؟ 
أوجد التحليل A= LDL"‏ ثم عاملي شولسكي في LD!) (EDIT‏ 
للمصفوفة : 

A - 45‏ 
حقق القضية "كل متجه رمن ۷م /ايأتي من متجه × واحد» eha‏ 
من HS MD)‏ بوصف كيف يمكن» انطلاقاً من y‏ » العودة إلى 
المعادلة(0) وإيجاد ×. 
ماذا يحصل للمعدل المحمل +w3b2) / w? + w2(‏ رطس = ى + إذا 
سعى الحمل الأول « إلى الصفر ؟ القياس by‏ غير موثوق أبداً. 
انطلاقاً من m‏ من القياسات المستقلة ,6,.....,5 لمعدل نبضك» محملة 
بالاحمال eww,‏ ماهو المعدل المحمل الذي يقع محل (5)؟ إنه أفضل 


p] 


تقدير عتدما يكون التبا“ الاخضائ 2 21/0 67 . 
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الجبر الخطي وتطبيقاته 


إذا كانت | ؟ ف | - W‏ أوجد ol‏ الداعلى w giy‏ للمعجهين 


9x =(2,3)‏ )1,1(= روطول: وفق W‏ . ماهو المستقيم المتعامد وفق W‏ مع 
ly‏ 


أوجد حل المربعات الأصغرية المحملة Ax=bJ x,‏ : 


تحقق من أن المسقط Aud, x‏ عمودياً (في الجداء الداخلي وفق NG‏ 
على الخطأ „ × b-A‏ . 

(أ) أفرض أنك خمنت عمر أستاذ لك مرتكباً الاخطاء e=2,-‏ 
1,5 بالاحتمالات 1 , 1,1 . تحقق من أن خطأ التقدير E (e)‏ يساوي 
الصفر وأو جد التباين E(e?)‏ . 

(ب) إذا خمن الاستاذ أيضاً (أو حاول التذكر) مرتكباً الاخطاء 1,0,1- 
بالاحتمالات أ . © cE,‏ ماهما الحملان ,”و ر« اللذان يعطيان للثقة 
بتقديراتك وتقديرات الاستاذ؟ 

نفرض أننا أخذنا معاً: سطرآو و عموداً تحوي جميع العناصر غير 
الصفرية من مصفوفة 4. برهن أن الرتبة لاتزيد على rt‏ ما أضخم 
كتلة مربعة من الاصفار يمكن أن تقع في قرنة مصفوفة من النوع 9 ×9 
ليمكنك أن تؤكد كون المصفوفة شاذة ؟ 


۹-۳ 


YoY التعامد‎ 


أوجد طول (2,2,1) a=‏ وأوجد متجهين مستقلين متعامدين مع ۾ . 


اأوجد جميع المتجهات المتعامدة مع (1,3,1) و (2,7,2) اجعل منها مصفوفة 


4موحل النظام 0= ×4 . 

f a =(2,-2,1), b= )1,2,2( زاوية المتجهين‎ ale 

$ a=(2,-2,1) على‎ b=(1,2,2) م مسقط‎ als 

أوجد جيب تمام زاوية المتجهين (4,3) و )3,4( 

أين يقع مسقط (1,1,1) d=‏ على المستوي المولد بالمتجهين (1,1,0) و (1.0.0)؟ 
هل صحيح أن النظام Arab‏ يكون قابلاً للحل إذا وإذا فقطء كانم 
متعامداً مع كل من الفضاءات الجحزئية الاساسية الأربعة ؟ 

ماهو المستقيم الأكثر ملاءمة للمعطيات التالية : 0- عند 1-0و 0= ط 
عند 1= 1و 12 =( عند 2-3؟ 

انشىء مصفو فة الإسقاط م على الفضاء المولد با لمتجهين (0,1,3) و 
AER‏ 

ماهي الدالة الثابتة الأكثر قرباً من giye yzat‏ مفهوم المربعات 
الأصغرية؛ على الفترة 11210 ؟ 

إذا كانت © قائمة» فهل يتحقق الامر ذاته من أجل 03 ؟ 

أوجد جميع المصفوفات القائمة من النوع 33 التي كل عنصر فيها 
يساوي الصفر أو الواحد. 

أي مضاعف ل a)‏ يجب طرحه من ره ليكون ELI‏ متعامداً مع ر»م؟ارسم 
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الجبر الخطي وتطبيقاته 
فرق المصفوفة التالية بالصورة 0۸ . لاحظ أن العمود الأول متجه وحدة 


sin O0‏ 0و0 
sin 0 0‏ 


إذا كان كل عنصر من مصفوفة قائمة يساوي 1/4 أو 1/4-فماهي ضخامة 
هاقرف © 

افرض أن المتجهات g nnd,‏ متعامدة نظامية وإذا كان بوره +.....+ 4= ط 
اعط قانوناً يعطي المعامل الأول ,» بدلالة b‏ والمتجهات q;‏ 

بأي كلمات تصف المعادلة =A" x ATA‏ والمتجه 4 - م عد =pb‏ والمصفوفة 
(AA) lal‏ مدم؟ 

إذا كان al get‏ المتعامدان النظاميان )= ي ل a La‏ 


يو , pall Laa La T pehi. Z‏ هاي" 0 و "0 © ؟ 
برهن أن ا (على مستوي 42.4( . 

إذا كان ...رن أساساً متعامداً نظامياً ل R"‏ برهن أن : 

=ly HR 555 +p i 


خطأ أم صواب : إذا كان المتجهان ya‏ متعامدين وكانت ۲ مصفوفة 
إسقاط Pypr Ob‏ متعامدان „Laf‏ 

حاول إيجاد مستقيم ؛ C+D‏ = امار من النقطتين 2= b=0,t =29b=6,1‏ 
وبرهن أن المعادلة النظامية تتعطل في هذه الحالة. ارسم جميع 
المستقيمات المفضلة» مصغراً مجموع مربعي الخطأين 

ماهي أقرب نقطة في المستوي 7-0 -« + دمن (2,1,0) b=‏ ؟ 

. )1,!.-1( أساساً قائماً للفضاء م منطلقاً من المتجه‎ a> gf 

يفحص جهاز أشعة × pa (CT scanners) LALI‏ من اتجهات مختلفة 
ويقدم مصفوفة تعطي BUS‏ العظم والنسيج في كل نقطة . رياضياً تهدف 
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هذه المسألة إلى استخلاص مصفوفة من مساقطها. هل يمكنك في ا حالة 
2 استخلاص المصفوفة 4 إذا علمت المجموع على كل سطر وكل 
عمود؟ 

هل يمكنك أن تستخلص مصفوفة من النوع 3 × 3 إذا عرفت مجاميع 
أسطرها ومجاميع أعمدتها بالإضافة إلى مجموع قطرها الرئيسي 
والأقطار الأخرى الأربعة الموازية ؟ 

أوجد أساساً متعامداً نظامياللمستوي 0 -2 + y‏ - + وأوجد المصفوفة م 
التي تسقط على هذا المستوي . ماهو الفضاء الصفري لم ؟ 

نفرض [ 1- 1 3 ] = 4 واالفضاء الصفري ل4. 
u ieurs‏ 

(ب) اكتب أساساً متعامداً نظامياً V‏ وأوجد Py‏ المصفوفة التي تسقط 
متنجهات v> deR?‏ ; 

(ج) أوجد المصفوفة P,‏ التي تسقط متجهات R?‏ على ۷ . 

استخدم طريقة غرام شميدت وأنشىء متجهين ۾ » ره متعامدين نظاميين 
انطلاقاً من (4,5,2,2) = ,4 و )1,2,0,0( =« عبر عن ,4 و 6 كتركيبين في 
,هو ده واكتب المصفوفة المثلثية R‏ بالصورة 07 -4 . 

: ×ط4 برهن أن‎ gy 

)1( ]13 کان ط = ×۸ و tyb=00byA=0‏ 

(Y)‏ إذا کان 0= ×۸ و ط = ر۸ فان 0= ط'×. 

ماهي النظرية التي تقوم بهذا البرهان من أجل الفضاءات الجزئية 
الأساسية؟ 

هل توجد مصفوفة يحوي فضاء أسطرها )1,1,0( ويحوي فضاؤها 


E )0.1,1( الصفري‎ 
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الجبر الخطي وتطبيقاته 
البعد بين نقطة الأصل والمستوي »= +65 في فضاء ذي m‏ بعداً يساوي 
| »|| / | | ماهو بعد المستوي 8 =× -و×-ر×+ ,دعن نقطة الأصل؟ وماهو 
أقرب نقطة منها ؟ 
برهن في متوازي أضلاع تقع رؤوسه في س + O,v.wv‏ 3 أن مجموع 


مربعات أطوال أضلاعه الأربعة يساوي مجموع مربعي طولي قطريه. 
Á)‏ أوجد BEÎ‏ متعامداً نظامياً لفضاء s AE‏ 


> 

Ii 
suhu- 
مه هت مه‎ 2 © 


(ب) اكتب 4 بالصورة OR‏ > أعمدة © متعامدة نظامية و ۸ مثلثية 
عليا. 

(ج) أوجد حل المربعات الأصغرية للنظام = ×4 إذا كان b=(-3,7,1,0,4)‏ 
أوجد التقاطع V AW‏ والمجموع W‏ +۷ إذا كان : 

(أ) ۷ هو الفضاء الصفري للمصفوفة 4 و17 فضاء أسطرها. 

(ب)7 المصفوفات المتناظرة من النوع 33و ۷ المصفوفات المخلثية 
العليا من هذا النوع . 

إذا كانت | ب 7 | - 1 مصفوفة أحمال فماهو الجداء الداخلي وفق W‏ 
للمتجهين (1,0) و )0,1( € 

لحل نظام مستطيل» نعوض AT‏ (غير الموجودة) بالمصفوفة (ATAY'AT‏ 
(وهي موجودة إذا كان ل A‏ أعمدة مستقلة) . برهن أن هذه المصفوفة 
معكوس يساري ل 4 ولكنها ليست معكوساً Lee‏ بالضرب من اليسار 
في 4, تنتج مصفوفة الوحدة؛ بالضرب من اليمين » تعطى مصفوفة 
إسقاط -P‏ 


۳۷-۳ 
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أوجد المستقيم :0+2 الذي هو أفضل ملائم للقياسات 0,1,2,5 - 5 في 
الأزمنة .t=0,1,3,4‏ 

أوجد المنحني y= C+ D2!‏ الذي يعطي ملاءمة مربعات أصغرية 
للقياسات : 

6= «رفي 0=» 4= رفي =l‏ 0= رفي 1-2. اكتب المعادلات الثلاث 
التي يمكن حلها إذا مر المنحني من النقاط الثلاث وأوجد أفضل © و2. 
إذا كانت أعمدة A‏ متعامدة فيما بينهاء ماذا يمكنك أن تقول حول شكل 
4 وإذا كانت الأعمدة متعامدة نظامية فماذا يمكنك أن تقول عندئذ 
f ¢‏ 
تحت أي شرط على أعمدة 4 (التي يمكن أن تكون مستطيلة) تكون ATA‏ 
قابلة للعكس ؟ 


AN Gr) 


المحددات 


1-4 تمهيد 
من الصعب معرفة ماذا علينا أن نقول عن المحددات . قبل سبعين سنة مضت كان لها 
أهمية واهتمام أكثر من المصفوفات التي نتجت عنها. لقد شغل تاريخ المحددات ل 
Muir‏ ر بع مجلدات . تابعت الرياضيات» رغم ذلك» تغير هذا الاتجاهء فالمحددات 
تقع » حالياً » في موقع بعيد عن مركز الجبر الخطي . رغم ذلك» فإنه يمكن لعدد واحد» 
هو قيمة المحددة: أن يعطيك معلومات ليست قليلة عن المصفوفة . ولايزال مايقدر 
هذا العدد على عمله أمراً مدهشاً . 

إليك إحدى وجهات النظر : توفر المحددة «قانوناً» صريحاً مختصراً ومحدداً 
بصورة محكمة لأشياء رياضية مثل At‏ لايتغير هذا القانون el gw‏ أردنا حساب "4 أو 
cA‏ رغم أن المحددة ذاتها قد وجدت نتيجة لطريقة الحذف. في الحقيقة» يكن 
اعتبار طريقة Git!‏ انجع طريقة للتعويض pola‏ مصفوفة معينة 3A‏ هذا القانون . 
الأمر المهم هنا هو كون القانون العام يبين كيف تتعلق هذه الكمية التي تريدها بعناصر 
المصفوفة التي عددها en?‏ كما يوضح كيف تتحول هذه الكمية عندما تتحول تلك 
العناصر. 

يمكننا أن نقدم» فيما يلي» قائمة بالاستعمالات الأساسية للمحددات : 

)1( تعطي معياراً لقابلية العكس . إذا كانت محددة مصفوفة ۸مساوية الصفر 


y\r 


E‏ 41 الخطي وتطبيقاته 


فان 4 شاذة وإذا كانت #0 der A‏ فان 4 قابلة للعكس . إن أهم تطبيق للمحددة هو 
طائفة المصفوفات37 cA-‏ وإن ذلك سبب اعتبار هذا الباب باباً أساسياً في هذا الكتاب . 
لقد طرح الوسيط A‏ من كل عنصر من عناصر القطر الرئيسي وستكون المسألة هي 
إيجاد قيم .2(القيم الذاتية) التي تجعل المصفوفة -A‏ 4 شاذة. المعيار هنا هو معرفة ما 
إذا كانت محددة هذه المصفوفة صفراً. سنرى أن det(A -AN‏ كثيرة حدود من الدرجة 
«في ۸ . لذاء فإن لها «#جذراً بتعداد المضاعف منها؛ أي أن للمصفوفة « من القيم 
الذاتية . ينتج ذلك عن قانون المحددة وليس عن حسابها . 


(431,432, 433) 


(a21: 449. 43) 
2 ۰ “23 
(21:22:3) 


شكل .)١-٤(‏ متوازي السطوح المكون من أسطر ۸. 
(Y)‏ تساوي محددة 4 حجم متوازي سطوح ‏ في فضاء ذي ۸ بعداً» شرط أن تنتج 
أضلاع معن أسطر 4(شكل Lhe OOE‏ غالباً مايكون pare P‏ حجم لامتناه 
في الصغر» يظهر في تكامل مضاعف . أبسط هذه العناصر حجم مكعب صغير -/41 
42 كما في ۷( .)| . لنفرض» من أجل تبسيط هذا التكامل: آنا 


)1( يمكن لهذه الأضلاع أن تنتج عن أعمدة A‏ فنحصل على متوازي سطوح مختلف ولكنه من الحجم 


ذاته. 


المحددات ماع 


قررنا تبديل المتغيرات إلى المتغيرات الاسطوانية Oz‏ » حيث . x=rcos O,y=rsinO,z=z‏ 
كما نذكر» من أجل حالة المتغير الواحد» حيث يدد التفاضل dx‏ ليصبح -(dx/ du) du‏ 
عندما نضع » مكان ×في التكامل الأحادي- كذلك يتمدد العنصر الحجمي = 4۷ 
27 في فضاء الأبعاد الثلاثة لكي يصبح 344042 » حيث ال محددة اليعقوبية NS‏ 
أبعاد ثلاثة مشابهة لمعامل التمدد dx/ du‏ : 
addr ddd 6 alex‏ 
J=| dar 2/66 ale‏ 
adr %20 klar‏ 
قيمة هذه المحددة هي = J‏ يساوي العنصر الحجمي في الإحداثيات الاسطوانية 
العنصر الحجمي > 444+ . هذا pari‏ هو حجم متوازي السطوح الصغير. 
(يظهر منحنياً إذا حاولنا رسمه ولكن من المقبول اعتبار أضلاعه مستقيمة عندما تكون 
لامتناهية في الصغر) . 

(Y)‏ تعطي المحددة قانوناً للمحاور. نظرياًء يمكننا أن نستخدم المحددة للتنبؤ 


cos@ -rsin@ 0 
sin 6 rcosê 0). 
0 0 1 


عن وجود محور صفري وما إذا كان من الضروري إجراء مبادلة سطرية . والأمر الأكثر 
أهمية الذي ينتج عن قانون المحددة هو : ( جداء ا محاور) ±= 4:ء4؛ هذا يعني » مهما 
كان ترتيب الحذف» أن جداء ا محاور يبقى نفسه» دون النظر في الإشارة . قبل سنين 
عديدة» كان يقود ذلك إلى الاعتقاد بأنه ليس هناك جدوى من التهرب من محور 
صغير جداً باجراء مبادلة سطرية لأن هذا المحور سيلاحقنا. إلا أن مايحدث عادة في 
التطبيق» إذا لم نتحاش محوراً صغيراً بصورة غير عادية » فانه سينتج عن ذلك مباشرة 
~~ آخر غير عادي في الكبر ؛ إن ذلك يبقي الجداء ثابتاً ولكنه يحبط JH‏ العددي . 

(E)‏ تقيس المحددة ارتباط 478 JS‏ عنصر من 5. إذا استبدل وسيط في اختبار 
أو إذا صلح رصد» فان 'معامل التأثير' في =A‏ × هو نسبة محددتين . 

هناك مسألة أخرى تتعلق بالمحددة . ليس من الصعب تحديد أهميتها ووضعها 
الخاص في نظرية الجبر الخطي» فقط» بل من الصعب» أيضاً » تحديد تعريفها. من 


yy‏ الجبر at!‏ وتطبيقاته 


الواضح أن dera‏ لن تكون دالة شديدة البساطة في :” من المتغيرات؛ خلافاً لذلك» 
سيكون من السهل جداً اكتشاف کون A"‏ متمتعة بذلك . يتطلب القانون الصريح الوارد 
في (7-5) إلى شرح كثير» كما أن علاقته بالمعكوس بعيدة عن أن تكون واضحة . 

ليست YI‏ شياء البسيطة ا متعلقة با لحددة هي القوانين الصريحة التي تعبر عنهاء 
بل تلك ا خواص التي تتمتع بها . ذلك مايفرض علينا المكان الملائم للبدء . يمكن تعريف 
المحددة (وسيكون ذلك) بخواصها الثلاث الاساسية . المسألة هي إذاً» معرفة كيف 
يمكن حساب dad‏ محددة باستخدام هذه الخواص بصورة نظامية . يعيدنا ذلك إلى 
الحذف الغاوسي وإلى إيجاد المحاور . المسألة النظرية الأكثر صعوبة هى أن نبين أنه 
مهما كان الترتيب الذي تستخدم به هذه ا لخواص» فإن النتيجة تبقى ذاتها_هذه الخو اص 
مستقلة فيا بيئهاً. 

يقدم البند التالي خواص المحددة ونتائجها الأكثر أهمية . ثم يعطي البند (4- 
۳) عدداً من قوانين المحددة أحدها قانون صريح ذو ! «حداًء وآخر قانون 'استقرائي' 
والثالث هو ذلك القانون الذي يشمل المحاور (التي بها تحسب عادة محددة مصفوفة 
HG 8‏ في البند 5-4 » تستخدم المحددة لإيجاد :4 ومن ثم لإيجاد الحل 410 =+؛ 
pees‏ نقدم قاعدة كرامر Cramer‏ . في النهاية» نبرهن بملاحظة اختيارية تتعلق 
بالتباديل» أن هذه الخواص منسجمة فيما بينها أي أنه ليس هناك أي التباس في 
التعريف 


Y- ٤‏ خواص المحددة 
سيكون ذلك قائمة طويلة ولكن لحسن BH‏ » هذه الخواص سهلة الفهم وسهلة 
التوضيح بمثال من النوع 2 ×2 . لذاء فإننا سنحقق أن التعريف المعتاد للمحددة ذات 

النوع 2×2 » 


Y\V المحددات‎ 


يمتلك كل خاصة في هذه القائمة . (هناك رمزان مقبولان لمحددة مصفوفة هما ا ها 
أو (der‏ سنبين أيضاً أنه يمكن استنتاج الخاصة الرابعة وما بعدهاء من الخواص 
السابقة . أي أن كل خاصة للمحددة تنتج عن الخواص الثلاث الأول“ . 
)1( ا محددة دالة خطية في عناصر السطر الأول . هذا يعني أنه إذا كانت المصفوفات 
A,B,C‏ متطابقة من السطر الثاني وما بعده نزولا -وكان السطر الأول من 4 تركيباً خطياً 
للسطرين الأولين من B,C‏ فإن القاعدة تقول : 46:4 هي الت ركيب الخطي ذاته في det‏ 
-detB «C‏ 

التركيب الخطي يحوي عمليات ‏ ضرب بعدد بالاضافة إلى جمع متجهات . 
لذاء يمكن تجزئة هذه القاعدة إلى جزءين : 


a+a AAN |a a A a A 
€ d “le d| le d 
ta tb =» | A 
ë 8| je 2 


نريد أن نؤكد أن الجزء الأول لايمثل العلاقة الخاطئة © يمك + 8 -det (B+C) = det‏ 
لايمكنك جمع كل الأسطر : يمكن لسطر واحد فقط أن يتغير . يعطي الطرفان معاً 
الجواب „ad + a*d - be - bc‏ 

بصورة مشابهة الجزء الثاني لايمثل العلاقة الخاطئة „det (tA ) =tdetA‏ 
للمصفوفة 14 العامل : في كل سطر (وأخيراً كل واحد منها يضرب المحددة ب .)١‏ 
يشبه ذلك حجم صندوق عندما نضرب كل حرف فيه بالعدد .)٤(‏ في بعداً» يضرب 


)١‏ نؤكد أن القواعد التالية تطبق على المصفوفات المربعة م نكل حجم وبصورة خاصة. القاعدة الأولى 
التي هي حيلة بارعة ولكنها دقيقة. 


Y\A‏ الجبر الخطي وتطبيقاته 


الحجم والمحددة ب 4. إذا اضرب حرف واحد بالعدد )£( فان الحجم والمحددة يضربان 
ب٤‏ . هذه هي القاعدة الأولى . 

القاعدة التالية تبين أنه لايوجد شيء خاص بالسطر الأول. 
(Y)‏ تغير المحددة إشارتها عندما نبادل بين سطرين منها : 


cd 


ab 


FA 
ed | 


| =eb-ad=- 


ينتج عن ذلك أن المحددة تتعلق خطياً بكل سطر منفرداً . إذا ضرب السطر ۲ بالعدد 
E‏ ؛ فانه ييكننا مبادلته مع السطر الأول (مبدلين إشارة المحددة)؛ ثم نخرج العامل > 
إلى الخارج (القاعدة )١‏ ثم نبادل بين السطرين مرة ثانية (مبدلين الإشارة إلى التي 
انطلقنا منها) . لذاء يكن تطبيق القاعدة الأولى على كل سطر. 

للقاعدة (Y)‏ أهمية ذاتية ؛ إنها تؤدي إلى محددة مصفوفة المبادلة . بمتسلسلة 
من المبادلات السطرية» يمكننا أن نعيد مصفوفة المبادلة إلى مصفوفة الوحدة . تحول كل 
مبادلة سطرية إشارة المحددة ‏ لذاء فإننا نحتاج إلى محددة مصفوفة الوحدة. إنها 
أبسط القواعد. 
(Y)‏ محددة مصفوفة الوحدة تساوي الواحد : 


تترك القاعدتان الأولى والثانية سلم القياس غير محدد؛ القاعدة Y‏ تحدد ذلك . يوجد 
«فضاء ذو بعد واحد» للمحددات e EK‏ تختار هذه القاعدة واحدة منها بتنظيم 
-detl=1‏ 

لقد توضحت OW‏ دعائم المحددة ولكن هذا الأمر ليس واضحاً بصورة كاملة . 
لذا نستخدم بالتدريج هذه القواعد لإيجاد محددة مصفوفة . 


yia المحددات‎ 


. det A - 0 إذا کان سطران من 4 متساويين فان‎ CE) 


G bj مقت‎ 
a b| zab- ba =0 


ينتج هذا عن القاعدة (7)» لأنه إذا Wal‏ بين السطريين المتساويين» فإنه من المفروض 
أن تغير المحددة إشارتها . ولكن عليهاء Lal‏ أن تبقى كما هي OY‏ المصفوفة لم تتغير. 
من المعلوم أن الصفر هو العدد الوحيد الذي يمكن أن يكون له إشارتان مختلفتان» لذا 
» لابد أن يكون 46:4-0. (تصبح هذه المحاكمة خاطئة إذا كان 1-= 1 كما هو الخال في 
الجبر البولياني . لذا فان )٤(‏ يجب أن تأخذ مكان (Y)‏ كواحدة من الخواص الاساسية C‏ 
)0( العملية الأولية التي تقوم بطرح مضاعف سطر من سط رآخر لاتغير شيئاً في قيمة 
المحددة . 


a b 
ê ar 


a-lc 5-4 |_ 
c d 5 


في هذه الحالة» تظهر القاعدة الأولى حداً إضافياً | 4 4 | ؛-» لكن القاعدة (4) تؤكد 
أن هذا الحد الإضافي يساوي الصفر . ليس لخطوات الحذف المعتادة أي تأثير على 
المحددة . 
(5) إذا حوت A‏ سطراً صفرياً فإن 0= det A‏ 
0 0 
0= |0 3 


أحد البراهين هو اضافة أحد الأسطر الأخرى إلى السطر الصفري» الأمر الذي لايغير 
قيمة المحددة وفق ey »)٥(‏ أن المحددة ستحوي» عندئذ » سطرين متطابقين» فإن 
de4 =0‏ وفق (5) . 


CV.‏ الجبر الخطي وتطبيقاته 


. لعناصر القطر الرئيسى‎ 0, anan تساوي ا جداء‎ det A إذا كانت 4 مثلثية فان‎ (V) 
. det A =1 بصورة خاصة » إذا كان كل عنصر من هذا القطر يساوي الواحد فإن‎ 


البرهان : لنفرض أن poke‏ القطر ليست جميعها أصفاراًء لذاء فإن العمليات الأولية 
ستحذف جميع العناصر غير القطرية دون أن يتغير شيء في قيمة المحددة (وفق 0( 
إذا كانت 4 مثلثية دنيا فإن الخطوات» كما هو caball‏ تبدأ من المحور الأول . أما إذا 
كانت مثلثية عليا فإن العمود الأخير هو الذي يفرغ أولاً مستخدمين ,4 الواقع في 
القرنة الدنيا . بكل من هاتين الطريقتين» نصل إلى المصفوفة القطرية . 


ayy 
D= 
Ann 


لإيجاد المحددة» نطبق بصبر القاعدة )١(‏ : نخرج a,‏ خارج المحددة ثم a,‏ 
وأخيراً ca,‏ فتبقى لدينا مصفوفة الوحدة التي نعرف قيمة محددتها. 
Gnn -‏ = ووش روهت a7) ... Gyn det]‏ ررةدا2 det‏ 
با مقابل « إذا كان عنصر في bill‏ صفراً فان ا حذف ينتج سطراً من الأصفار . استناداً 
إلى القاعدة )0( » خطوات الحذف لاتغير المحددة؛ واستناداً إلى CV)‏ يؤدي السطر 
الصفري إلى محددة صفرية . وبذلك تكون (۷) قد برهنت . 

عندما تكون مصفوفة مثلثية شاذة (بسبب صفر على قطرها الرئيسي) فإن 
محددتها تساوي الصفر . القاعدة التالية تبين أن هذه المحددة هي محددة كل مصفوفة 
شاذة . 
(A)‏ إذا كانت ۸شاذة فان 0= 4:۸ وإذا كانت 4 قابلة للعكس فإن ±0 461۸ . 


۳۲١ المحددات‎ 


ad- be = 0 شاذةإذا و إذا فقط كان‎ | © J 


إذا كانت 4 شاذة فان العمليات الأولية تؤدي إلى مصفوفة ا تحوي سطرا صفرياًء 
ينتج عن (0) و(5)» أن 0= dera‏ لنفرض العكس» أن 4 غير شاذة» إن العمليات 
الأولية والمبادلات بين الأسطر تؤدي إلى مصفوفة U‏ لاإيحوي قطرها الرئيسي أصفاراً. 


,4..... حصلنا هنا عل ىأول قانون للمحددة . تتعلق إشارة الزائد أو الناقصء استناداً 
إلى (؟) » بكون عدد المبادلات السطرية زوجياً أم فردياً . 

الخاصة التالية أكثرها مفاجأة 

)4( لكل مصفوفتين من النوع nxn‏ تساوي محددة جدائهما جداء محددتيهما : 
det (AB) = (det A) (det B)‏ . 


a b 


ae+bg aj+bh 
ed i 


ce+dg cj+dh 


: íl- 


حالة خاصة لهذه القاعدة تعطى محددة lea‏ أنها 1/detA‏ : 


detA! s= |) (deA (detA!) =detAA™" = detl = 1 
et 


في الحالة 2x2‏ تكون قاعدة الضرب كما يلي 
(ad - bc) (eh - fg) = (ae + bg) (cf+ dh) - (af + bh) (ce + dg).‏ 

في الحالة onxn‏ سنقدم لهذه القاعدة التي هي » بحق file‏ القواعد التي قدمناها حتى 
OYI‏ وضوحاً» why‏ مختلفين نفرض في كل منهما أن 4 و #غير شاذتين؛ إذا لم 
يكن OLS AUS‏ 48 شاذة ومن السهل» في هذه «ALI‏ التحقق من المعادلة 1۸48ء4 
det 4 . det B‏ = وذلك استناداً إلى (A)‏ حيث تصبح 0-0 . 

(أ) لننظر في النسبة 41۸8/418 = (4)4 ولنبرهن أنها تتمتع با لخواص 
)١(‏ إلى ("). با أن هذه الخواص تعرف المحددةفإن على (4)4 أن تكون 


فض الجبر الخطي وتطبيقاته 
مساوية SLES dera‏ نفرض أن 4 مصفوفة الوحدة» فيكون بالتأكيد d‏ 
tC) = det B/det B -‏ لذاء تكون القاعدة (Y)‏ محققة بواسطة (4)4 . إذا بادلنا بين 
سطرين من OLA‏ ذلك يتحقق أيضاً من أجل السطرين نفسهما من AB‏ وتتغير بذلك 
إشارة d‏ كما تتطلب القاعدة )1( . وإن وجود تركيب خطي في السطر الأول من A‏ 
يؤدي إلى وجود التركيب الخطي ذاته في السطر الأول من AB‏ لذا » فإن تحقق القاعدة 
)١(‏ على محددة AB‏ مقسومة على العدد الثابت 4:8 يؤدي إلى تحقق القاعدة )١(‏ 
على النسبة (4) 4 . لذا فان d (A)‏ تتطابق مع المحددة 5 det AB /det B= det AQ gSy‏ . هذا 
هو قانون الجداء . 

(ب) البرهان الثاني أقل روعة من الأول . ينطلق بفرض 4 مصفوفة قطرية D‏ 
فينتج عن القاعدة )١(‏ أن der DB= der D det B‏ » وذلك باخراج كل عنصر ,4 من 
القطر خارج سطره. من أجل مصفوفة عامة 4 » نرجعها إلى D‏ بوساطة سلسلة من 
خطوات حذف غاوس_جوردان_ننتقل Vol‏ من (4) إلى U‏ بوساطة متتالية الخطوات 
المعتادة» ثم من 7 إلى D‏ باستخدام كل مجور ليحدث أصفاراً فوقه . المحددة لاتتغير 
بكل ذلك إلا بانقلاب الإشارة نتيجة كل مبادلة بين سطرين . ترد الخطوات ذاتها AB‏ 
إلى «DB‏ ويحصل التأثير ذاته على المحددة . لقد تأكد L‏ سابقاً أن القاعدة )4( صحيحة 
من أجل 28. 
(١١)لمنقول‏ 4 محددة det At= det A [gil3A‏ 


نعزل هناء أيضاً . ا حالة الشاذة؛ إذا كانت 4 شاذة فان HUIS AT‏ ونحصل على 0-0 
. إذا كانت 4 غير شاذة فاننا نقر بصحة التحليل PA= LDU‏ وتطبق القاعدة السابقة 
)4( على محددة الجداء : 


(۱) det P detA = detL detD detU . 


yyy المحددات‎ 


لنجري النقل على PA= LDU‏ فنجد APTS U'D'L'‏ ولنطبق القاعدة )9( مرة ثانية» 
detA" detP™ = detU" detD" detL" .‏ 
إن الأمر هنا أسهل le‏ يبدو لكون LULU‏ مصفوفات مثلثية عناصرها القطرية تساوي 
الواحد. استناداً إلى القاعدة e (Y)‏ محددة كل واحدة من هذه المصفوفات تساوي 
الواحد وكذلك تساوي كل مصفوفة قطرية منقولهاء DED‏ لذاء يبقى لديناء 
فقط» مصفوفات Voll‏ 

من المؤكد أن محددة م تساوي إما )١(‏ أو )١-(‏ لأنها نتتجت عن مصفوفة 
الواحدة بمتتالية من مبادلات الأسطر . ولنلاحظ أيضاً أن ۶۲1 . (عند ضرب IP‏ 
م يتعامل العدد (1) من العمود الأول من P‏ مع العمود الأول من Pr‏ 6 دون أن يؤثر 
في أي واحد موجود في الأعمدة الأخرى . ) أي أن 1 cder P det Pr = det t=‏ وهذا 
يعني أن ل "۲ و P‏ المحددة ذاتهاء ذلك HS OY‏ منها تساوي )١-(‏ أو WS‏ منها تساوي 
(+1). 

نستنتج من ذلك أن الجداءين )١(‏ و (Y)‏ متطابقان وأن det A"‏ = ۸ء4 . إن هذه 
الحقيقة تضاعف قائمة الخواص» لأنه يكن تطبيق أي قاعدة تتعلق بالأسطر على 
الأعمدة : تغير المحددة إشارتها عندما نبادل بين عمودين فيها 6 كون عمودين متساويين 
(أو عمود صفري) ينتج محددة صفرية » وا محددة تتعلق خطياً JS‏ عمود منفرداً . 
يقوم برهان ذلك على نقل المصفوفة والعمل على الأسطر. 

نرى أنه جاء الوقت الذي علينا أن نتوقف فيه وأن نعلن أن القائمة قد اكتملت . 
بقي علينا » فقط » أن نجد قانوناً محدداً للمحددة وأن نضع هذا القانون في الاستعمال . 


تمارين 
\-Y-£‏ ماهى (24) VY der‏ 14ء4 وعلاقة det(A)‏ 46:4 عندما تكون 4 من 


fn Xn النوع‎ 


الجبر hH‏ وتطبيقاته 


برهن بتنفيذ كل خطوة في المثال 2 × 2- أن Dole‏ بين السطرين زو ci‏ 
يكن اجراؤها باضافة السطر ¡ إلى السطر ز٠‏ ثم طرح السطر الجديد ز 
من السطر c i‏ ثم إضافة السطر الجديد إلى السطر cj‏ وأخيراً » ضرب 
السطر اب 1-. ماهي القواعد التي يمكن استخدامها لاستنتاج القاعدة 
(Y)‏ 

بتطبيق العمليات السطرية لتكوين مصفوفة مثلثية عليا 17» احسب : 


1 22 0 3 ï 0 ð 
5 5 4il 4240 

211 د Ho‏ في إن o‏ ف ei‏ 
2 ل 0 3 5 2 0 


بادل بين السطر Y‏ والسطر > في المصفوفة الثانية واحسب من جديد 
المحاور والمحددة. 

ملاحظة كثير من القراء على علم سابق بقانون المحددة ذات النوع 3 × 3 
الذي يحوي ستة حدود . (أنظر المعادلة )1( في البند الثاني) ثلاثة حدود 
تتابع القطر الرئيسي وثلاثة تسير بالاتجاه المعاكس مع إشارة نقص . من 
الطبيعي أن نتقع اعدة مشابهة من أجل المحددة ذات النوع 4 ×4» ومن 
المحقق وجود ذلك ولكنها تحوي 24 -!4 حداً(ليس ثمانية 
حدود) . لست» بعد متأكداً أن إشارة النقص تلازم القطر المعاكس كما 
تبين ذلك التمارين التالية . 

: NSU فسن‎ 


YYo المحددات‎ 


ماهو عدد المبادلات السطرية التي تجعل (سطر on‏ سطر 1-«...» 
سطر 1) بالترتيب النظامي (سطر 1» . . . » سطر ۸-1» سطر «)؟ متي 
يكون 45-1 ومتى يكون det P=-1‏ لمصفوفة مبادلة من النوع xn‏ 
on‏ حيث عناصر القطر الثانوي وحدان؟ في التمرين السابق 4= ۸. 
أوجد محددة مايلي : 

(أ) جداء المصفوفتين حيث الرتبة تساوي الواحد : 

1 


A=|4|[2 -1 2]‏ 
2 
(ب) المصفوفة المثلثية العليا : 
4488 
.)012.2 | 
’)0026 = 
0002 


)>( المصفوفة المثلثية الدنيا UP‏ : 
Co)‏ المصفوفة 'المثلثية المعكوسة' التي تنتج عن مبادلات سطرية» 


بين كيف تنتج القاعدة )1( )0 = det‏ إذا حوت سطراً صفرياً) مباشرة من 
القاعدتين (O)‏ (۲). 
أفرض أنك قمت بعمليتين سظريتين معا منتقلاً من : 
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أوجد محددة المصفوفة الجديدة بالقاعدة )١(‏ أو بحساب مباشر 
Gaga)‏ 

٩-۲-٤‏ إذا كانت © مصفوفة قائمة» أي أن 1 Q=‏ برهن أن © 4 تساوي 
1+ أو 1-. ماهو نوع متوازي السطوح الذي يكن تكوينه بأسطر (أو 
أعمدة) 0؟ 


Vandermonde - استخدم عمليات السطر لتبرهن أن محددة فاند و ر مو ذد‎ \*-Y-% 


ذات النوع 33 هي : 
a a‏ 1 
det} 1 b b? | =6-a-ac-b).‏ 
g‏ € 1 
الحالة 4 × 4 موجودة في تمارين المراجعة . 


: تحقق المصفوفة التناظرية التخالفية ۸ - - ۸ كما في‎ )( ۱١-۲-٤ 


لماذا يكون في الحالة 3 »ا 3» det (-K) = )-1('4: K‏ $ من ناحية ثانية» 
det K' = det K‏ (دائماً) . استنتج أن -der K= det K‏ وأنه يجب أن تكون 
هذه المحددة صفراً . 

(ب) اكتب مصفوفة متناظرة تخالفية من النوع 4 × 4 بحيث لاتكون det‏ 
صفرا. 


yyy المحددات‎ 


: صح أم خطأ مع تبرير الصحيح وتقديم مثال معاكس في حالة الخطأ‎ ٠۲-۲-٤ 
(أ) إذا كانت 4.و 8 متطابقتين إلا من أجل القرنة اليسرى العلياء حيث‎ 
. detB=2detA فان‎ «<b, =2 a, 
. (ب) تساوي المحددة جداء المحاور‎ 
. للعكس و 8 شاذة فإن 8 + 4 قابلة للعكس‎ ALA (ج) إذا كانت‎ 
(د) إذا كانت 4 قابلة للعكس و 8 شاذة فإن 48 شاذة.‎ 

.46:4-0 كل سطر يساوي الصفرء برهن أن‎ pole إذاكان مجموع‎ ٠۳-۲-٤ 
„det (A~1)=0 إذااكان مجموع عناصر كل سطر يساوي الواحد» برهن أن‎ 
. 444 =1 بمثال» أن ذلك لايقتضي أن يكون‎ coy 

: أوجد قيمتي المحددتين من النوع 4 × 4 بطريقة الحذف الغاوسي‎ ٠١-۲-٤ 


11 12: 13 A Ler 3 

21 22 23 24 tl ثم م‎ 
det! 31 32 33 34 aa Fr 

41 42 43 44 كاه‎ y 


: أوجد محددات المصفوفات التالية‎ ٠١-۲-٤ 


من أجل أي قيم للوسيط 2 تكون المصفوفة ۸-21 شاذة ؟ 
١05-15-5‏ احسب محددة 4 بإرجاع المصفوفة إلى شكل مثلثي (القاعدتان 0 و۷) 
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R CAB AA E ماهي محددات‎ 

\V-Y-£‏ نفرض أن ©2 - -68» أوجد الخطأ فيما يلي : بأخذ محددتي الطرفين 
(det © (det D) = - (det D) (det C) 44‏ لذاء إما أن تكون D‏ أوع 
ذات محددة تساوي الصفر . CD=-DC‏ ممكن» فقطء )13 كان © أو D‏ 
sale‏ 


7-5 قوانين المحددة 
القانون الأول ورد سابقاً : 
إذا كانت 4 غير شاذة فان A= P'LDU‏ وإن 
det A = det P ' det L det D det U‏ 

(جداء المحاور) += )© 
الإشارة EI‏ هما محددتا P‏ (أو (P‏ وهما تتعلقان بكون عدد المبادلات السطرية 
زوجياً أم فردياً . العامل ال مثلثي يحقق .detL=det U=1 3detD=d,..d,‏ 
في الحالة 2 × 2. يكون التحليل القياسي هو : 


4 0 1 b/a 
0 عالط - 4ه‎ || 0 1 


1 O 


[c/a 1 


ab 
cd 


جداء المحاور هو be‏ -4». إذا كانت الخطوة الأولى مبادلة سطرء فإن 


e El kL ie 0 1 d/c 
a b| jaf 13/0) 0إ][ع(مك-ط)‎ 1f 


PA = 


ويكون» عندئذ» جداء المحاور مساوياً -detA‏ . 


مثال لقد كان صفوفة الفرق المحدود e‏ الواردة في الفقرة 27-١‏ التفريق ‏ 
LDU‏ = : 


المحددات ۳4 


2 -1 2 
1 2 «1 3/2 

=L 3/4 U.‏ 2 ك- 

ae 3i 2 
-1 2 (n + lyn 
: محددتها هی جداء محاورها‎ 
det A -3}(4}.. oF 1) swe, 
213 n 


إن ذلك هو طريق حساب المحددات باستثناء مصفوفات خاصة جداً . يعطي النظام 
الوارد فى الملحق 6 det A‏ من المحاور . فى الحقيقة» المحاور هى نتيجة تكثيف 
لمعلومات أساسية وزعت على عناصر المصفوفة . من وجهة نظر نظرية» مهما يكن 
الأمر» فان لتكثيف المعلومات في المحاور محذوراً : ليس من الممكن اكتشاف تأثير 
تغيير أحد العناصر على المحددة . لذلك نعتزم OW‏ إيجاد تركيب صريح لمحددة بدلالة 
Jatt‏ 

من أجل in=2‏ قد بينا أن القانون ad - ch‏ صحيح . من أجل 3=» القانون 
المقابل معروف أيضاً بصورة جيدة : 


ayy an 0113 
+ Gy) A272 033 + درك + 63 وجة ج6‎ 32| 32 


1 
(Y) 02 an 433 
- dii a23 رجة جر 6 ¬ جيه‎ 633 - 013 222 43). 


a3) 432 433 


هدفنا استنتاج هذه القوانين مباشرة من الخواص ۳-١‏ الواردة في البند السابق. إذا 
تمكنت من معالحة الحالتين 3= ۸١ =2 ,٠‏ بطريقة منتظمة بشكل كاف » فانه يمكنك النظر 
في جميع المصفوفات . f‏ 

للانطلاق بذلك» يمكننا تجزئة كل سطر من 4 إلى متجهات وفق الاتجاهمات 
الاحداثية المختلفة : 
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[a bl=la [م 0]+[ه‎ . [ce dl=[e 0]+[ه‎ d. 


ثم نطبق الخاصة الخطية على كل سطر بمفرده . أولاً على السطر الأول ثم على السطر 


الثاني : 


هرف 


من أجل مصفوفة من النوع en Xm‏ سيوزع كل سطر إلى أجزاء عددها en‏ وفق 
الاتجاهات الاحداثية . لذا سيكون لدينا ASL‏ من الحدود : في حالتنا 4-:2. الحسن 
الحظ » كثير منها (مثل الحد الأول والحد الأخير في المثال الوارد أعلاه) سيكون بصورة 
آلية مساوياً إلى الصفر . ذلك لأنه سيكون سطران» في أحد الاتجاهات الاحداثية» 
أحدهما مضاعف للآخر» وأن : 


f 
c 0 


a ol 


يوجد هنا عمود من الأصفارء لذا » تكون المحددة صفراً. من أجل ذلك» نوجه انتباهنا 
إلى الأسطر التي تتجه في اتجاهات مختلفة ؛ قد تأتي ا حدود غير الصفرية في مختلف 
الأعمدة. لنفرض أن في السطر الأول عنصر غير صفري واقع في العمود ca‏ 
وفي السطر الثاني عنصراً غير صفري ily‏ في العمود 8» وأخيراً »في السطر الأخير 
ذي الرقم on‏ عنصراً غير صفري واقع في العمود ۷. أرقام الأعمدة »....,0.8 جميعها 
مختلفة فيما بينها؟ ليست هي سوى ترتيب جديد أو تبديل للأعداد «....1.2 . من 
أجل الحالة 3 يوجد ستة حدود من هذا النوع : 


۳۳١ المحددات‎ 


411 a2 493 aii 212 213 
a2) azn az | = a22 3 423 | + | 42) 
a3) az 33 433 a3) 432 
(£) 6١ an 413 
3 023 | + | 42) i an 
a32 33 43 


نعيد ونقول » يجب أن يكون للنشر 3-27 حداً؛ جميعها سوى 631=6 أصفار» 
بسبب تكرار عمود. بصورة عامة يبقى fion!‏ (يوجد ۸ اختياراً من أجل العمود 
الأول »» ويبقى 2-1 اختياراً من أجل العمود 6B‏ وأخيراً يبقى اختيارواحد للعمود 
الأخير ٠‏ نستخدم عموداً Mel‏ فقط» في كل مرة عندما pi‏ على جميع الأسطر) . 
بقول آخر » يوجد br!‏ لتبديل الأعداد :.....1,2. (ننظر في متتالية أرقام الأعمدة 
لنجد التبديل ا مرافى .) تنتج ا حدود الست في (4) من الأعمدة التالية : 
SIO: LD SAE, Le,‏ ارم })2,.3 ,1 (&,.B, v=‏ 
هذه هي جميع متبادلات (1,2,3) التي عددها 6= !3؛ المتبادلة الأولى هي متبادلة 
المطابقة . 

لقد أرجعت الآن محددة 4 إلى ست محددات مختلفة وبسيطة جداً. إذا 
أخرجنا العناصر Gea,‏ رمز المحددة» نيحد حداً مقابل كل واحدة من هذه المتبادلات 
iw‏ 


1 
1 


1 
1 
1 


detA =a); û22 433 + ورك‎ 43 43, + 34) 32 | 1 


1 


(0) 


61 322 جره + 433 a9)‏ وره + | 1 432 323 رره + 
1 
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كل حد هو جداء 3= ۸ عناصر من ca,‏ حيث كل سطر وکل عمود تمثل بواحد منها . 
بقول آخر يوجد حد يقابل كل طريق يقطع المصفوفة ماراً بكل عمود مرة واحدة . إذا 


مصفوفة التبديل ,م . محددة المصفوفة كاملة تساوي مجموع هذه ا حدود وهو القانون 


(5) det A = ويقى3()6‎ ... anv) detPg. 
o 


للأعداد (1......8) = التي يساوي عددها nt‏ تعطي المتبادلة أرقام الأعمدة التي مر 
عليها عندما نهبط على أسطر المصفوفة وتحدد أيضاً مصفوفة المبادلة P,‏ : حيث تظهر 
الوحدان في ,۶ في المواضع التي كانت فيها الحروف » في المصفوفة الأصلي A‏ 

بقي علينا » فقط » إيجاد محددة U P,‏ كانت المبادلات السطرية تحول , إلى 
مصفوفة الوحدة» وكل مبادلة تقلب إشارة المحددة» لذا »فان P,‏ تساوي 1+ أو 1- . 
تتعلق الإشارة بكون عدد ا مبادلات زوجياً أم فردياً . 


1 
1 
l‏ 
1 
1 
5 
تتطلب الأولى مبادلة واحدة ov)‏ السطرين el‏ والثالث)» لذا » فإن det P,=-1‏ . 
ul‏ الثانية فتحتاج إلى مبادلتين لتعود إلى المطابقة (مبادلة السطر الأول مع الثاني متبوعة 
بمبادلة الثاني مع الثالث) . لذاء فإن 1 -:(1-) P=‏ . هاتان إشارتان من الإشارات الست 
المعادلة )1( عبارة صريحة للمحددة ويمكننا بسهولة تحقيق الحالة 2 حيث 
المتبادلات التى عددها 2 - ! 2 هی (2,1) -6 و 1,2) ٥=‏ . لذاء يكون : 


درم حيث متتالية الأعمدة (1,3,2) = (ot,B,v)‏ 


درم حيث متتالية الأعمدة (3,1,2) o=‏ 


yyy المحددات‎ 


det A =a); رده‎ det 5 + ريه جره‎ det re = ره‎ d22 -a4 (ac- be أو‎ ). 


لاييكن لأحد أن ينكر أن القانون الصريح CO‏ سهل بصورة متميزة ومع ذلك» 
فإنه من الممكن رؤية BU‏ يتمتع با لخواص ۳-١‏ . إن الخاصة ۳ التي تقول إن cdetl=1‏ 
sb A‏ أكثر الخواص سهولة ؛ جداءات العناصر ,© تساوي دوماً الصفر باستثناء 


الذي يعطي 1 = der‏ يكن التحقق من الخاصة الثانية في البند التالي ¢ لأن أكثر اهتمامنا 
هناء منصب على الخاصة الأولى : تتعلق المحددة بصورة خطية بالسطر الأول 
dnd,‏ لرؤية هذه التبعية » ننظر في حدود القانون (6) التي تحوي an‏ تظهر هذه 
الحدود عندما نختار من أجل العمود الأول 1=»» تاركين بقية pole‏ التبديل 


بالصورة a A,‏ حيث معامل ,6 هو : 


(v) Ay, =P len ow ag) 061 gr 
ن‎ 


بصورة مشابهة a,‏ مضروب بتركيب نثله بالرمز AL‏ إذا جمعنا جميع الحدود التي 
تنطلق من ca,‏ فان القانون (6) يصبح : 

(A) det A =a, A ıı + aA yo + <<. + Aq A In <‏ 
يظهر هنا بوضوح» أن dera‏ تتعلق بصورة خطية poling‏ السطر الأول ,4...4 
مثال في حالة المصفوفة 3× 3. تعطي طريقة التجميع هذه : 
az ).‏ ويه - a32‏ رية) وره + (يجه d2‏ - )423.43( وره + )332 جيه - detA =a; (a433‏ )4( 


حيث كتبت العوامل المرافقة AAA,‏ ضمن ثلاثة أزواج من الأقواس . 


نشر 464,4 في عوامل مرافقة 
نريد الآن أن نقدم قانوناً آخر للمحددة. إذا كان ذلك يعني الانطلاق مرة أخرى 
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من لاشيء فإن الأمر سيكون كبيراً. لكن هذا القانون قد اكتشف سابقاً وهو القانون 
)8( « النقطة الوحيدة التي بقيت Lle‏ هي تعين العامل ا مرافق A,‏ 

من المعلوم أن العدد ,4 يتعلق بالأسطر «.....2؛ السطر الأول قد خصص للعامل 
a,‏ كما أن ه قد خصص للعمود cj‏ لذاء فإن على عامله المرافق ,,4أن يتعلق بصورة 
كاملة بالأعمدة الأخرى . لايمكن استعمال سطر أو عمود مرتين في aH‏ ذاته وهذا 
مافعلناه عند توزيع المحددة إلى المجموع التالي : 


an an ang a 412 413 
an 422 623 |= an a3 | + | 42) d23 | +|32 422 
431 a32 433 032 a33 431 d13 431 062 


من أجل محددة من المرتبة om‏ يعطي هذا التوزيع «محددة من حجم أصغر (تدعى 
الصغيرات) وهي من المرتبة 1- . يمكنك أن تلاحظ المصفوفات الجزئية من النوع 
2 التي تظهر في الطرف الأيمن . تنشأ المصفوفة M,‏ عن المصفوفة الأصلية» من 
حذف السطر الأول والعمود ز. كل حد في الطرف الأيمن هو جداء a,‏ بمحددة -M,‏ 
مضروباً بإحدى الإشارتين زائد أو ناقص الموافقة . تتناوب هاتان الإشارتان عندما 
نسير على طول السطر . يأخذ العامل المرافق الصورة التالية : 
Ag = )-1( " det Me;‏ 

See ad‏ أن العامل المرافق الثاني ۸هو ana,- aa,‏ » الذي هو ,114ء4 مضروية ب(1). 
يكن اجراء هذه الطريقة ذاتها على كل مصفوفة مربعة من أي حجم . وبنظرة فاحصة 
للمعادلة )7( » يتأكد لدينا أن ۸ هي محددة المصفوفة ,44 الواقعة في الزاوية اليمنى 
والدنيا من المصفوفة الأصلية ۸. 

هناك نشر مشابه من أجل أي سطر آخرء مثل السطر ci‏ يمكن برهانه بالمبادلة 
بين السطر : والسطر الأول : 
É‏ ب المحددة تركيب للسطر :مع العوامل المرافقة لعناصر السطر : 


(\+) det A=a,A,+a,A,+...+a,A, 
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العامل المرافق A,‏ هو محددة المصفوفة M,‏ مزودة بالإشارة الموافقة : 
A, =(-1)"' det M, .‏ )63 

تتكون M,‏ بحذف السطر : والعمود رمن 4. 

تعبر هذه القوانين عن 41۸4 بتركيب في محددات من المرتبة 8-١‏ » لذاء 
يمكننا تعريف المحددة بالاستقراء في «. من أجل مصفوفة من النوع 1 × CU‏ 
نقبل أن cder =a,‏ ثم نطبق القانون )10( على التتالي لتعريف محددة المصفوفة ذات 
النوع 22 والمصفوفة 3×3 وهكذا حتى النهاية . لقد فضلنا تعريف المحددة 
بخواصهاء تلك الخواص التي يكن تفسيرها بسهولة كبيرة ومن ثم استخلاص القانون 
الصريح CV)‏ والقانون الاستقرائي (10) من هذه الخواص . 

Lol‏ توجد نتيجة أخرى لكون det A= det A"‏ تجيز LI‏ هذه الخاصة النشر 
حسب العوامل المرافقة لعناصر عمود عوضاً عن عناصر سطر ؛ فنجد لكل ز : 


Ax+... + aA qj -‏ روه + det A = a jAj‏ الحا 
البرهان» ببساطة. هو نشر 46:87 حسب العوامل المرافقة لعناصر سطرها الذي هو 
العمود زفي „A‏ 
مثال لننظر في مصفوفة الفروق ذات النوع 4x4‏ : 
l Q 0‏ 2 
nai oat‏ 
O-! 2‏ 0 


طريقة العوامل المرافقة أكثر استعمالاً من أجل سطر يحوي عدداً من 
الأصفار . هناء السطر الأول يعطي حدين فقط . يأتي العامل المرافق ل a,‏ من حذف 
السطر )١(‏ والعمود »)١(‏ الأمر الذي يترك مصفوفة من النوع X3‏ 3 ومن الشكل ذاته : 
0 4 


2 
A; =|-l -| 
0 A 2 


FE‏ الجبر الخطي وتطبيقاته 


من أجل ca,‏ العمود (۲) هو الذي يجب حذفه» ونحتاج إلى 
8 1= ل 
2 1 0 
لاحظ العامل المرافق الذي يجب أخذه في المرحلة الأخيرة ! في هذه المرة »الاختيار 
المفضل هو العمود .)١(‏ بقي لدينا محددة من النوع 2 من الصورة ذاتها؛ إنها 
العامل المرافق للعنصر الأصلي a=-‏ بالجملة» أعطى السطر O)‏ : 
detA 4 = 2(detA 3) - detA 3 .‏ 

إذا طبقت هذه الفكرة ذاتها على مصفوفة من النوع 5< 5 أو 6×6 أو «×۸ومن 
الشكل ذاته (محددات فروق)» نجد : 


(-1)'*? det 


- دو 2(detA,.,)- detA‏ = و aY) detA‏ 
بما أننا نعرف أن 2= derA,=3 detA,‏ فان هذا القانون التراجعي يعطينا محددات 
المصفوفات المتزايدة في الحجم . في كل مرحلة تكون محددة المصفوفة ,4 مساوية n+l‏ 
لأنها تحقق العلاقة (13) : 
n+1=2(n)-(n- 1).‏ 
الجواب 1+” متفق مع جداء المحاور وفق منطلقنا لهذا البند. 


: أوجد من أجل المصفوفة‎ ١-۳-٤ 


الحدود غير الصفرية » فقط »التي تظهر في القانون (5)- الطريقة 
الوحيدة هي اختيار أربعة عناصر من أسطر مختلفة وأعمدة مختلفة وعدم 


دن 


yyy المحددات‎ 


اختيار أي صفر . بعد تعيين الفردي والزوجي من المتبادلات الموافقة» 
احسب „detA‏ 

استخرج منشور محددة المصفوفة السابقة في عوامل مرافقة وفق سطرها 
الأول وارجع ۸4 إلى محددة من النوع 3×3 . قم بالعمل ذاته بالنسبة 
لهذه المحددة (انتبه للإشارة )1-( وأعمل» أيضاً » الشيء ذاته من أجل 
المحددة الناتجة ذات النوع 22 . احسب أخيراً detA‏ . 

صح أو خطأ : 

„A تساوي محددة‎ S'AS محددة‎ )١( 

(Y)‏ إذا كانت 44-0 فإن واحداً» على الأقل» من العوامل المرافقة 
يساوي الصفر. 

. -1 لمصفوفة عناصرها أصفار ووحدان محددة تساوي 1 إو0 أو‎ (Y) 
والمحاور والمحددة لمصفوفة من النوع 4×4» كل‎ LU (أ) أوجد التحليل‎ 
. فيها يساوي أصغر العددين :و ز. (اكتب هذه المصفوفة)‎ » , pare 

(ب) أوجد المحددة إذا كان , »يساوي أصغر العددين , ۸و ,۸ حيث 

تحب en=6‏ قحس 0لحن هل يمكنك إعطاء قانون عام من أجل أي 
أعداد ‏ تحقق ,۸ ک۸ كم > En‏ 

نفرض أن D‏ مصفوفة ذات أقطار ثلاثة ومن النوع( (nxn‏ تتكون عناصر 
أقطارها من الأعداد 1-.1.1 : 


YYA 


ee | 


ARES 


الجبر الخنطي وتطبيقاته 


بالنشر وفق العوامل المرافقة للسطر CV)‏ برهن أن ي , GHD ,-2 , +D‏ 
ذلك إلى متتالية فيبو ناتشي .....1.2,3,5.8.13 المتعلقة بالمحددات . 
أفرض أن , 4 مصفوفة الأقطار الثلاثة حيث يقع العدد 1 في كل مكان 
في الأقطار الثلاثة : 


asli}, azs! 1|. ase 


لتكن D,‏ محددة , tA‏ نريد أن نجدها. 
(أ) انشر وفق العوامل المرافقة للسطر الأول من ,4 لكي تبرهن أن 
و عب DSB‏ : 


(ب) انطلق من 1= 1 و D.=0‏ وأوجد ,.... . بتعيين دورة الأعداد 


Day أوجد‎ CF الدور‎ gals) هذه‎ 


(أ) احسب العوامل المرافقة للسطر )١(‏ : 


ان ب م سم 
-oNu‏ 
cmon‏ 
ل س نو نم 


(ب) تحقق بطرح العمود )١(‏ من الأعمدة الأخرى ثم احسب من جديد . 
فسر BU‏ يكون من المؤكد أن المصفوفة ذات النوع 5 ×5 التي تحوي 
مصفوفة جزئية صفرية من النوع 3X3‏ هي مصفوفة شاذة (دون النظر 
إلى العناصر الستة عشر التي رمزنا لها ب ») : 


محددة المصفوفة = A‏ تساوي الصفر 


KK‏ يخ يخ مر 
KK KK‏ يمو 


4-۳-٤ 


B | = detA detD 


tyg 


i 


yer- 


بمصفوفات من النوع 4 × 4 » برهن أنه» بصورة عامة : 


A B "5-5 9 
det] % B |a deta detD -deB dtC لكن‎ det} p 


هنا ABCD‏ النوع 2 ×2. أعط مثالاً تحقق فيه حالة عدم التساوي . 


اسب محددة المصفوفة 


el pe‏ باستخدام عمليات سطرية لإحداث أصفار أو بالنشر في عوامل 
مرافقة للسطر الأول. أوجد » أيضاً » محددتي المصفوفتين الصغيرتين 
A,A,‏ اللتين من الشكل ذاته من حيث وقوع أصفار على القطر الرئيسي 
ووحدان في بقية المواضع . هل يمكنك أن تتنبأ عن detA,‏ ؟ 

ماهو عدد عمليات pall‏ اللازمة لإيجاد محددة من النوع ۸×۸ من 


(أ) القانون الصريح (6) ؟ 

(ب) من قانون fal gall‏ المرافقة (10) ؟ 

(ج) من قانون المحاور (1) ؟ 

في (ب) اربط oad!‏ المقابل ل م بالعدد المقابل ل tn- ١‏ في (ج) تذكر 
الحذف. 

في مصفوفة من النوع 5 5 » اعط إشارة (+) أو (-) توافق aa, VILL‏ 
aaa,‏ بقول آخر هل (5.4.3.2,1) = 6 زوجية أم فردية ؟ 


Vea 


اسار 


١-5 


الجبر الخطي وتطبيقاته 


إشارة » ! إنه Jaw‏ إشارة + لحداء عناصر القطر الثانوي ,4.,»,»-وهو 
خاطىء . عليك أن تقرر هل هذه المتبادلة زوجية أم فردية . 


إذا كانت 4 من النوع gmxn‏ 8 من النوع × يرهن أن 


|] © | إرشاد :أضرب من الخلف ب‎ | alg A |= aer an. 


Bl I 


Ves bel‏ فيه « > sl ym‏ فيه m> n‏ . لماذا تكون في المثال الثاني 

AB - 0‏ امل ؟ 

أفرض أن عناصر المصفوفة BEA‏ سوى ,» الذي يتحول من مه - إلى 
مه + bel.‏ مثالاً تكون فيه 44:4 دائماً تساوي الصفر أو لاتساويه 
أبداً. هذا يبرهن ( من قانون العوامل المرافقة(۸))» من ناحية أخرى» 
أن 4-0 4مك من أجل قيمة واحدة ل,4. 


٤-٤‏ تطبيقات المحددات 

يتابع هذا البند التطبيقات التي قدمت بالتمهيد : امعكوس» حل Arsh‏ 
ا حجم وا محاور . إنها من بين ا حسابات الأساسية في الجبر الخطي (أجريت بالحذف) 
والآن سيكون لدينا قوانين للأجوبة . 
Atle - ١‏ ينطلق ذلك بالمحددة المحسوبة بالعوامل المرافقة للسطر :. تذكر أن 
كل عنصر ضرب بالعامل المرافق : 


(\) det A =a} Aj + ... + iA; 


ın in* 


يمكننا أن نبتدع ضرب مصفوفتين بحيث تعطي المعادلة الجواب على طول القطر الرئيسي 


المحددات ا 


a, anp Ain jj A4 An An 

An ... Am‏ درك || an ... am‏ ريت 

dn! am ~- Am A In A 2n we A nn 
(5) det A 0 sty 0 
0 detê .,- 0 
0 0 ws: Geta 


pare dard 94.00,‏ القطر 14ء4 . يعطي جداء كل سطر آخر بعوامله المرافقة الجواب 
ذاته» dera‏ على القطر . السؤال المحرج هو BU‏ نضع أصفاراً في كل مكان خارج 
القطر ؟ إذا ركبنا السطر )١(‏ مع fal gall‏ المرافقة المتعلقة بالسطر BU (Y)‏ يكون : 
w) HipHop HAS o aia E‏ 
الجواب هو مايلي : لقد bilo‏ محددة مصفوفة جديدة 8 مشابهة للمصفوفة 
۸ بالسطر (۲). لقد وضع السطر الأول في موضع السطر الثاني من 8. لذاء op‏ 
في 8 سطرين متساويين» وبذلك 44 8-0 :40. المعادلة (3) هي نشر 8 وفق السطر 
)1( حيث يكون ل B‏ عوامل 4 المرافقة ذاتها (لأن السطر الثاني قد حذف من أجل 
إيجاد العوامل المرافقة » وهذا السطر هو الشيء الوحيد الذي تختلف فيه عن 4). لذا 
فان الضرب المصفوفي اللافت للنظر (۲) صحيح . 
يعطي هذا الضرب مباشرة 4. لدينا في الطرف الأيمن من (Y)‏ مضاعف 
لمصفوفة الوحدة» هو جداء 01۸ ب / . 
(A)(A yup) = (det A) 1.‏ 02 


vey‏ الجبر الخطي وتطبيقاته 

.)2( مصفوفة العوامل ا مرافقة . أو 'المصفوفة القرينة' التي ظهرت في المعادلة‎ A, 
لاحظ أن العامل المرافق الناتج عن حذف السطر والعمود زمن 4 يذهب إلى السطر‎ 
زوالعمود :في مصفوفة العوامل المرافقة . إذا قسمنا على 4:8 (إذا لم تكن صفراً)‎ 


نجد قانون "4 : 
٤‏ ج عناصر 4 هي العوامل المرافقة ل 4» نقلت كما في (Y)‏ وقسمت على المحددة 
تعطي : detA‏ /, 4 : 

(0) a = ^er 


إذا كانت 0= dera‏ فان 4 غير abl‏ للعكس . 


مثال ١‏ العوامل المرافقة -  A,=d,A,=-c,A,=-b AA‏ محيف 


ad - be 0 | 


RENE -b 
ADA a) =| AR û ad-be 


2 c |- 


لنقسم على Gilad - be‏ هو cdetA‏ يظهر ی الطرف الأيسر جداء ۸ب ۸ ونستنۃ Fe‏ 


©) H |= 1 azl 
8 ad-be [€ @ 
لاحظ من جديد انتقال ,4 إلى الطرف الأيمن.‎ 
: مثال (۲) معكوس . المصفوفة‎ 
Ag [I 4 81 111 
وا‎ ii اراي‎ 


دخلت إشارة الناقص OY‏ العامل GM‏ يحوي CD‏ 


Yer المحددات‎ 


(0) ضرب «بالمصفوفة 4 في‎ LE التطبيق الثاني هو‎ Ar =o حل النظام‎ -Y 


وى a‏ ودع 
detA‏ 


تمتازة لكتابة الجواب . 


: مام - د هى‎ Jj åS jl Cramer: د قاعدة كرامر‎ ٤ 


ay 12 4 Cin det B 
(v) Bj = 3 


في ,8 يأخذ المتجه ط موضع العمود زفي A‏ 
البرهان . لننشر ۲8ء4 في العوامل المرافقة وفق العمود ز(الذي هو Cb‏ با أن العوامل 
المرافقة تجهل هذا العمود» تكون النتيجة : 
دن bA‏ + ... + زوشوط + زرك رطع detB,‏ 

وهذه هي» بالضبط » المركبة زلحداء مصفوفة بمتجه : Ayb‏ . لنقسم على detA‏ 
فيكون ELI‏ هو المركبة Jj‏ ×. 

إذاً كل مركبة ل × تساوي نسبة بين محددتين» أي» كثيرة حدود من الدرجة n‏ 
مقسومة على كثيرة حدود أخرى من الدرجة «. كان من الممكن أن نتوصل إلى هذه 
الحقيقة بطريقة الحذف الغاوسي ولكن هذا الأمر لم يحدث أبداً. 


مثال : النظا 
حل x, + 322 =0 j‏ 
6= وعرك + 2x,‏ 
هو: 
p 10‏ 
26|_6 = يدبو ے قك = £4 x)=‏ 
2 3{ 2 13 
24 24 


YEE‏ الجبر ah‏ وتطبيقاته 


المقامان متساويان وهما دائماً 4ء بينما يظهر الطرفان الأيمنان 0 و 6 في العمود 
الأول ل x‏ والعمود الثاني nS‏ من أجل ٠٠٠١‏ معادلة» توجد ٠٠١١‏ محددة. ما 
أفزعني ale‏ رأيت في كتاب قديم أن هذه الطريقة مفضلة (ويعتقد أن الحذفقد طرح 
جانباً) 

'لكي نبحث في مجموعة تحوي أربعة متغيرات :21:0 علينا أولاً أن نحذف 
واحداً منها بين الأزواج الثلاثة لكي نحصل على ثلاث معادلات بثلاثة مجاهيل ونجري 
الأفر ذاته على الأطراف البسرئى خن تحصل على فقن لآثنين متها Bae‏ 
القارىء الذي يريد عمل ذلك كتمرين» العنت الكبير الذي تحتاجه طريقة GAL‏ 
عندما نريد البحث بنظام لأكثر من ثلاثة متغيرات . تدعونا هذه الاعتبارات إلى التحري 
عن طريقة أكثر سرعة' (إنها قاعدة كرامر OC‏ 

من أجل مصفوفة خاصة » حيث يكن انجاز قاعدة كرامر . نحصل على 
معلومات كاملة عن JH‏ . 
Y‏ . حجم متوازي سطوح . العلاقة بين المحددة والحجم ليست واضحة بصورة 
كاملة . لذاء يمكننا أن نفرض » للسهولة» أن جميع الزوايا قائمة ‏ الأضلاع متعامدة 
فيما بينها ونكون عندئذ أمام متوازي سطوح قائم e‏ حجمه يساوي » e nall‏ جداء 
أطوال أضلاعه : الحجم = [bool‏ 

نريد أن نحصل على هذا القانون نفسه من المحددة . لنذكر أن حروف متوازي 
السطوح هذا كانت أسطر 4. في الحالة التي تكون فيها الزوايا قائمة» تتعامد هذه 
الأسطر فيما Ley‏ وبالتالي : 
row |‏ 


5505 


row n 


-20% 
= 


)1( هذه الفقرة مقتبسة من )1937( Mathematics For Million By Lancelot Hogben‏ . إذا كانت 


الخطة هي استخدام قاعدة كرامر فانني أقول El‏ رياضيات أصحاب الملايين 


yé 6 المحددات‎ 


,هو طول متجه السطر (الضلع). أما الأصفار الواقعة خارج القطر فانها ناتجة عن 
كون الأسطر متعامدة . إذا أخذنا محددتى طرفى العلاقة السابقة واستخدمنا القاعدتين 
at (1e) aC)‏ : 


171... I = det AA") = (ded (detA ") = (dea). 


الجذر التربيعي لطرفي هذه المعادلة يعطينا النتيجة المطلوبة : المحددة تساوي ا حجم . 
تعين إشارة المحددة A‏ ماإذا كانت الحروف مرتبة بحيث تمثل مجموعة إحداثيات 
موجبة» كما هو في النظام المعتاد > -« cx-‏ أم مجموعة إحداثيات سالبة مثل النظام y‏ 
2-2 . 

إذالم تكن الحروف متعامدة فان الحجم لن يكون مساوياً جداء أطوال الحروف . 
في المستوي (الشكل e (T= E‏ حجم (مساحة) متوازي الأضلاع يساوي طول قاعدته ,1 
مضروباً بطول أرتفاعه h‏ المتجه pb‏ ذو الطول ۸ يساوي السطر الثاني (,ه.به) b=‏ 
مطروحاً منه مسقطه dep‏ السطر الأول . الفكرة الاساسية هي : استناداً إلى الخاصة 
(0)» لاتتغير المحددة إذا طرحنا مضاعفاً للسطر الأول من السطر الثاني . بالوقت ذاته» 
لايتغير الحجم إذا انتقلنا إلى مستطيل قاعدته | وارتفاعه h‏ يمكننا أن نرد المسألة 
إلى حالة ا مستطيل » وقد برهن سابقاً أن الحجم = المحددة . 

في الفضاء ذي ١‏ بعداً» نحتاج إلى جهد كبير لجعل كل متوازي سطوح قائماًء 
لكن الفكرة تبقى ذاتها . لايتغير الحجم ولاتتغير المحددة إذا طرحنا من كل من الأسطر 
”...2,3 مسقطه على الفضاء المولد بالأسطر التي تسبقه يبقى بعد ذلك» متجه ارتفاع 
مشابه ل طم الذي هو قائم على القاعدة. ينتج عن طريقة غرام ‏ شميدت مجموعة من 
الأسطر المتعامدة فيما بينها ‏ وتبقى المحددة ذاتها والحجم نفسه كما كانا. 


Yer‏ الجبر الخطي وتطبيقاته 


= (411,42) 


x 


شكل )۲-٤(‏ . حجم متوازي أضلاع = det A‏ 
من أجل المجموعة الأصلية . لما كان الحجم يساوي المحددة في حالة متوازي السطوح 
القائم» فان هذه المساواة تبقى صحيحة من أجل الأسطر الأصلية . 
إن هذا يتمم العلاقة بين الحجم والمحددة» غير أنه يجدر بنا أن نعود ثانية إلى 
الحالة الأكثر بساطة . من المعلوم أن : 


تعطي هاتان المحددتان حجمين - أو بالأحرى مساحتين لأننا في فضاء ذي بعدين- 
«متوازيي السطوح" المرسومين في الشكل (TE)‏ الأول يمثل مربع وحدة تساوي 
مساحته الواحد حتماً» والثاني متوازي أضلاع طول كل من قاعدته وارتفاعه يساوي 
الواحد؛ بصورة مستقلة عن التحول AU‏ عن المعامل ce‏ فإن مساحته تبقى مساوية 
الواحد. 

٤‏ -قانون المحاور . التطبيق الأخير هو مسألة المحاور الصفرية ؛ يمكننا أن نكتشف أخيراً 
متى يكون الحذف الغاوسي مكنا دون مبادلات سطرية . مفتاح القضية أن ال k‏ محوراً 
الأوائل تتعين بصورة كاملة بالمصفوفة الجزئية ,4 الواقعة في القرنة العليا واليسرى في A‏ 
. ليس للأسطر والأعمدة الباقية من تأثير على هذه القرنة من ا مسألة . 


y é ۷ المحددات‎ 


row 2=(c, 1) 


row | = (1,0) 


شكل .)۳-٤(‏ مساحة مربع ومتوازي أضلاع . 


مثال 


4 b 3 
0 64-506 (af-edia}. 
8 h i 


A= > 


abe 
cd f 
ghi 


من المؤكد أن المحور الأول يتعلق بالسطر الأول والعمود الأول وهو daa‏ المحور 
الثاني يصبح ظاهراً بعد خطوة واحدة من الحذف وهو (ad - be) / a‏ وهو متعلق» 
فقط » بالعناصر abcd‏ مابقى من ۸4 لايدخل في ما قبل المحور الثالث . بالفعل» 
ليست المحاور » فقط» التي تتعين بالقرنة العليا واليسرى من 4» بل تتعين» أيضاً ٠‏ 


: 1,2,0 القرنات اليسرى والعليا للمصفوفات‎ 
a 1 WE x 
A =LDU =| c/a 1 (ad - bc)la 1 Sk 
3 * * 1 


ما نراه في السطرين والعمودين الأولين هوء بالضبط. تحليل المصفوفة الجزئية 
| © | حبه . إليك القاعدة العامة إذا لم يكن هناك مبادلات سطرية : 


٤‏ هه إذا حللت 4 بالصورة LDU‏ » فان الزوايا اليسرى والعليا من هذه المصفوفات 


YEA‏ الحبر الخطي وتطبيقاته 


A,=L,D,U,. 
. عن الحذف الغاوسي الخاص بها‎ A, تنتج المصفوفة الجزءية‎ k من أجل كل‎ 
البرهان هو أن نبين أنه يكن تعين هذه القرنة أولاً حتى قبل النظر في عمليات الحذف‎ 
في مكان آخر» أو استخدام قانون ضرب كتل المصفوفات . يشبه هذا القانون القاعدة‎ 
: المعتادة في ضرب عنصر بعنصر : تأخذ العلاقة 4 = 1010 الشكل‎ 


Ly ODE OUT F | _ | Leite L«D,F 
B c || o cll o G| | BDU, BD,F + CEG | 


مادامت المصفوفة قد وزعت بحيث يصبح كل ضرب ممكناً للمصفوفات da Mas AI‏ 
والمستطيلة الحجوم الملائمة للضرب -فانه يمكن اجراء ذلك بضرب الكتل . بمقارنة 
المصفوفة الأخيرة مع c A‏ نلاحظ بجلاء أن القرنة LDU,‏ تتطابق مع ,4 وبذلك تكون 
É‏ ه صحيحة . 
ينتج قانون المحاور مباشرة » باخذ محددتي الطرفين : 

يك ... dz‏ رك = detD, det U; = detD,‏ ملاعل = (A) detA,‏ 
جداء ال #محوراً الأوائل يساوي محددة tA,‏ هذه القاعدة المتعلقة ب 4هي القاعدة 
ذاتها التي رأيناها سابقاً من أجل المصفوفة الكاملة ,4= 4. بما أن محددة ,4 تعطى» 
بصورة مشابهة e‏ ب , ,44....4» فإنه يمكننا عزل المحور d,‏ كنسبة بين محددتين : 


(4) detA; dıda ... dy 1 
= = dk. 
ea REN 


في مثالنا السابق» كان المحور الثانى مساوياً تعاماً النسبة © / (ad- be)‏ . إن ذلك محددة 
A,‏ مقسومة على محددة ,4 . ( من المتفق عليه أن 1 -,4 لذاء يكون المحور الأول 
alisa‏ بضرب جميع المحاور فيما بينهاء ند + 


الحددات ۳۹ 


_ detA, detA, detA, _ detA, 


didi ... d, = خغ‎ ... = = detA. 
detA p detA , detA زم‎ detA o 


انطلاقاً من )4( يمكننا أخيراً أن نجد جواب سؤالنا الأصلي . تكون جميع ا محاور 
غير صفرية إذا كان العدد 4614 غير صفري . 
٤‏ و يكن للحذف الغاوسي أن ينفذ على 0A‏ دون حاجة لبادلة أسط ر أو مصفوفة 
مبادلة ولن يكون هناك محاور صفرية» إذا وإذا فقط كانت جميع ا مصفوفات ا جزئية 
الا HLS AAAA‏ 
إن ماسبق يكفي من أجل المحددات» باستثناء الملاحظة الاختيارية التي وعدنا بها في 
بدء هذا الباب . تتعلق هذه الملاحظة بانسجام الخواص ١-١‏ فيما بينهاء تلك الخواص 
التي اعتبرناها تعريفاً. الأمر الرئيسي هو الخاصة (۲) التي تقول : تنعكس الإشارة 
عند اجراء مبادلة بين سطرين» وهي التي أدت إلى محددة مصفوفة مبادلة . إن ذلك 
هو النقطة الوحيدة التي هي موضع شك في القانون الصريح (7): هل صحيح » 
بصورة مستقلة عن متتالية المبادلاات السطرية الضرورية لإعادة ,م إلى التبديل المطابق » 
أن عدد هذه المبادلات السطرية» في جميع هذه المتتاليات» إما أن يكون دائماً شفعاً أو 
أن يكون دائماً وتراً؟ إذا تحقق ذلك فاننا نكون قد بررنا تسمية التبديل «شفعاً» أو «وتراً» 
وتكون» عندئذء محددة التبديل معرفة تماماً بالقاعدة (Y)‏ وتساوي OH Ly‏ أو (- 
f .0‏ 

إذا انطلقنا من المتبادلة (۳ » ۲ » )١‏ فان Dole‏ واحدة بين (Y)‏ و )١(‏ تؤدي إلى 
الترتيب الطبيعي ٠ ۲ , ١(‏ 7)؛ من الممكن» كذلك» اجراء مبادلة بين (۳) و (۲) ثم 
بین (۳) و (۱) وأخيراً بين (۲) و .)١(‏ في كل من هاتين المتتاليتين» كان عدد المبادلات 
فردياً. الأمر ا مؤكد هنا أنه لاييكن لأي عدد زوجي من ال مبادلات أن يؤدي إلى الترتيب 
الطبيعي» انطلاقاً من (۳ )١ » Y e‏ . 

إليك برهان ذلك . لننظر في كل زوج من أعداد التبديل ولنفرض أن ya N‏ عدد 


Yo.‏ الجبر الخطي وتطبيقاته 


الأزواج التي يقع في كل منها العدد الأكبر أولاً. من المؤكد أن 7-0 من أجل الترتيب 
الطبيعي (۱ » ۲ (he‏ » الذي يمثل التبديل المطابق t‏ وإن 3 -/2 من أجل (3,2,1) وذلك 
لأن ترتيب جميع الأزواج )٠,۳(۰)۲ D‏ و )١,7(‏ غير طبيعي . غرضنا برهان أن 
التبديل يكون فردياً أو زوجياً وفق كون 7 فردياً أو زوجياً. بقول آخرء إذا انطلقنا 
من أي تبديل فان أي مبادلة فيه تغير 0 بعدد فردي» أي أن الوصول إلى N=0‏ 
(الترتيب الطبيعي) يحتاج إلى عدد من المبادلات مطابق من حيث الفردية والزوجية 
للعدد الأصلي -N‏ 

إذا كان الزوج الذي نجري فيه المبادلة مكوناً من عنصرين متتاليين» فمن الواضح 
أن ۷ يتغير ب (+1) أو (-1) وكل من هذين العددين فردي . لذلك. إذا ما أدركنا 
إمكان اجراء كل مبادلة بعدد فردي من ال مبادلات بين العناصر المتجاورة» فإن ذلك 
ينهي البرهان» OY‏ مجموع عدد فردي من الأعداد الفردية هو عدد فردي . من السهل 
التحقق من هذه الملاحظة بمثال : للمبادلة بين العنصرين الأول والرابع في المثال التالي 
وهما(۲) و e (Y)‏ نستخدم خمس مبادلات (وهو عدد فردي) بين العناصر المتجاورة . 
بصورة عامة» نحتاج إلى 1-۸ من مبادلات الجوار لنقل العنصر من الموضع »إلى 
الوضع /. ثم إلى 1-۸-١‏ لنقل العنصر الذي كان في الأصل في الموضع إلى الموضع 
k‏ (هو الآن موجود في الموضع 1-1) . لما كان (U-k) + UK)‏ عدداً فردياً» نكون بذلك 
قد أنهينا البرهان. لاتتمتع المحددة بالخواص التي توصلنا إليها منذ قريب » فقط » بل 
هي موجودة أيضاً. 


: أوجد المحددة والعوامل المرافقة التسعة للمصفوفة‎ ١-٤-٤ 


A= 


2 3 
4 0 
0 5 


Yo\ المحددات‎ 


ثم كون مصفوفة العوامل المرافقة حيث العامل المرافق للعنصر Ay hig‏ 
تحقق من أن جداء 4 في ,4 يساوي مصفوفة الوحدة مضروبة بالمحددة . 
ماهي fA"‏ 

انطلاقاً من قانون المعكوس cA dera‏ فسر لماذا تكون "4 ثلاثية عليا إذا 
كانت 4 ثلاثية عليا (وقابلة للعكس) . 

استخدم مصفوفة العوامل المرافقة لعكس : 


انطلاقاً من قانون المعكوس cA I det A‏ فسر لماذا تكون "4 متناظرة إذا 
كانت 4 متناظرة (وقابلة للعكس) . 
أوجد a‏ بواسطة قاعدة كرامر ١‏ 


: في مصفوفة الوحدة‎ j أوجد المحددة عندما يستبدل المتجه + بالعمود‎ (Í) 
1 Xi 


detM =? فإن‎ M= xj إذا كان‎ 


(ب) إذا كان 5 -جه برهن أن 414 هي المصفوفة B;‏ في المعادلة ED‏ 
الطرف الأيمن « يحتل محل العمود ز. 


oY 


yeg 


الجبر الخطي وتطبيقاته 


(د) استخرج قانون كرامر بأخذ محددتي طرفي العلاقة 8 -//4. 
أوجد المحددة اليعقوبية J‏ للتحويل من الاحداثيات القائمة إلى 
الاحداثيات الكروية ‏ ,7,0 : ,¢ x =rcos Ocos 0, ¥ =r sin 0cos‏ 
-c=rsing‏ 

(أ) ارسم المثلث الذي تقع رؤوسه في النقاط :© A=(2,2),B=(-1,3),‏ 
)0,0( =« باعتباره نصف متوازي أضلاع» برر لماذا تكون مساحته 
تساوي: 


area (ABC) = £ det | ? d! 


(ب) افرض أن رأسه الثالث في CA)‏ بدلاً من )0.0 . برر القانون: 


Ry yi 1 
area (ABC) = + det | x3 ل = 1 ولا‎ det 
2 wE 2 


ارسم الرؤوس BAA‏ (0,0) = € , (2,7-) = '8 , (1,6) = “4 ماعلاقتها 
بالرؤوس الأصلية A,B,C‏ ؟ 

برر» باستخدام مفاهيم الحجم» لماذا odet 3A = Ider A‏ لمصفوفة 4 من 
النوع .nXn‏ 

حذف الكتل يعطي » إذا كانت كتلة المحور 4 قابلة للعكس» 


١-8-5 


Y= 


DE 


jiff 


\o-%-& 


Yor المحددات‎ 


تدعى المصفوفة D -CA'B‏ متممة Schur) gh‏ برهن أن جداء محددتها 
في 40:4 يساوي محددة مصفوفة الكتلة الأصلية الواقعة في اليسار . إذا 
كان C'A‏ = 46 برهن أن ذلك يصبح „det (AD - CB)‏ 

ماهي قاعدة الضرب 48 التي تأتي من ضرب الكتل بكتل طويلة ورقيقة» 
وهي العمودان gb‏ ء والأسطر Br‏ 


ri 


أو جد جميع التباديل الفردية للأعداد }1,2,3,4{ . إنها التباديل التي تنتج 
عن عدد فردي من المبادلات وتؤدي إلى P =l‏ 

افرض أن التبديل » ينقلنا من (1,2,3,4.5)إلى (5,4,1,2,3) 

(أ) ماذا يفعل © في (1,2,3,4,5) ؟ 

(ب) ماذا يفعل ٥"‏ في (1,2,3,4,5) ؟ 

إذا كان 6 تبديلاً فردياً» فسر لماذا يكون © زوجياً لكن "0 فردي . bsi‏ 
مثالاً n=3‏ 


Yos‏ 41 الخطي وتطبيقاته 


٠١-٤-٤‏ برهن أنه إذا تابعت ضرب 4 بمصفوفة المبادلة ذاتها P‏ » فان السطر 
الأول يعود أخيراً إلى مكانه الأصلي . 

© | ك‎ ١ مصفوفة من النوع 55 تحقق عناصرها العلاقة‎ A إذا كانت‎ W-£-£ 
)5( فان 4:4 < ؟ (لا أعرف الحد الأفضل» إلا أن الحجوم والقانون‎ 
. والمحاور تعطي حداً أعلى لهذه المحددة)‎ 


03 


8-6 


Yoo المحددات‎ 


تمارين مراجعة 


أين LK‏ أن تضع أقل عدد بمكن وكاف من الأصفار في مصفوفة من 
النوع 4 × 4 وذلك لتؤكد أن محددة هذه المصفوفة تساوي الصفر. 

أين يمكنك أن تضع أصفاراً ووحداناً في مصفوفة من النوع 4 وذلك 
بأقل عدد مكن وكاف بحيث تصبح محددة هذه المصفوفة مساوية 
الواحد. 


أوجد قيمة المحدةة ل : 


51 2 -1 a 
TIlE -1 2-1 0 
113 1 0 -1 2 -I 
1411 -1 0 -1 2 


det AON Lal ؟ برهن‎ det 8 = فلماذا تكون 1۸ء‎ B= MAM إذا كان‎ 
.'B=1 

أوجد مثالا معاكساً للعلاقة det (A+B) = det A + det B‏ . ماهو حجم 
المصفوفات التي تكون من أجلها هذه القضية صحيحة ؟ 

انطلق من المصفوفة 4 واضرب سطرها الأول بالعدد )1( لتتحصل على 
مصفوفة B‏ ثم» اطرح السطر الأول من 8 من السطر الثاني فقتتحصل 
على مصفوفة ©. pls‏ © مك بدلالة 06/4؟ 

حل باستخدام قاعدة كرامر النظام 11 3u+2v=7 „4u +3v=‏ . 

إذا كانت pole‏ 4 أعداداً صحيحة وكانت detA‏ مساوية )١(‏ أو )= 
1(« كيف يمكنك أن تعرف أن عناصر 41 أعداد صحيحة ؟ hel‏ مثالا 
(غير قطري) من النوع 2×2 . 


Yol 


4-٤ 


= 


Y= 


Wy 


‘v2 


١-8 


١6-5 


=€ 
\v-8 


الجبر الخطي وتطبيقاته 
إذا كانت عناصر كل من 4و "4 أعداداً صحيحة؛ كيف يمكنك أن تعرف 
أن كلاً من محددتي هاتين المصفوفتين تساوي )١(‏ أو O)‏ ؟ إرشاد: 
ماهو جداء 4 فى الى Ç det‏ 


أوجد جميع العوامل المرافقة للمصفوفات التالية وأوجد مقلوب كل 


le 

fal eh lea T 

‘|b a 

ماهو حجم متوازي السطوح الذي تقع أربع من رؤوسه في النقاط 
: (1-,2,2) ,(1,2-,2) , (1,2,2-) , (0,0,0) ؟ أين 5 تقع الرؤوس الأربعة الأخرى؟ 
كم عدد حدود منشور محددة مصفوفة من النوع 5× 5 » وماهو عدد 
الحدود المؤكد كونها أصفاراً إذا كان 0= ؟ 
إذا كان مجموع عناصر كل سطر من مصفوفة يساوي الصفر وإذا كان × 
متجه عمود عناصره وحدان» فماهو Ax‏ ؟ كيف تعرف أن detA=0‏ ؟ 
لماذا يوجد عدد زوجي من التباديل ل (1,2....9) ولماذا يكون نصف هذه 
التباديل فردياً ؟ 
إذا كانت #مصفوفة مبادلة زوجية و P,‏ فردية» استنتج من العلاقة 
det (P,+ P,) =0 OVP+P.=P(P) + P} )‏ . 
أوجد قيمة محددة 4 إذا كان ز+ -ره دوماً. 
إذا كانت محددة 4 موجبة» برهن أنه يكن ربطها بمصفوفة المطابقة 
بسلسلة متصلة من المصفوفات ذوات المحددات الموجبة . عندئذ تبدل A‏ 
بمصفوفة المطابقة دون أن تصبح شاذة خلال الطريق . (الانتقال المباشر 
من 4 إلى /يجري بالمتتالية (۲)1-4+ 4=() eA‏ ننطلق من 4.- (0) 4 إلى 
1 -(4)1» ولكن »خلال ذلك» يكن أن تكون () A‏ شاذة . المسألة 
ليست سهلة ويرحب المؤلف بالحلول. 


Yoy المحددات‎ 


18-5 إذا كانت 4 غير شاذة» برهن أنه توجد مصفوفة مبادلة م بحيث لاتحوي 
المصفوفة PA‏ أصفاراً على قطرها الرئيسي . إنها ليست مصفوفة مبادلة 
الحذف. 

Jä \4-¢‏ اذا تقع النقطة (ny)‏ على المستقيم المار من النقطتين )2.8( و (4,7)إذا 
كان: 


x+2y-18=0 أو‎ de 


€= بالمشابهة مع التمرين السابق» ماهي المعادلة التي تجعل النقطة aya‏ تقع 
في المستوي المار من النقاط (0,0,4) , )0,2,0( , (2.0.0). إنها تحوي محددة 
iy‏ النوع 4×4 . 

e إذا وقعت النقاط (1.1.1) ,)2,1,0( )0.942( في مستو مار من نقطة الأصل‎ ۲-٤ 
تكون المحددة التي أسطرها متجهات هذه النقاط صفراً؟ هل‎ U 
المتجهات (1,1,1), (2,1,0) , (1-,1.0) مستقلة أم مرتبطة ؟‎ 

۲۲-٤‏ إذا كان كل سطر من ۸ مكوناً من ١+‏ منفرداً أو ١-‏ منفرداً أو واحد من 
كل منها (وأصفار في بقية المواقع) برهن أن 4 تساوي ١‏ أو ١-‏ أو 
صفر . 


mi‏ إذا كان | r‏ |= .| 22 |= فإنالعلاقة CD =-DC‏ الظاهرة 


في التمرين )١5-4-١(‏ تصبح : 


24 c b 0 || u 0 

b a+d 0 b ||| |) 8 | j 8 
c 0 a+d c ||w| |O 3! Sa DN 
0 c b 2d || z 0 


(أ) أوجد محددة هذه المصفوفة ۸ ذات النوع 4 × 4و هى مصفوفة معامللات 4 . 


YoA 


= 


50-5 


الجبر الخطي وتطبيقاته 
(ب) برهن أن 0= 4۸ فی حا لتى a+d=0‏ أو ad-bce=0‏ . 
فى بقية الحالات 3 تكون ch iS CD =-DC‏ إذا D=0 ols‏ . 
فسر لماذا على محددة فاندرموند ذات النوع 4 4: 


3 


x م‎ SR 
w 


V4 = det 


xa هه‎ 
xa Fa 
NR د دم‎ 


أن تكون كثيرة حدود تكعيبية في × ول اذا تساوي كثيرة الحدود هذه الصفر 
عند »=× cea. rab,‏ استخدم العامل المرافق ل "+ من التمرين -٤(‏ 
١1١١-7‏ )الذي يؤدئ إلى : 

V4 = عا(ه - زه -ط‎ - b)w -aw - b)w - c). 
التبديل الدوار يبادل (.....,1,2) مع (2,3.....1,1) . ماهي مصفوفة المبادلة‎ 
؟‎ (ng م المقابلة» وماهي محددتها (تتعلق‎ 


yyy cy) 
القيم الذاتية والمتجهات الذاتية‎ 


1-5 تمهيد 

بهذا الفصل يبدأ «النصف الثاني» من نظرية المصفوفات. لقد استخدم النصف 
الأول بكامله» تقريباًء لدراسة النظام 45-0 ولقد كانت التقنية الأساسية هي الحذف . 
بعد COV‏ ستؤدي هذه التقنية دوراً ثانويًاً.. وستحل المسائل الجديدة بتبسيط مصفوفة 
- بجعلها قطرية أو مثلثية عليا - إلا أن ا خطوة الأساسية لن تكون طرح مضاعف 
لسطر من سط رآخر . لن نهتم » إضافة الى ذلك» بالمحافظة على فضاء أسطر مصفوفة 
Lily‏ بالمحافظة على قيمها الذاتية . لقد تغيرت هذه القيم GILL‏ 

ad‏ كان فعلاً» فصل المحدّدات مرحلة انتقال من المسألة القديمة =4 الى مسألة 
القيم الذاتية الجديدة. في هاتين الحالتين» تودي المحدّدة الى «حل منهجي» : الى 
قاعدة كرامر من أجل Arab‏ والى كثيرة الحدود elder (A-A)‏ ستكون جذورها 
القيم الذاتية . (نؤكد أن جميع المصفوفات ستكون هنا مربّعة E‏ لن يكون للقيم الذاتية 
لمصفوفة مستطيلة أي معنى وكذلك محددتها) . رغم أنه من الممكن استخدام المحددة 
لحل هذه المسألة» إذا كان3 أو 20-” ؛ لكن عندما يكون n‏ كبيراً» فان حساب القيم 
الذاتية بهذه الطريقة سيكون أكثر Vb‏ وأشد صعوبة من حل Arab‏ . كما أن طريقة 
غاوس نفسها لن تساعد كثيراً في ذلك . 

الخطوة الأولى» هي معرفة ماهي القيم الذاتية AS‏ يمكنها أن تكون مفيدة. 


Yog 


.1 الجبر الخطي وتطبيقاته 


أحد تطبيقاتها وهو الذي سنقدم به هذا cp yill‏ هو حل نظام من المعادلات التفاضلية 

العادية . سوف لن نفرض أن القارىء ذو خبرة بالمعادلات التفاضلية! إذا كنت قادراً 

على اشتقاق الدوال المعتادة مثل sin × , eè‏ , ”د فانك ستكون عارفاً ا فيه LUSI‏ 
عد 1=0 av ap- Si v=8‏ 


(\) dt 


dW روات‎ - 3w, w=5 t=0 Le 
dt 


إن ذلك مسألة قيمة ابتدائية . لقد عيّنت قيمة المجهول في اللحظة 0= ؛وليس 
في طرفي فترة؛ لقد اهتممنا بوضع عابر مفضلين ذلك على الحالة الثابتة . يتطوّر هذا 
النظام خلال الزمن من قيمتين ابتدائيتين مفروضتين 8.5 . والمسألة هنا هي متابعة هذا 
MAR‏ 

من السهل كتابة هذا النظام بالصورة المصفوفية. لنفرض « المنجه المجهول 


وقيمته الابتدائية ,»و 4 مصفوفة المعاملات : 


بهذه الرموز يصبح النظام : 
Huy 120 de‏ امد 0( 
تلك هي القضية الأساسية في المسألة. لاحظ أنّها معادلة من Al‏ الأولى- 
لايظهر فيها مشتقات من مراتب hle‏ وانّها خطية في المجاهيل » ومعاملاتها ثايتة . 
المصفوفة مستقلة عن الزمن . 
كيف نجد الحل؟ إذا كان هناك مجهول واحد عوضاً عن اثنين فانه من السهل 
الاجابة عن هذا السؤال. سيكون لدينا معادلة تفاضلية عددية عوضاً عن معادلة 


القيم الذاتية والمتجهات الذاتية YUN‏ 


متّجهة . وإذا كانت» بالاضافة الى ذلك» متجانسة بمعاملات ثابتة » فإنها تأخذ عندئذ» 
الصورة البسيطة 5 1 


(¥) du 


— =a, 4=) t=0 عند‎ 
dt 


حلها هو من الأشياء التي تحتاج الى معرفتها d‏ 
u(t) =e uy.‏ )%( 
فى بدء الزمن 0= : تكون u‏ مساوية Vw‏ ادكه ices‏ 6# تحوي العامل a‏ 
المطلوب» وذلك .du/dt =au OY‏ وهكذا تكون شروط البدء والمعادلة محققة معاً. 
لاحظ سلوك » عندما يكون الزمن كبيراً. تكون هذه المعادلة غير مستقرة إذا 
كان 0 a>‏ وهی مستقرة olo‏ إذا كان 0= ca‏ وهى مستقرة إذا كان 0 > 4. يسعى 
الحل نحو اللانهاية أو يبقى محدوداً أو يسعى نحو الصفر . إذا كان #عدداً مركباً 
ca=atif‏ فإن الاختبارات السابقة نفسها تطبق على الجزء الحقيقي 3 AI‏ التخيلي 
ينتج تذبذباً te P= cos Br + isin Bt‏ لكن الذي يتحكم بالاستقرار هو e Jall‏ 
ك 
هذا المقدار يكفي من أجل المعادلة الفريدة. سنقوم بمعالجة مباشرة لنظام 
معادلات ونبحث عن حل بدالة أسّية في ot‏ من النوع ذاته الذي وجدناه في ا حالة 
العددية . يقول آخر» نبحث عن حلول من الصورة : 
(o) v (t) =e™y‏ 
w (tf) = e™z,‏ 
pe JL ol‏ المتجه: 
u(t) =e""x,‏ ) 
إن ذلك مفتاح حل المعادلات التفاضلية du/dt Au‏ . لنبحث عن ا حل الأسي 
الصرف . نعواض ب gw =e‏ 1م -« فى المعادلة الأصلية» فنجد : 


yy‏ الخبر الخطي وتطبيقاته 


و 0 rey = dey‏ 
de“ 2 = ey - 32.‏ 
العامل *ء مشترك في جميع الحدود ويمكن اختصاره . هذا الاختصار هو سبب فرض 


أس واحد ۸ للمجهولين معاً : يبقى بعد الاختصار : 
4y - 5z =Ay‏ 
(v) E‏ 


هذه هي المعادلة الأساسية ؛ بالترميز المصفوفي e‏ تأخذ الشكل ×=« . يمكننا أن نراها 
من جديد عندما نستخدم الحل المتجه × =» مقدار متحول "© مضروب بمتجه ثابت 
× . بتعويض +01 - » في »۸= اك / جد × x = ۸ e‏ وينتج الاختصار : 
00 
لدينا OV‏ المعادلة الأساسية لهذا الباب . إِنّها تحوي متغيّرين «و ۸ وهي مسألة 
جبرية . يكن تجاهل المعادلات التفاضلية ! يدعى العدد 2 (لامبدا) قيمة ذاتية للمصفوفة 
A‏ » ويدعى المتجه × ا متجه الذاتي المرافق . هدفنا هو ايجاد القيم الذاتية والمتجهات 
الذاتية واستخدامها. 
حلول Ax = Ax‏ 
لاحظ أن جه ليست خطيةء OV‏ 4مضروبة ب ov‏ إذا أمكن اكتشاف 
۸ء فان هذه المعادلة تصبح خطية بالنسبة ل:. في الحقيقة» يمكننا أن نكتب Mx‏ عوضاً 
عن Ae‏ إذانقلنا هذا الحد الى اليسار نجد المعادلة : 


ا متجه x‏ يقع في الفضاء الصفري للمصفوفة A-M‏ 
نختار العدد .< بحيث يكون للمصفوفة A-M‏ فضاء صفري . 


)1( إن هذه المطابقة المصفوفية ضرورية لإمكان اجتماع مصفوفات ومتجهات وأعداد بشكل قوي ؛ 
المعادلة 0= (A-A)x‏ أقصر ولكنها مختلفة بصورة غير مفيدة . 


القيم الذاتية والمنجهات الذاتية ry‏ 


طبعاً » لكل مصفوفة فضاء صفري . لقد كان من المضحك اقتراح طريقة أخرى 
وإِنّك ترى ذلك . نريد متّجهاً ذاتياً غير صفري + . المتجه 0= × يحقق دوماً 1= ×۸ 
ويقع دوماًء في الفضاء الصفري» ولكته غير مستخدم في حل المعادلات التفاضلية . 
الهدف هو بناء  ):(‏ من الدوال cele‏ وما يهمّنا هو تلك القيم ا خاصة .التي تقابلها 
منّجهات ذاتية غير صفرية . من أجل أي استخدام» يجب أن يحوي الفضاء الصفري 
ل -A‏ 4 متّجهات غير صفرية . بشكل مختصر» 4-31 يجب أن تكون شادّة . 

من أجل ذلك » تعطي المحدّدة اختباراً قاطعاً . 


: إذا وإذا فقط كان‎ A قيمة ذاتية للمصفوفة‎ A يكون العدد‎ ٥ 


(ya) det (A-M)=0 
: مايلى‎ Gare × يقابل كل حل لها متجه ذاتى‎ carol هذه هى المعادلة‎ 
(\\) Ax=Ax أو‎ (A-Ix)x =0 


في مثالنا إذا طرحنا 27 من 4 فنجد: 


لاحظ أن قد طرح» فقط» من عناصر القطر الرئيسي (لأنّه مضروب ب /). محدّدة 
PA-M‏ : 
(4-A)(3-A) + 0‏ أو ۸2-۸-2 

هذه هي كثيرة الحدود المميّزة. جذورهاء عندما تكون المحددة صفراًء هي القيم 
الذاتية التي تنتج عن القانون العام لايجاد جذور معادلة من الدرجة الثانية أو من الصورة 
التحليلية (8+1()0-2)-32-2-2 . يساوي ذلك الصفر إذا كان 1--2 أو 2-2كما 
يؤكد ذلك القانون العام : 
_1+V9 _‏ عمه- gabe Vb?‏ 


2a 2 


WE‏ الجبر الخطي وتطبيقاته 


يوجد» فقط » قيمتان ذاتيتان OY‏ لمعادلة الدرجة الثانية جذرين . لكل مصفوفة من 
النوع 2× 02 تكون محدّدة AAI‏ حاوية Ya) A‏ يوجد فيها قوة أعلى) . 

أي واحدة من القيمتين 1-= ۸و 2-2 تؤدّي الى حل pla‏ ةمأو 
4-21(×=0). المصفوفة التي محددتها صفر هي مصفوفة شادة» لذاء يجب أن يقع 
متّجه غير صفري :دفي فضائها BY og ell‏ الحقيقة» يحوي الفضاء الصفري 
مستقيماً كاملاً من المتجهات الذاتية ؛ ó‏ فضاء جزئي! 


: 2 Ho} 
: الحل (المتّجه الذاتي الأوّل) هو أي مضاعف للمتّجه‎ 


| 


2 -5 
2 -5 


Ay = -1: (A -A,Dx = 


حساب A,‏ يعطى بصورة منفصلة : 


8 


المتجه الذاتي الثاني هو أي مضاف للمتّجه : 


y 
2 


Aa =g a -haD =| 


X2 = 


2 


ملاحظة تتعلّق بحساب المتجهات الذاتية : في حالة 2×2 » سيكون كل من سطري A‏ 
-A‏ مضاعفاً للمتّجه (ab)‏ نفسه. لذاء فإن och‏ الذاتي سيكون أي مضاعف 
للمتجه (0,4-). لقد كان سطرا -M‏ 4هما (5-,2) وكان المتجه الذاتي (5,2). في حالة 
3 » كثيراً ما نجعل مركبة للمتجه × مساوية الواحد ونحل 0-:(/4-3) من أجل 
المركبة الثانية . EL‏ إذا كان »متّجهاً OWT‏ +7 و -x‏ كذلك . كل متّجهات الفضاء 


. ليست قيمة ذاتية‎ A إذا أدى حل ×(21- 4) إلى 0= ×» فان‎ O) 


القيم الذاتية والمنجهات الذاتية مدع 


الصفري للمصفوفة A -A‏ (الذي نسميه فضاء ذاتياً) يحقّق Ax‏ = :ه. في هذه ا حالة» 
الفضاء الذاتي مستقيم يمر من x,=(1,1)‏ و )5,2( دير 

قبل العودة الى التطبيق (المعادلة التفاضلية)» نريد أن نذكر خطوات حل مسألة 
القيم الذاتية : 

١‏ - حساب محدّدة A- M‏ بطرح 7من c häll pole‏ هذه المحدّدة كثيرة 
حدود من الدرجة ١‏ . 

. ايجاد جذو ركثيرة ا حدود هذه. الجذور ال «هي القيم الذاتية‎ - Y 

- م نأج لكل قيمة ذاتية » حل ا معادلة AAx=0‏ . با أن المحدّدة تساوي 
الصفرء فهناك حلول غير 0 - . هذه الحلول هي المتّجهات الذاتية . 

في المعادلة التفاضلية » ينتج ذلك الحلول الخاصة ×" =». Ug)‏ ا لول الأسّية 
الصرفة : 


أكثر من ذلك» يعطي olia‏ الحلآن الخاصان الحل الكامل. يكن ضرب كل 
منهما بعدد وجمع الناتجين معاً . عندما تحقّق دالتان» ,و ,» معادلة تفاضلية خطية 
edu /dt =Au‏ فان مجموعهما ٠ utu,‏ كذلك . حل لها. لذا فان أي تركيب من 
الصورة : 
oY) u = ce x tee? x,‏ 
هو حل أيضاً. إن ذلك وضع ممتاز يطبّق على المعادلات التفاضلية (المتجانسة 
والخطية) GELS‏ على المعادلات الجبرية 4×=0. الفضاء الصفري هوء أيضاًء clad‏ 
جزئي وتراكيب الحلول هي Lal‏ حلول . 
لدينا الآن ثابتان اختياريان ٠:.»‏ ومن المنطقي أن نختارهما بحيث تتحقّق شروط 


RHESUS البدة‎ 


tl YAU‏ الخطي وتطبيقاته 


ay) ae 
2| | [5 »ر أو‎ +22 =0 
: -.وحل المعادلة الأصلية هو‎ ١ الثابتان هما 3= »و‎ 
6) 
u(t) = ĉe" j «vt : 


بكتابة المركبتين بصورة منفصلة» يعني ذلك أن : 
e" +5e", — w(t) = Ze" + 2e.‏ = زمار 

شرطا البدء 8 m=‏ و 5=« ومن السهل التحقّق من ذلك . 

يظهر ما تقدّم أن مفتاح أي Vales‏ هو قيمها الذاتية ومتّجهاتها الذاتية. لكن» 
اذا لم يبين هذا المثال أهمّيتها الفيزيائية ؛ L)‏ مهمة بذاتها وليس» فقط» لكونها جزءً 
من طريقة لإيجاد». من المحتمل أن يكون أبسط مثال هو سير جنود على جسر. 
فهم» عادة» يوقفون المشية العسكرية ويسيرون عرضانياً . السبب هو ST‏ من الممكن 
أن يكون للمشية تواتر يساوي أحد المتّجهات الذاتية للجسر فيبدأ بالاهتزاز (مثل ما 
يجري عندما يتأرجح طفل: تلاحظ Ko‏ التواتر الطبيعي للأرجوحة وبموافقة ذلك 
نجعل الأرجوحة تزداد ارتفاعاً) . يحاول المهندس جعل التواتر الطبيعي لهذا الجسر أو 
الصاروخ بعيداً عن تواتر الهواء أو حركات الزيت . في الطرف الأقصى المعاكس» 
يضيع سمسار البورصة حياته ليحصل على معلومات تتعلّق بالتواتر الطبيعي للسوق . 
القيمة الذاتية هي أهم الصفات المميّزة لنظام الحركة . 


تلخيص وأمثلة : 

نتوقف الآن لنلخّص ما أعطي وما بقي علينا. بين هذا التمهيد لماذا تظهر القيم 
الذاتية والمتجهات الذاتية للمصفوفة A‏ بصورة طبيعية وآلية عندما نحل المعادلة du‏ 
Al ./ =٠‏ هذه المعادلة حلول iol‏ صرفة × =» ؛ تعطي القيم الذاتية معدل 


القيم الذاتية والمتجهات الذاتية rw‏ 


تزايد أو تناقص » وتتطور المتجهات الذاتية وفق هذا المعدّل. الحلول الأخرى ستكون 
مزيجاً من هذه الحلول الصرفة» تُعدّل هذه الخليطة بحيث يلائم شروط البدء . 

المعادلة الأساسية هي ×= ×4. أغلب المتجهات + قد لا Geos‏ مثل هذه المعادلة . 
يحول متّجه نموذجي اتجاهه عندما يضرب بالمصفوفة 6A‏ لذاء فان Ar‏ ليس مضاعفاً ل 
×. هذا يعني أن بعض الأعداد ا خاصّة a‏ » فقط» fia?‏ قيماً ذاتية وكذلك بعض 
ا متجهات × » فقط» JE‏ متّجهات ذاتية . طبعاًء إذا كانت 4 مضاعفاً لصفوفة الوحدة» 
فإنه لا يوجد متّجه يغير اتجاهه (عندما يضرب بهذه المصفوفة) وكل المتّجهات تصلح 
متّجهات ذاتية . لكن» في ا حالة المعتادة» تكون المتجهات الذاتية قليلة . إِنّها 'النماذج 
الأساسية' للنظام» وإِنّها تؤثّر بصورة مستقلة . يمكننا أن نراقب سلوك كل متّجه ذاتي 
ثم نركب النماذج القياسية لايجاد الحل . لرؤية الأمر ذاته من طريق آخرء يكن تقطير 
ا مصفوفة الأساسية . 

نخطط لتخصيص البند )0-¥( لنظرية التقطير والبنود التالية لتطبيقاتها : ألا 
معادلة الفرق واعداد فيبوناتشي Fibonacei‏ وطريقة ماركوف Markov‏ وأخيراً المعادلات 
التفاضلية . في كل مثال» نبدأ بحساب القيم الذاتية والمتّجهات الذاتية ؛ لايوجد 
طريق مختصر لتفادي ذلك . لكن الأمثلة تسير في اتّجاهات كثيرة بحيث يكون 
التلخيص مستحيلاً» عدا التأكيد على أن المصفوفات المتناظرة» بصورة خاصة» سهلة 
وبعض «المصفوفات المعيبة» بصورة خاصة صعبة. يعوزها مجموعة ALLS‏ من 
المتجهات الذاتية » إِنّهِ لا يكن تقطيرها وإِنْها تحدث فشلاً في تقنية النماذج القياسية . 
Č‏ لاشك فيه» أتها تحتاج للمناقشة ولكتي لا أنوي وضعها في هذا الكتاب . 

نبدأ بأمثلة خاصة لمصفوفات جيّدة . 
مثال - ١‏ كل شيء واضح عندما تكون 4 قطرية : 


IO 5 A [ni 5 alaa 
a=] ف‎ Ay=2 ق‎ TH 3 A,=3 iH J 


۳1۸ الجبر الخطي وتطبيقاته 


Ax, = 2x, 9 Axj= 3x, على كل متجه مثل تأثير مضاعف لمصفوفة الوحدة‎ A as 
أي متجه آخر مثل (1,5) = × هو خليط من هذين المتجهين ,× 5 + رن وعندما تضرب‎ d 
: المصفوفة 4 المتجه × نحد‎ 
Ax =X + 52X2 -| Al 
يتعيّن بمنّجهاتها‎ A ذاتياً- لكن تأثير‎ Gee ليس‎ edt لقد كان ذلك متجهاً‎ 
. الذاتية وقيمها الذاتية‎ 
: من أجل الاسقاط‎ Lal الوضع مناسب‎ : Y- مثال‎ 


=|! | J 
واحداً أو صفراً. يكون 2-1 عندما‎ GJ القيمتان الذاتيتان لمصفوفة الاسقاط هما‎ 
يكون مسقط متّجه هو نفسه و 2-0 عندما يكون مسقطه المت جه الصفري. فضاء‎ 
أعمدة م ممتلئة بالمتجهات الذاتية وكذلك الفضاء الصفري . إذا كان لهذين الفضاءين‎ 

1b yen-r مرةو 2-0 ننكرر‎ E رر‎ A=l من الأبعاد فان‎ n-r gr 


|== 


5 A,=0 و‎ x =| 8 


AS15100 é P= 


يوجدء Lal‏ أربع قيم ذاتية» رغم أنّها غير مختلفة» عندما تكون من التوع 4 ×4 

لاحظ أنه لايوجد أي شيء استثنائي حول 0= » مثل أي عدد آخر» يکن 
للصفر أن يكون قيمة ذاتية . إذا كان ذلك» فان متّجهه الذاتي يحقّق +0 = Ax‏ لذاء 
فان × من الفضاء الصفري للمصفوفة A‏ يشير وجود قيمة ذاتية صفرية الى أن أعمدة 
A‏ مرتبطة خطياً وكذلك الأسطر؛ محددتها صفر. تحقّق جميع القيم الذاتية لمصفوفة 
قابلة للعكس 2*0 بينما من أجل مصفوفة شاذة» يقع الصفر ضمن قيمها الذاتية . 


القيم الذاتية والمتجهات الذاتية ba‏ 
مثال - ۳ : تكون القيم الذاتية واضحة عنما تكون Stl‏ : 


1-۸ 4 5 


3 
det A - AD) = 9 2 98 = (1 -WE - 2045-2. 
0 


0 l sA 


المحدّدة هي» تماماً» جداء العناصر القطرية . وتساوي الصفر عندما 1 -1 أو 2 =۸ 
أو = he‏ ؛ القيم الذاتية واقعة مسبقاً على طول القطر الأساسي . 

هذا المثال الذي يمكن أن تجد فيه القيم الذاتية بالنظر» يشير الى موضوع أساسي 
في هذا الباب : تحول 4 الى مصفوفة قطرية أو Atlee‏ دون أي تغيير في قيمها الذاتية . 
نريد أن نؤكد مرّة أخرى أن التحليل الغاوسي 17 - 4غير ملائم لهذا الغرض . يكن 
لقيم 0 الذاتية أن تكون ظاهرة على القطرء ولكتها ليست القيم الذاتية للمصفوفة ۸. 

من أجل أغلب المصفوفات» لا يوجد شك أبداً في أن مسألة القيم الذاتية أشد 
صعوبة » من الناحية الحسابية» من حل (-*ة. . من أجل نظام خطي» يعطي عدد 
محدود من خطوات الحذف الجواب الصحيح في زمن محدود . (أو بصورة مكافئة» 
تعطى قاعدة كرامر صيغة صحيحة للحل). في حالة القيم الذاتية» لاتوجد مثل هذه 
الخطوات ولا مثل هذا القانون» وإلالرجع غالوا Galois‏ من قبره. تكون كثيرة الحدود 
المميزة لمصفوفة من النوع 5 × 5 من الدرجة الخامسة» ولقد برهن غالوا أنه لاتوجد 
صيغة جبرية تعطى جذور كثيرة حدود من الدرجة الخامسة. كل ما أمكنه تقديمه هو 
بض التحقيقات البسبيطةاقيما Glee‏ بالقليم CALL‏ وذللك يعد حسابها: نكر Lach‏ 


يلي اثنين منها : 
O‏ ب مجموع القيم الذاتية ال م يساوي مجموع العناصر القطرية saM‏ 


(\0) A+... Ay HE iF... FO py 


يعرف هذا المجموع تحت اسم الأثر. إضافة الى ذلك» جداء القيم الذاتية التي 
عددها n‏ يساوي محددة المصفوفة 4. 


yy.‏ الجبر الخطي وتطبيقاته 

لمصفوفة الاسقاط م العنصران القطريان ل , + والقيمتان الذاتيتان 1,0 - 
يتساوى 1 + + مع ١+0‏ كما ينبغي . بالنسبة للمحددة» نلاحظ أنّها 0.1-0. نرى 
هناء أيضاًء أن للمصفوفة الشادّة ذات المحدّدة الصفرية» واحدة أو أكثر من القيم 
الذاتية المساوية للصفر. 

يجب أن لا نخلط بين العناصر القطرية والقيم الذاتية - L‏ متطابقة في حالة 
مصفوفة مثلثية - لكن تلك حالة استثنائية . عادة» تكون المحاور والعناصر القطرية 
والقيم الذاتية مختلفة LE‏ من أجل مصفوفة من نوع 2 02K‏ نتعرف على كل شيء : 


cd 


ad-be والمحددة‎ atd الأثر‎ Hi 
det| %4 b = A? - ( trace )A + determinant 
c 4-2 


ا trace + [(trace) 2 _ 4det‏ حا 
5 2 


مجموع قيمتي 2 يساوي الأثر ؛ يعطي التمرين En )4-١-5(‏ يساوي أثر 
المصفوفة . 


تمارين 


١-١-٠‏ أوجد القيم الذاتية والمتّجهات الذاتية للمصفوفة | Asji‏ تحقّق 
من أن SW‏ يساوي مجموع القيم الذاتية وأن المحدّدة تساوي جداءها . 

dudi نفسهاء حل المعادلة التفاضلية‎ A باستخدام المصفوفة السابقة‎ ۲-٠-٠ 
»,عق =ماهما الحلآن الأسيّان الخالصان؟‎ = | 6 l 

۳-1-۵ نفرض LT‏ غيّرنا المصفوفة 4 السابقة بطرح متها © 


-Il‏ 6 |_ ا 
B =A 71| 2‏ 


1-1-0 
۷-1-0 


القيم الذاتية والمتجهات الذاتية YYA‏ 
ماهي القيم الذاتية والمتجهات الذاتية للمصفوفة 8 وماذا يربطها بتلك 
المتعلقة ب 4 ؟ 
حل المعادلة duldt=Pu‏ حيث P‏ هى مصفوفة الاسقاط : 


1 1 
1 fu |S = 
Un = بي‎ — = u 
0 [3 - oD 1 


2 2 
تزداد مركبة فضاء الأعمدة ل » بصورة أسّية بينما تبقى مركبة الفضاء 
الصفري ثابتة . 

أوجد القيم الذاتية والمتجهات الذاتية للمصفوفتين : 

3 4 2 
A=|0 و‎ B= 
0 


002 
020 2 1 
200 00 
تحقّق من أن المجموع ۸+4+2 يساوي الأثر وأن الجداء Mdada‏ يساوى 
المحدّدة . 
أعط مثالا تبيّن فيه أن القيم الذاتية قد تتغيّر عندما نطرح مضاعفاً لسطر من سطر آخر . 
افرض أن ^ قيمة ذاتية للمصفونة 4و ×هو المتجه الذاتي المقابل: = Ax‏ 
„Ax‏ 
(أ) بيّن أن × ذاتها هي متّجه ذاتي للمصفوفة. 8-4-71 » وأوجد 
القيمة الذاتية . يؤكد ذلك التمرين )7-1١-0(‏ . 
(ب) افرض 6240 برهن أن × هو متّجه ذاتي للمصفوفة 47 أيضاً- 
وأوجد القيمة الذاتية . 
برهن أن المحدّدة تساوي جداء القيم الذاتية وذلك Ob‏ تتصور أن كثيرة 
الحدود المميزة قد ce‏ بالصورة. 

det (A- AD = ( À} - 2) (A, -A)... (A-4), 
. ۸ وأن تقوم باختيار ما ل‎ 


۱۰-1-0 


11-1-0 


١ 


\¥-\-0 


1٤-1-0 


الجبر الخطي وتطبيقاته 


برهن» بخطوتين أن الأثر يساوي مجموع القيم الذاتية . Sai‏ أوجد 
معامل (Ay‏ من الطرف الأيمن من -)٠١(‏ ثم انظر في حدود المحدّدة : 
ay -À aiz a ain‏ 


detA - AI) = det =a an A ae 26 


ant an2 ع‎ Ann 7 À 


التي تحوي "2 . بيّنلماذا يأتي كل ذلك من ضرب عناصر القطر 
الرئيسي » وأوجد معامل الطرف الأيسر من )١5(‏ قارن. 

C)‏ أنشىء مصفوفتين 8. 4 من النوع 2 ×2 بحيث تكون القيم الذاتية 
للجداء AB‏ لا تساوي جداء القيم الذاتية ل A‏ و B‏ » كما أن القيم الذاتية 
ل A+B‏ لا يساوي مجموع القيم الذاتية لكل منهما. 

(ب) حقق» مع ذلك» أن مجموع القيم الذاتية A+B J‏ يساوي مجموع 
جميع القيم الذاتية لكل من A‏ و 8 وكذلك الأمر من أجل الجداءات. . 


U‏ كان ذلك صحيحاً؟ 
برهن أن للمصفوفتين 47و 4 القيم الذاتية ذاتها وذلك بمقارنة كثيرتي 
حدودهما المميزتين . 


أوجد القيم الذاتية والمتجهات الذاتية للمصفوفتين : 
m 3.4 i a b‏ 
|b 1‏ "3 4[ 
إذا كانت القيم الذاتية للمصفوفة B‏ هي 1.2.3 وكان للمصفوفة © القيم 
الذاتية 4.5.6 وللمصفوفة D‏ القيم الذاتية 7.8.9ء فما هي القيم الذاتية 
n e t.s ®‏ 

للمصفوفة ذات النوع A 6X6‏ ؟أعة. 

أوجد رتبة كل من المصفوفتين والقيم الذاتية الأربع لكل من المصفوفتين» 
مصفوفة الوحدان ومصفوفة الشطرخ : 


\o-—\-o0 


1-1-0 


\V-\-o 


\A-\-0 


القيم الذاتية والمتجهات الذاتية yyy‏ 
cen‏ 

tt ti 9 

AL) + = 
TTT 


ماهي المتجهات الذاتية المقابلة للقيم الذاتية غير الصفرية . 

ماهي الرتبة والقيم الذاتية إذا كانت © و 4» في التمرين السابق» من 
النوع xn‏ ؟ تذكر أن القيمة الذاتية 0= مكررة Gi yem-r‏ 

إذا كانت A‏ مصفوفة وحدان من النوع 4 × 4» أوجد القيم الذاتية 
والمحددة للمصفوفة 4-7 (قارن بالتمرين .)٠١-۳-٤‏ 

اختر السطر الثالث "للمصفوفة المرافقة' : 

010 


A=|001 


لتكون كثيرة الحدود المميزة 42745046 A -M| =-A5+‏ 

افرض أن للمصفوفة 4 القيم الذاتية 0.1.2 ومتّجهاتها الذاتية .,« vas‏ 
دلا . صف الفضاء الصفري وفضاء الأعمدة» حل المعادلة  Ax=v,‏ 
vs‏ + برهن أنه ليس للنظام Ax = vo‏ حل . 


Y- 5‏ الشكل القطري لمصفوفة 

ننطلق OYI‏ بواحد من الحسابات الأساسية وهو حساب سهل جداً وسيستخدم 
في كل بند من هذا الباب . 
på‏ لنفرض أن للمصفوفة 4 ذات النوع nxn‏ « من المتجهات الذاتية المستقلة 
Ube‏ فإذا اخترنا هذه المتجهات أعمدة لمصفوفة 5 فإن STAS‏ مصفوفة قطرية ۸» تقع 
القيم الذاتية للمصفوفة 4 على قطرها. 


(\) ry 


yl VE‏ الخطي وتطبيقاته 


نسمّي 5 «مصفوفة المنّجهات الذاتية» و A‏ (مصفوفة القيم الذاتية» = مستخدمين لامبدا 
كبيرة OY‏ لامبدا الصغيرة تَثّل القيم الذاتية على القطر . 

البرهان : لنضع المنّجهات الذاتية :د أعمدة للمصفوفة 5 ولنحسب الجداء AS‏ باستخدام 
عمود واحد في كل مرة : 


AS د | فرت‎ za هه‎ Xp |= AX, نه وكوف‎ A Xn 


تقوم الخطة على تفريق المصفوفة الأخيرة الى جداء مختلف LE‏ عن السابق : 


ay 


À 
Kika Aaa soe Ania Xi ة‎ «zy & 2 


An 
نعتبر ذلك تمرينا لضرب المصفوفات» من الضروري المحافظة على الترتيب‎ 
M الصحيح لهاتين المصفوفتين. إذا وقعت ۸ قبل 5 بدلا من أن تقع بعدهاء فإن على‎ 
أن تضرب عناصر السطر الأوّل» في حين ننا نريدها أن تظهر في العمود الأوّل. في‎ 
l l PEA SA الواقع لدينا الجداء الصحيح‎ 


GA 
PEE المصفوفة کا کی واا‎ 
Ube di, 
. سنضيف أربع ملاحظات قبل أن نعطي أمثلة وتطبيقات‎ 
إذا لم يكن للمصفوفة قيم ذاتية مضاعفة - الأعداد ,3.....,(مختلفة فيما‎ ١ - ملاحظة‎ 


بينهاء Ob‏ المتّجهات الذاتية تكون بصورة آلية مستقلّة خطياً (انظر ه د أدناه) . لذلك» 
فان كل مصفوفة ذات قيم ذاتية مختلفة» قابلة للتقطير . 
ملاحظة - ۲ المصفوفة المقطرة S‏ ليست وحيدة . Vol‏ يكن ضرب أي متّجه ذاتي x‏ 


القيم الذاتية والمتجهات الذاتية Vo‏ 


بثابت فينتج ذلك متّجهاً ذاتياً. لذاء يمكننا أن نضرب أعمدة 5 بأي ثوابت غير صفرية 
لنحصل على مصفوفة مقطرة جديدة . القيم الذاتية المضاعفة تعطي أيضاً حريّة أكبر» 
فمن أجل المثال التافه 4-7 JS‏ مصفوفة 5 قابلة للعكس تقوم بذلك : 18" 5 دائماً 
مصفوفة قطرية (المصفوفة القطرية هنا هي / ذاتها) . ينتج عن ذلك أن أي متّجه يصلح 
Esl Gade‏ لمصفوفة المطابقة . 
ملاحظة Y-‏ المعادلة AS =SA‏ صحيحة إذا كانت أعمدة ك المتنّجهات الذاتية للمصفوفة 
هو لايصلح غير ذلك. مصفوفات أخرى 5قد لا تنتج مصفوفة قطرية۸. يكمن 
السبب في طريقة ضرب المصفوفات . لنفرض أن العمود الأول من 5 متجه ما cy‏ 
فيكون العمود الأول من 54 هو رة . إذا كان على هذا المتجه أن يتطابق مع العمود 
الأول من AS‏ الذي هو Ay‏ وفق ضرب المصفوفات» فإن y‏ يجب أن يكون متّجهاً 
ذاتيًاً: ay ay‏ . بالفعل» الترتيب الذي تظهر به المتجهات الذاتية فى 5 هو الترتيب 
ذاته للقيم الذاتية في ۸ . l‏ 
ملاحظة - 5 ليس لكل مصفوفة من المتجهات الذاتية المستقلة خطياً» AU‏ ليست 
كل مصفوفة قابلة للتقطير . JEU‏ المعتاد المصفوفة معيبة» هو : 
Pi‏ 
00 
قيمتاها الذاتيتان 0 -,3 A=‏ لأنْها مثلثية بأصفار على قطرها : 


3 


5 SA 1]_42 
det (A-AL) = det | Pies 


إذا كان + متجهاً ذاتياً فان عليه أن يحقق : 


رغم أن 0-.3 قيمة ذاتية مزدوجة - مضاعفتها ا جبرية -Y‏ فان لها فضاء متّجهات 
ذاتية ذا بعد يساوي الواحد . المضاعفة الهندسية لهذه القيمة الذاتية تساوي الواحد- 


۳۷٦‏ الجبر الخطي وتطبيقاته 


» جد فقط متجه ذاتي واحد مستقل- ولا يمكننا تكوين S‏ . (المضاعفة الهندسية لقيمة 
ذاتية هي عدد أبعاد الفضاء الذاتي المرافق لهذه القيمة) . 

هناك برهان آخر أكثر مباشرة لكون 4 غير قابلة للتقطير . لما كان 2=0= ,فان 
A‏ ستكون المصفوفة الصفرية. فاذا كان 5145-0 وإذا ضربنا من اليسار Sa‏ ومن 
اليمين ب !”5 » فاننا نستنتج أن 4-0 . ولا كانت 4 لاتساوي الصفر فان هذا التناقض 
يثبت أنه لا توجد مصفوفة 5 تؤدّي الى SAS =A‏ 

نأمل أن لا يكون هذا المثال مضلَلً. ليس فشل التقطير نتيجة للقيم الذاتية 
الصفرية. المصفوفتان: 


غير قابلتين للتقطير رغم أن قيمهما الذاتية هي 3,3 و 1,1 . المسألة هي JS‏ المتجهات 
الذاتية- الضرورية لتكوين 5. يحتاج ذلك إلى ASE‏ 
LG‏ التقطي ر تتعلّق با تجهات الذاتية . 
قابليّة العكس تتعلق بالقيم الذاتية . 

ليس هناك علاقة بين قابليّة التقطير (المتجهات الذاتية مستقلة) وقابليّة العكس 
Y)‏ توجد قيم ذاتية صفرية). الاشارة الوحيدة التي GE‏ من القيم الذاتية هي : يكن 
للتقطي ر أن يفشل» فقط » إذا وجدت قيم ذاتية مكرّرة . ومع ذلك» لن يكون ذلك 
دائما ,= للمصفوفة 1= A‏ القيم الذاتية المكررة 11.1 ولكتهما بالصورة القطرية 
بصورة مسبقة! لا يوجد» في هذه الحالة» نقص في المتجهات الذاتية . الاختبار هو 
التحقّق» من كل قيمة ذاتية مكررة م مرة» ما إذا كان يقابلها م من المتّجهات الذاتية 
المستقلة- بقول آخرء إذا كان للمصفوفة A-M‏ الرتبة م-» . 

لاتمام هذه الحلقة من الأفكار علينا أن نبرهن النظرية المفيدة التالية : 


فإن هذه المتّجهات الذاتية مستقلة خطياً. 

لنفرض مبدئيّاً أن 2= oly ck‏ تركيباً ما لب × يساوي الصفر: = caite‏ 
0لنضرب بالمصفوفة A‏ » فنجد0 = يودي + رذن . لنطرح جداء المعادلة السابقة 
ب ي۸ فيختفي من هذه المعادلة المتجه ‘xy‏ 

cy (Ay - رعزية‎ =0. 

لا كان 3,23 و ۶0 فمن الضروري أن يكون 0= بصورة مشابهة نجد أن 
2-0 وينتج عن ذلك أن المتجهين مستقلآن؛ لايوجد سوى التركيب التافه يساوي 
الصفر. 

يمكن تمديد هذه الطريقة ذاتها من أجل أي عدد من المتجهات الذاتية : نفرض 
تركيباً خطياً يساوي الصفر» نضرب ب 4 » نطرح جداء 1 بالتركيب الأصليء 
فيختفي المتجه +« ويبقى لدينا تركيب للمتّجهات ...× يساوي الصفر. بتكرار 
هذه الخطوات ذاتها (أو باستخدام طريقة الاستقراء الرياضي)» ننتهي أخي | بمضاعف 
ل :يساوي الصفر . إن ذلك يوجب أن يكون 0- . وفي النهاية» نخد أن كل 6-0. 
لذلك» فان المتجهات الذاتية التي تنتج عن قيم ذاتية مختلفة هي متجهات مستقلة 
خطياً. 

إذا كان لمصفوفة ۸ من القيم الذاتية المختلفة فإِنّها قابلة للتقطير. هذه حالة 


غموذجية . 


أمثلة للتقطير : 

نعود الى النقطة الرئيسية لهذا البند التي كانت SASHA‏ . مصفوفة المتجهات 
الذاتية 5 تحوّل المصفوفة الأصلية 4 الى مصفوفة القيم الذاتية ۸ - التي هي مصفوفة 
قطرية . يمكن أن يظهر ذلك بالاسقاط والدوران. 
مثال - - ا لمصفوفة الاسقاط | | | |-#مصفوفةالقيم الذاتة |0 | - A‏ . المتّجهات 


x 
2 2 


YVA‏ الجبر الخطي وتطبيقاته 
الذاتية التي حسبت من قريب تذهب لتشغل أعمدة 5 : 
felt F p as =s4 =|! 1‏ 
تتحقّق المعادلة الأخيرة بومضة عين. وهكذا SAS =A‏ 
مثال - 7 القيم الذاتية ذاتها غير واضحة في مصفوفة دوران : 
det(K- Al) = À? + 1 x=]? 1‏ 


تدور هذه المصفوفة المستوي ٠04٠‏ كيف يكن لتّجه أن يدور ولا يُغيّر اتجاهه؟ 
ظاهرياً» هذا غير ممكن-باستثناء اجه الصفري غير المستخدم . لكن» لابد من وجود 
قيم ذاتية ولا بد أن نكون قادرين على حل المعادلة n du/dt=ku‏ لكثيرة الحدود المميّزة 
Lal 3+1‏ جذران-لکتهما غير حقيقيّن . 

نك تدرك المخرج من هذا المأزق. القيمتان الذاتيتان للمصفوفة K‏ عددان 
تخيليان هما := ,۸ و:--ي2. المتجهان الذاتيّان» أيضاًء غير حقيقيين. لسبب ماء 
بدوران قدره 04٠‏ بضرب هذان المتجهان بأحد العددين : أو :- : 


Ha 

z 0 

HH 

z} [® 

القيمتان الذاتيتان مختلفتان» وتخيليتان» المتجهان الذاتيّان مستقلان. إِنّهما 
يحتلان عمودي 5: 


TH 3 K-a |i j: 


n=(!] و‎ K- Aaa =| | an 


ملاحظة : لقد واجهنا واقعاً لا مفر منه» وهو أن الأعداد ا مركبة تحتاجهاء Lal‏ 
المصفوفات الحقيقية . إذا وجد عدد قليل من القيم الذاتية الحقيقية» فإنه يو جد دوماً n‏ 


القيم الذاتية والمتجهات الذاتية yya‏ 


من القيم الذاتية المركّبة . (المركبة تحوي الحقيقية» عندما يكون الجزء التخيّلي صفراً) . 

إذا وجد عدد قليل من المتجهات الذاتية في الفضاء R?‏ أو في R"‏ فاننا ننظر في C?‏ أو 
A‏ يحوي الفضاء "€ جميع متجهات الأعمدة التي مركباتها مركبة » وسيكون لها 
تعاريف جديدة للطول والجداء الداخلي والتعامد. لكنه ليس أكثر صعوبة من CR"‏ 

وسنقدم في البند )0 - 0( تحويلاً سهلاً إلى ال حالة المركبة . 


القوة والجداء AB yA‘:‏ 
هناك وضعية أخرى يكون فيها الحساب سهلاً . لنفرض أننا قد وجدنا القيم 
الذاتية والمتجهات الذاتية لمصفوفة ۸4. عندئذ» تكون القيم الذاتية ل2 4 هي بالضبط 
2 . ... ,27 وكل متجه ذاتي ل ۸ هو متحه ذاتي Lal:‏ ل42. Glas‏ من Ax =x‏ 

ونضرب مرة ثانية ب 4: 
2م - Ax = A Ax =AAx‏ 2 

لذاء فإن 27 هي قيمة ذاتية APS‏ بالإضافة إلى أن المتجه الذاتي نفسه . إذا لم يغير 

الضرب الأول اتجاه x‏ فإن الضرب الثاني كذلك . 
الأمر ذاته يحصل من أجل التقطير . إذا كان =A‏ 285 5.» لذا بتربيع الطرفين 
نجد: 
(S'AS)S'AS) =A?‏ أو S'A?s =A?‏ 

تقطر المصفوفة A?‏ بالمصفوفة 5 ذاتها وذلك OY‏ المتجهات الذاتية لم تتغير . القيم 
الذاتية ربعت . 

يستمر ذلك صحيحاً من أجل أي قوة له : 
0 ه القيم الذاتية APS‏ هي ,2 , ... ,21 إنها القوة ذات الأس » لقيم 8 الذاتية . يبقى 
كل متجه ذاتی ل ۸ متجهاً ANIL‏ وإذا كانت 5 تقطر 4 فإنها تقطر Lalar‏ 

(£) A* = §'AS)S"'AS) ... S'AS) =S A*S. l 


كل 5 تلغي 5 عدا ”5 الأولى و 8 الأخيرة. 


YA.‏ الجبر الخطي وتطبيقاته 


إذا كانت ALU A‏ للعكس. فإن هذه القاعدة تطبق على المعكوس (القوة هنا 
هي ١‏ - -1) . القيم الذاتية ل "۸ هي :1۸ . يكن أن يرى ذلك من دون تقطير : 
إذاكان Ar =ax‏ فإن x=AA"x‏ و 4= × 1 
مثال : إذا كانت × دوراناً بمقدار KOLA‏ دوران بمقدار VA‏ وإن × دوران بمقدار 
-546: 


القيمتان الذاتيتان هما :و c-i‏ مربعاهما 1- و 1-؛ مقلوباهما ¡-=:/1 و = 1۸-0 
ايمكننا أن نصل إلى K?‏ » التى تمثل دورة كاملة بمقدار DWV‏ 
4 


| 1 !|« وكذلك 1 


4_|i 0 
= =f a, 


القوة1 = “ذوهي دوران قدره ٠‏ إنها المطابقة . 

ننتقل الآن إلى جداء مصفوفتين ونتساءل حول القيم الذاتية ل 48. d|‏ خلاب 
جداً أن نجرب المحاكمات ذاتها في محاولة لبرهان ما ليس صحيحاً بصورة عامة . 
إذا كانت A‏ قيمة ذاتية للمصفوفة 4 و دم قيمة ذاتية للمصفوفة 8 » فهناك برهان خاطئ 
لكون pr‏ قيمة ذاتية للجداء 48: 

ABx = A سر‎ = Ax = [Ax 

يكمن الخطأ بفرض أن للمصفوفتين BA‏ المتجه الذاتي × نفسه . بصورة عامة - 

هذا غير واقع . يمكننا أن نجد مصفوفتين قيمهما الذاتية أصفار بينما إحدى القيم الذاتية 


للجداء هى ۸=1 : 
01100[_]10 
Ak 2) =| 39]‏ |« قه 
المتجهان الذاتيان لهاتين المصفوفتين مختلفان LLE‏ إنهما موذجيتان. للسبب 
ذاته» ليس للقيم الذاتية للمصفوفة 8 +4 علاقة البتة مع „Atu‏ 


القيم الذاتية والمتجهات الذاتية YAS‏ 


هذا البرهان الخاطئ يتطلب الصحيح . إذا كان للمصفوفتين المتجه الذاتي نفسه » 
ob‏ القيمتين الذاتيتين المقابلتين تُضرب إحداهما بالأخرى وتكون لا قيمة ذاتية 
ل 48. لكن» هناك أمر أكثر أهمية . هناك طريقة سهلة لتمييز الحالة التي تكون فيها 
المصفوفتان BA‏ مشتركتين بمجموعة المتجهات الذاتية e‏ وهي مسألة أساسية في ميكانيك 
الكم: 

0 و إذا كانت كل من BA‏ قابلة للتقطير » فإنهما يشت ركان بمصفوفة المتجهات الذاتية 5 
إذا وإذا» فقط ¢ كان 8۸ = 48. 
البرهان : إذا كانت المصفوفة 5 ذاتها تقطر المصفوفتين معاً "5ر8=5۸ 
و SAS‏ = ۰4 يمكننا أن نضرب هاتين العلاقتين بترتييين مختلفين : 

BA =SA,S°'SA,S'=SA,A,S'' 5 AB=SA,S'SA,S' =SA,A,S" 
. ۸48 = 84 لما کان , ۸۸ = ۸2 ۸ (مصفوفتان قطريتان) نجد‎ 

في الاتجاه المعاكس» نفرض أن 84 = 48. ننطلق من ×= Ax‏ ونجد: 
ABx = BAx = Bx =ABx‏ 

لذاء فإن AS‏ من × و Bx‏ متجه ذاتي للمصفوفة A‏ يشتركان بالقيمة الذاتية YL) A‏ 
فإن 0= (Br‏ إذا فرضنا للملاءمة» أن القيم الذاتية ل A‏ مختلفة - لجميع الفضاءات 
الذاتية بعد واحد - فإن Br‏ يجب أن يكون مضاعفاً ل ×. بقول آخر × أحد المتجهات 
الذاتية ل 8 مثلما هو ل 4. إن برهان حالة تكرار القيم الذاتية أطول بقليل . 


ملاحظة : في ميكانيك الكم توجد مصفوفات غير قابلة للمبادلة - مثل مصفوفة 
الموضع P‏ ومصفوفة كمية الحركة 0 - التي تقاسي من مبدأ عدم التيقن ل هيسنبرغ 
O] . Heisenberg‏ مصفوفة ال موضع متناظرة ومصفوفة كمية الحركة متناظرة تخالفية» 
وتحقق كل منهما العلاقة 1= 0۶-۲2 . ينتج مبدأ عدم التيقن مباشرة» من متراجحة 
شوارتز llall‏ >(ءم)"(©) الواردة في (۳ - ۲) : 

Ix |? =x" =x" @P - Pox < 2IlOxllllPxll. 


YAY 


الجبر الخطي وتطبيقاته 


lolll‏ فى [Px‏ - اللذين يمثلان كمية الحركة وأخطاء الموضع» 
عندما تكون دالة الموجه x‏ على الأقل» تساوي + . من المستحيل المحافظة على الخطأين 
صغيرين » وذلك عندما تحاول قياس موضع جزيء فإنك تغير كمية ح AS‏ 

في النهاية نصل إلى "5۸5 = A‏ حيث ينتج هذا التحليل عن القيم الذاتية . إنها 
ملائمة لأخذ قوى A‏ وإن ”4 الأكثر بساطة توضح ذلك . التحليل LU‏ غير مأمون في 
التربيع . بينما تربيع SAS!‏ محكم . المربع هو (SAS!‏ المتجهات الذاتية لم تتغير وفيما 
يلي ستحل هذه المتجهات الذاتية معادلات الفروق والمعادلات التفاضلية . 


تمارين 


فرق المصفوفتين التاليتين وفق "5۸8 : 
2 
anfii] a alia]‏ 
أوجد المصفوفة 4 التي قيمتاها الذاتيتان ١‏ .4 ومتجهاها الذاتيان| ]| ] 
على الترتيب (إرشاد 5487 -ه) . 
أوجد جميع القيم الذاتية والمتجهات الذاتية للمصفوفة : 


111 
1 1 1 


LEI 


A= 


واكتب مصفوفتين مقطرتين مختلفتين 5. 

إذا كان لمصفوفة مثلثية عليا من النوع 3 × 3 العناصر القطرية 1,2,7» 
كيف يمكنك أن تعرف آنه من الممكن تقطيرها؟ وماهي GA‏ 

أي مصفوفة ما يلي لايمكن تقطيرها؟ 


afa 3] afi 3] asli a} 


Vv-Y-o 
A-Y-0 


\*-Y-0 
\\-Y-0 


\¥-Y-o0 


القيم الذاتية والمتجهات الذاتية YAY‏ 


(أ) إذا كان 4-1 ماهي القيم الذاتية الممكنة للمصفوفة ۸؟ 

(ب) إذا كانت A‏ هذه من النوع 2 ×2 وليست 1و 1-» فأوجد أثرها 
ومحددتها. 

(ج) إذا كان السطر الأول (1 -,3) فما هو السطر الثاني؟ 

إذا كانت | و ؛ | = eA‏ فأوجد "۸ وذلك بتقطير 4 . 

نفرض أن "۷ں = 4 جداء عمود بسطر (مصفوفة ذات بعد واحد) . 

(أ) بضرب 4 في cu‏ برهن أن د متجه ذاتي AS‏ ماهي ۸ ؟ 

(ب) ماهي القيم الذاتية الأخرى (ولاذا)؟ 

(ج) احسب أثر A=viu‏ بطريقتين» عن طريق مجموع عناصر القطر 
وعن طريق مجموع القيم الذاتية . 

برهن ؛ بالحساب SU‏ أن ل 48,84 الأثر نفسه وذلك عندما: 


استنتج أن 1 = AB -BA‏ مستحيل . (يحدث» فقط» عندما يكون عدد 
الأبعاد مالانهاية) . 

نفرض أن ل 4 القيم الذاتية 2,4 ,1 فما هو أثر SA?‏ ماهي محددة L(A)‏ 
إذا كانت القيم الذاتية AS‏ هي 1,1,2 فما هو الصحيح مما يلي؟ أعط 
تبريراً إذا کان صحيحاً ومثالاً معاكساً إذا كان خاطتاً: 

)1( 4 قابلة للعكس . 

. قابلة للتقطير‎ A (Y) 

. غير قابلة للتقطير‎ A (Y) 

نفرض أن المتجه الذاتي الوحيد هو مضاعف ل(1,0,0) = ×» عين الصحيح 
من الخاطئ فيما يلي : 


YAEL‏ الجبر الخطي وتطبيقاته 


A‏ قابلة للعكس 
AJ‏ قيم ذاتية متكررة 
۸ غير قابلة للتقطير 

٠۳-١-٠‏ قطر المصفوفة | ‡ }|= 4 وأوجد واحداً من جذورها التربيعية - أي 
مصفوفة مثل R7=A‏ ماهو عدد الجذور التربيعية الموجودة؟ 

1١45-7-5‏ إذا كانت 4 قابلة للتقطير » برهن أن محددة 4-585 هي جداء قيمها 
asl‏ 


. برهن أن أي مصفوفة هي مجموع مصفوفتين غير شاذتين‎ ٠٠-۲-٥ 


(Y - 0)‏ معادلات الفرق والقوى *۸ 

ليست معادلات الفروق معروفة مثل المعادلات التفاضلية ولكن» من الواجب 
أن تكون كذلك . إنها تتقدم بعدد منته من خطوات محدودة بينما تستخدم المعادلات 
التفاضلية عدداً لانهائياً من خطوات لامتناهية في الصغر - مع ذلك فإن النظريتين 
تبقيان متوازيتين بصورة قاطعة . إن ذلك مماثل للتشابه الكائن بين الحالات المنقطعة 
والمتصلة التي تظهر مراراً في الرياضيات . لعل أفضل توضيح لذلك إعطاء مثال 
لايدخل فيه جبر خطي من السعة en‏ إذ إن النقود في المصارف ليست سوى أعداد . 

نفرض أنك توظف مبلغ 1000 $ مدة خمس سنوات بربح معدله 6 . إذا كان 
حساب الربح مرة واحدة في العام» فذلك يعني أن رأس JUN‏ سيُضرب ب 1.06 ويكون 
Peay = 1.06 Py‏ هذه المعادلة معادلة فرق بخطوة واحدة في العام الواحد. إنها تربط 
رأ ضا لال عند 1 +#اسنة برأسن مال ld‏ السابقة: بعد حمس pads CN ges‏ 
المبلغ الأصلي 1000 -, P‏ خمس مرات : 

Po = (1.06% 1000 = $1338.‏ °)1.06( = وم 
لنفرض OY‏ أن الخطوة الزمنية قد أرجعت إلى شهر» فتكون معادلة الفرق 


القيم الذاتية والمتجهات الذاتية TAO‏ 


الجديدة 12 /06.+1) = Pri‏ وبعد خمس سنوات أي بعد 5١‏ شهراً» نجد: 


.$1349 = 1000 ™)1.005( = وم“ | +| l+‏ 
الخطوة التالية هي تركيب الربح يوميا : 
5.365 
Gr + 08. 1000 = $1349.83.‏ 
= 


أخيراًء لكي تترك المصارف عمالها دائمي الح iS‏ تعرض تركيباً متصلاً للربح 
يُضاف الربح في كل eibh‏ لذا تتعطل» عندئذ» معادلة الفرق. يمكنك أن تأمل أن 
الخازن لايعرف حساب التفاضل والتكامل فهو غير قادر على حساب ماهو مدين لك . 
سيكون أمامه احتمالان : إما أن يعمد إلى تركيب الربح أكثر فأكثر تواتراً ويجد أن 
النهاية هي : 
e 1000 = $1349.87‏ >— 1000 ™ | + | 
أو يمكنه أن يحول ذلك إلى معادلة تفاضلية هي نهاية معادلة الفروق 


» بوم . بنقل ,۶ إلى الطرف الأيسر والقسمة على خطوة الزمن /د‎ = (1 + .06 Ar)p, 


الحل هو ,م oP )( =e‏ وبعد خمس سنوات» يبلغ ذلك» Laf‏ 1349.87 $ . 
يبقى رأس المال محدوداً» حتى عندما يركب الربح في كل لحظة - الفرق الناتح هو 
أربع سنتات» فقط. 

لقد اشتمل هذا المثال على معادلة فرق ومعادلة تفاضلية حيث سعت إحداهما 
إلى الأخرى عندما تلاشت الخطوة الزمنية . لكن» يوجد العديد من معادلات الفرق 
التي تبقى قائمة بذاتها . مثالنا التالي ينتج عن متتالية فيبوناتشي الشهيرة : 

Of BLR Eos 


YAN‏ الجبر الخطي وتطبيقاته 


لعلك تلاحظ قاعدة هذه المتتالية : كل عدد فيها يساوي مجموع العددين 


cad السابقين‎ 


هذه هي معادلة الفروق. تظهر هذه المعادلة في كثير من التطبيقات 
الغريبة حتى استحقت كتاباً خاصاً بها. تنبت الأشواك والأوراق على شكل 
لولبي» وانك تجد مثلاً على شجرة الزعرور البري والتفاح والبلوط خمس 
نبتات لكل دورتين حول الساق. لشجرة الأجاص OLS‏ نبتات» لكل ثلاث 
دورات حول الساق . أما من أجل الصفصاف. فالأمر أكثر تعقيداً» إذ تظهر ٠١‏ نبتة 
لكل خمس حلقات . يظهر أن المجلي في ذلك هو دوار القمر (عباد الشمس) (Scientific‏ 
American, November 1951) T. O'Connell‏ الذي اختارت بذوره نسبة لاتصدق 
Pe = 144/133‏ 
كيف يمكننا أن نجد الحد WV‏ من متتالية فيبوناتشي بطريقة تختلف عن 
GAYI‏ من! = .0 = Fo‏ والسير قدماً حتى SF i000‏ الهدف هو حل معادلة الفرق 
Fega =۴» + ۴»‏ بالقدرة على إرجاعها إلى معادلة ols‏ خطوة واحدة 
=AUy‏ ربولا . إن ذلك مشابه لتركيب الربح )1.06۶ = Pky‏ الاختلاف الوحيد 
هو أن المجهول هنا سيكون متجهاً وا لمضروب سيكون مصفوفة 4: إذا كان: 


Fk+1 
uy = Fy 5 


el)‏ لأجل هذه التطبيقات النباتية GES‏ دارسي تومسون D’ Arcy Thompson’s‏ فى النمو 
الشكل )1942 (Cambridge Univ. Press,‏ أو OLS‏ بيتر ستينفس Peter Stevens‏ » النماذ- 
3 ع سس g‏ 
الجميلة فى الطبيعة )1974 (Little, Brown,‏ . لقد نشرت مئات من خواص آخر F, J‏ 
يله في الطب مشر عن جوا حر في 
Fibonacci’ Quarterly‏ . يظهر أن فيبوناتشي هذا هو الذي حمل الأرقام العربية إلى أوريا 
حوالي عام 1۹۰ بعد الميلاد ٠.‏ 


فإن: 


Fk لي‎ + Fy 


9 5 
جامد برط © k‏ 


3-5 
هذا التحويل حيلة قياسية GY‏ معادلة من المرتبة 5 » تركب !/ - :من المعادلات 
التافهة المشابهة للمعادلة Fy)‏ = ,۴ مع المعادلة المفروضة لتكوين نظام ذي خطوة 

واحدة. في متتالية فيبوناتشي» 2= 9 

حل معادلة الفرق i =AU,‏ +»لاسهل . ننطلق من م»وبعد خطوة واحدة» نجد 
Auo‏ ». في الخطوة الثانية» د» هي :»نك التي هي 42:0 - كل خطوة تسبب ضرباً 
iha‏ وبع حار پل صا 

حل المعادلة : »۸= ربى » هو مس 4= uk‏ 
المسألة الحقيقية هي إيجاد طريق سريع لحساب القوة *4 وبنتيجة ذلك» تحصل 
على العدد الفيبوناتشي الألفي . مفتاح القضية يكمن في القيم الذاتية والمتجهات الذاتية 

: 4 للمصفوفة‎ 
: فإن‎ »4 =SAS ز إذا كانت المصفوفة 4 قابلة للتقطير‎ © 
(Y) uy =A “u, = SAS SAS)... SAS Ju, =SA*S ug. 


أعمدة 5 هي المتجهات الذاتية للمصفوفة 4 وبوضع ع Sua‏ نجد الحل: 


at 21 
(y) Uk =SA*c= 


k k 
Fi) sax By H=CyApX, +... Aia Nata 


ov 


€n 
AER; الحل هو تركيب «للحلول الخلص»‎ 
طريقتين مختلفتين توصلان إلى الحل‎ Sad لقد أعطت هذه القوانين»‎ 
bassa SAM'S يقرر القانون الأول أن *4 متطابقة مع‎ uy - 5 ذاتهمي !“كش‎ 
التوقف عند هذا الحد. لكن الطريقة الثانية تظهر» بصورة أكثر وضوحاً» توافق ذلك‎ 
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مع حل معادلة تفاضلية: عوضاً عن ا حل الأسي ا خالص وي ce”‏ لذيناهنااقوة 
خالصة Ay Kx,‏ النماذج النظامية هي ؛ من جديد» مكونة من المتجهات الذاتية exi‏ 
التي تضخم في كل خطوة بالقيمة الذاتية :.2. بتركيب هذه الحلول الخاصة بطريقة 
تتفق مع cuo‏ نکتشف» من جديد» الحل الصحيح ity, = SAS ey,‏ 
في أي مثال محدد» مثل معادلة فيبوناتشي » تكون الخطوة الأولى هي إيجاد 
القيم الذاتية : 
aali Lh detA - AD) =2 -À =‏ 
iy toes, ee‏ 
9 2 
السطر الثاني في 01 - 4هو (3 -,1)» لذاء فإن المتجه الذاتي هو (3..1). يذهب hae‏ 
فيبوناتشي الأولان0 = Fo‏ و 1= ۴ في و#ونجد: 


59 -I = 1 M 1/0 -22( 
c=S “=| | 1 |- |. 1/A, - A2) | 


olia‏ هما الثابتان في xg =c, Ai “xi + endo Kx‏ لما كانت المركبة الثانية لكل من 
المتجهين الذاتيين هي ٠1‏ فإن ذلك Fk =c Ay * + caha * A‏ في المركبة الثانية 
i‏ 

1 1_2 
ha oS Pe‏ 
وهذا هو الجواب الذي نريده. من ناحية اولى» هذا الجواب» فعلاً مفاجىئ. إذ إن 
قاعدة فيبوناتشي »۴ + »۴= Fein‏ تُعطي دوماً» عدداً صحيحاً وقد انتهينا هنا إلى 
كسور وجذور تربيعية . لذاء من الواجب اختصاره» بطريقة ماء وإبقاء عدد صحيح . 
في الحقيقة» لما كان الحد الثاني -V5 (/2 IWS‏ 1)] أصغر من النصف Lats‏ فمن 
الواجب تحويل الحد الأول إلى أقرب عدد صحيح . الطرح يبقي الجزء الصحيح » فقط : 


Fy = 


tall I 


القيم الذاتية والمتجهات الذاتية YAA‏ 
ہے كارو 

v5 

Leb‏ هذا العدد كبير جداً والعدد Fion‏ سيكون أكثر كبراً. من الواضح أن الجزء 


الكسري سيكون تافهاً. بصورة تامة» أمام الجزء الصحيح ؛ النسبة BF i001 /F i099‏ 2 
جداً من المقدار 1.618 -2 /( 5 + 1)» الذي كان اليونانيون القدماء يسمونه «المتوسط 


أقرب عدد صحيح إلى | 


الذهبي“ . بقول آخر سيصبح العدد “ي1 تافهاً مقارنة بالعدد *,ة وإن النسبة .1/7 »۴ 
VRE Ay oye pt‏ 301 : 

هذا مثال نموذجي يؤدي إلى قوى | ل !| = A‏ إنه يحوي 5/ لأن القيم الذاتية 
تحوي ذلك . إذا اخترنا مثالا آخر فيه القيم الذاتية أعداد صحيحة» فإنه يمكننا أن نركز 
اهتمامنا على بساطة الحساب - بعد أن نقطر المصفوفة : 


avai e, =| | a =6 =|] ad 4| 4 -5 


FH 


تظهر القوتان *6 ,"1 في المصفوفة الأخيرة cA"‏ مختلطة مع المتجهات الذاتية . 
من أجل معادلة الفرق cugi Aur‏ نؤكد على النقطة الرئيسية . إذا كان × 
أحد المتجهات الذاتية فإن : 
lol‏ ا ممكئة هو =x...‏ وه , =A‏ إلا Uy =X‏ 
عندما يحدث أن القيمة الابتتدائية مساوية لمتجه ذاتي» فإن ذلك هو الحل: 
uy =2 ×‏ بصورة عامة م» ليس متجهاً ذاتياً. لكن إذا كان م» تركيباً لمتجهات ذاتية» 
فإن الحل ,نا هو التركيب ذاته لهذه الحلول الخاصة . 


2-6* E y 
226r TeL 


1 14 0 


E _ 
A =SA'S -| 1 alo & 


)1( إن نسبة بعدي المستطيل الممتاز تساوي نسبة 1.618 إلى 1 . 
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وح إذاكان Sa ObSuy SCX) FERE‏ ارمس بو er‏ = »4 .دور 
الأعداد © هو موافقة شروط البدء : 
)£( 


c=S uo 9 Uo = 


Cn 


ننتقل الآن إلى التطبيقات المهمة لمعادلات الفروق - أو قوى المصفوفات . 


قضية ماركوف 

يوجد تمرين في الباب الأول يتعلق بالدخول والخروج إلى كاليفورنياء يستحق 
النظر إليه من طرف آخر . لقد كان وفق القاعدة التالية : 

في كل عام يدخل إلى كاليفورنيا عشر السكان الموجودين خارجها ويخرج عشر 
سكائها متها . 

إن ذلك يستدعي معادلة فرق . ننطلق ب cyo‏ عدد السكان الموجودين في الخارج 
وب zo‏ عدد السكان في الداخل» فيكون عدد السكان الموجودين في الخارج والداخل 
في نهاية العام الأول: 


Oyo + . 2 
ely, + 825 


Bb 


Í 
J 


ما لاشك فيه أن هذه المسألة تجري بصورة عفوية ولكنها تتمتع بالخاصتين 
الأساسيتين لقضية ماركوف: العدد الكلي للسكان يبقى ثابتاً ولايمكن لعدد السكان 
في الخارج أو في الداخل أن يصبح سالباً. تنعكس الخاصة الأولى على المصفوفة فيكون 
Shed‏ مجموع عنصري كل عمود يساوي الواحد ؛ كما أن كل شخص دخل في العد 
ولم يزد أي شخص في العد أو نسي عده . تعكس الخاصة الثانية كون عناص را مصفوفة 
غير سالبة . مادامت القيمتان الابتدائيتان Zo‏ و yo‏ غير سالبتين» فإن الأمر ذاته سيكون 
صحيحاً من أجل :ا و > ٠‏ ر و و وهكذا باستمراز. القوى "4 جميعها 
ر 
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Wylie nai‏ حل معادلة الفرق الخاصة هذه (مستخدمين القانون 

(AAS uo)‏ ثم ننظر فيما إذا كان عدد السكان يقترب أخيراً من «حالة MEE‏ وفي 

النهاية» نناقش قضية ماركوف» بصورة عامة . للانطلاق بالحساب» نبدأ بتقطير 
المصفوفة : 


3 Al det (A-A) =A? - LIA +7, 


bot 5 ime 


2 1 
3 


لإيجاد * 4 والتوزيع بعد » سنة نغير ۸ إلى DAK‏ 


2 1 k ; 
Yk =A* Yo al 3 3 1 1 1 Yo 
zk Zip 11 LT 2 || 
3 3 
2 i 
=YotZo) i | +Wo-2zM-D*} 7 | 
3 3 


هذان هما الحدان “xa‏ دشي + cA “xi‏ العامل1 - * ,2 قد اختفى في الحد 
الأول» من السهل أن ترى ماذا يحصل بعد هذه السلسلة الطويلة : يصبح العامل “(7.) 
صغيراً جد ويقترب ا حل من حالة نهائية : 

: دوو | ا 

مجموع السكان لايزال ,> + ye‏ وهوء LE‏ كما في البدءء إلا أنه سيكون» في 
النهاية» ثلثا السكان خارج كاليفورنيا والثلث الآخر داخلها. هذا صحيح مهما كان 
التوزيع الابتدائي ! يمكنك أن تتأكد أن هذه ا حالة الثابتة هي » تماماًء التوزيع الذي طلب 
في التمرين .)١١-۳-١(‏ إذا انطلقت السنة ب 2/3 في الخارج و 1/3 في الداخل فإن 


3 
1 
3 
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الأمر يبقى كذلك في النهاية : 


-i 
3 

ا حالة الثابتة هي ا متجه الذاتي ل 4ا مقابل ل 1 -.2. يترك الضرب بالمصفوفة A‏ 
الذي ينقلنا من خطوة زمنية إلى الخطوة التي تليهاء Buo‏ 

نلخص نظرية طريقة ماركوف: 
bo‏ مصفوفة ماركوف غير سالبة ومجموع pole‏ كل عمود فيها يساوي الواحد. 

à = 1 (1)‏ قيمة ذاتية 

(ب) متجهها الذاتي ,»غير سالب - وهو حالة ثابتة OV‏ ,×= ضع 

(ج) تحقق بقية القيم الذاتية mA‏ 

(د) إذا كانت عناصر أي قوة ل ۸موجبة فإن os FIA!‏ تصغر الواحد. JH‏ 
Au‏ يتقرب من مضاعف ل ,د - الذي هو الحالة الثابتة .ىا . 

لإيجاد مضاعف ,× الحقيقي » استخدم حقيقة كون عدد الأهالي ASI‏ ثابتاً. إذا 
بدأت كاليفورنيا بكون ال 90 مليوناً فرد كلهم في الخارج» فإنها تنتهي ب 60 مليوناً في 
الخارج و30 مليوناً في الداخل وتنتهي » Lad‏ إلى الحال ذاته فيما اذا كان جميع السكان 
)+ مليوناً) في الداخل عند البدء . 

نريد أن نلاحظ أن بعض المؤلفين يتعامل مع 47 وكون مجموع الأسطر يساوي 
الواحد. 
ملاحظة : لقد كان وصفنا لطريقة ماركوف محدد اً LE‏ يتحرك الأهالي بنسب ثابتة . 
لكن إذا نظرنا إلى شخص بفرده» فإنه يمكن لقواعد الحركة أن تعطي تفسيراً احتمالياً. 
إذا كان الفرد خارج كاليفورنياء فإن احتمال تحركه إلى الداخل هو 61/10 وإذا كان في 
الداخل» فإن احتمال خروجه هو 2/10. تصبح حركته حادثة عشوائية وتسمى المصفوفة 
التي تتحكم بذلك مصفوفة انتقال . لايمكنناء ia‏ أين هو. لكن» في كل 


Ams أو‎ k 8 
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عام» تعين مركبتا uy -4* uo‏ احتمال وجوده في الخارج واحتمال وجوده في 
الداخل . يساوي مجموع هذين الاحتمالين الواحد - إنه موجود في مكان ما - ولا 
dll SS‏ إن ذلك يُعيدنا إلى الخاصتين الأساسيتين لمصفوفة الانتقال: مجموع 
عناصر كل عمود يساوي الواحد ولا يوجد أي عنصر سالب. 

النقطة الأساسية في النظرية هي معرفة BU‏ 1 =۸ هي دائماً قيمة ذاتية» ولماذا 
متجهها الذاتي حالة ثابتة . من السهل تفسير النقطة الأولى . مجموع عناصر أي عمود 
من Al‏ يساوي 1-1-0 . لذاء فإن مجموع أسطر /- 4 يساوي السطر الصفري» إنها 
مرتبطة خطياً» 4-7 شاذة وإن! = ,۸ إحدى قيمها الذاتية . باستثناء حالات خاصة 
Mh‏ ستتقرب يفي التهآية من اسه آلذاتي المقابل . يقعضي ذلك القانون 
“Xn‏ مقو + ... + رع" cug Serhiy‏ الذي لايحوي أي قيمة ذاتية يمكنها أن تزيد على 
الواحد . (وإلا فإن الاحتمالات »» ستزداد بسرعة كبيرة مثل أعداد فيبوناتشي . ) إذا 
كانت بقية القيم الذاتية أصغر بصورة دقيقة من 1= ,2 » فإن الحد الأول من 
Lall‏ سبكوة مهيجقا اا ؟ “ ب Gel‏ تسعى اتو pa‏ و 
ديرك oy — PCs‏ 

إن ذلك مثال لواحد من المواضيع الأساسية في هذا الباب. بمعرفة معلومات 
حول cA‏ أوجد معلومات حول قيمها الذاتية . هنا وجدنا 1 = „Amix‏ 

هناك فرق واضح بين أعداد فيبوناتشي وقضايا ماركوف؛ تزداد الأعداد Fy‏ 
كثيراً بينما يقع أي احتمال» بالتعريف» بين الصفر والواحد. إن معادلة فيبوناتشي 
غير مستقرة وكذلك حال معادلة الربح المركب ,1.068 = .»م حيث يزداد رأس JUI‏ 
باستمرار . إذا تناقصت احتمالات ماركوف نحو الصفرء فإن ذلك يعني أن تلك المعادلة 


(١)إذا‏ دخل كل شخص في الخارج وخرج كل شخص في الداخل» فإن وضع الأهالي ينعكس في 
كل سنة ولن يكون هناك حالة ثابتة. مصفوفة الانتقال هي | ( "| = 4و -١‏ قيمة ذاتية مثل 1+ - 


الأمر الذي لايمكن حدوثه إذا كان جميع 0 < ره . 
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مستقرة؛ لكنها ليست كذلك لأنه» في كل مرحلة؛ يكون مجموعها مساوياً 
الواحد. لذلك» تكون قضية ماركوف مستقرة حيادياً . 

لنفرض الآن أن لدينا معادلة فرق byuks =Am‏ نريد دراسة سلوكها 
عندماه ب ». نفرض أنه يكن تقطير 4. فيكون الحل »» تركيباً للحلول 
الخلصء 

جو الوه + .0 + اش عدوا Uy =SA*S‏ 

تتحكم العوامل ' :۸ بتزايد »» . لذاء فإن الاستقرار يتعلق بالقيم الذاتية . 
O‏ ي تكون معادلة الفرق Aly‏ = ,يد 

مستقرة إذا كانت جميع قيمها الذاتية محققة 1 >ا.ةا 

مستقرة Lobe‏ إذا حققت بعض القيم الذاتية ١‏ -ابة! والبقية 1< -ابةافي 
الحالة المستقرة تتقارب القوة “4 من الصفر . لذاء وكذلك حل »4= uy‏ 

غير مستقرة إذا كانت واحدة على الأقل» من القيم الذاتية متحقق 1 >ابة! 
مثال المصفوفة : 


حتماً مستقرة؛ قيمتاها الذاتيتان 0.1/2 واقعتان على القطر الرئيسي وذلك OV‏ 
A‏ مثلثية . إذا انطلقتا من أي متجه ابتدائى ,» واتبعنا القاعدة »4= uksi‏ فإن على 
الحل أن يتقرب في النهاية من الصفر: 


1 
اك هه E‏ 
8 


> u4 > 


et - 


يمكنك أن تلاحظ كيف تتحكم القيمة الذاتية الكبرى 1/2 =۸ بالاضمحلال؛ 
بعد الخطوة الأولى» يساوي كل متجه »» نصف الذي يسبقه . التأثير الحقيقي للخطوة 
الأولى هو تجزئة Sn,‏ المتجهين الذاتيين للمصفوفة TA‏ 
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ةنا 
ri Va or‏ 

وإبادة المتجه الذاتي الثاني (المتعلق ب A0‏ يضرب المتجه الذاتي الأول ب =۸ 
2 في كل خطوة . 


+ 


المصفوفات الموجبة وتطبيقات : 

بتطوير أفكار ماركوف» يمكننا أن نجد منجم ذهب صغير (اختياري بصورة تامة) 
من تطبيقات المصفوفات على Les!‏ 
مثال - ١‏ مصغوفة الداخل - الخارج Leontief ies gol)‏ 

إن ذلك أحد الإنجازات الكبيرة في الاقتصاد الرياضي . لتوضيح ذلك» ننشئ 
مصفوفة الاستهلاك - حيث ره تعطي مقدار الإنتاج زالذي يُحتاج لإيجاد وحدة من 
الانتاج 9 


السؤال الأول هو : هل يمكننا إنتاج «وحدة من الصلب و y:‏ وحدة من الطعام 
و ,«وحدة عمل؟ العمل كما يلي» علينا أن ننطلق بمقادير كبيرة ۶ OY 5, Po‏ قسماً 
من الإنتاج يستهلكه الإنتاج ذاته . المقدار المستهلك هو dp‏ ويبقى إنتاج صاف هو p-‏ 
Ap‏ 

مسألة : يطلب إيجاد متجه وبحيث يكون .P=U-A)'y slp-Apay‏ 

من حيث المظهر e‏ علينا أن نتساءل ما إذا كانت المصفوفة -A‏ 1 قابلة للعكس . 
لكن» لهذه المسألة شرط إضافي» ذلك أن الطلب والإنتاج Èp, y‏ سالبين. وبما أن 
مهو ر"( 4- )» فإن السؤال الحقيقي هو حول المصفوفة التي تضرب «: 

متى تكون ال مصفوفة T-A)‏ غير سالبة؟ 
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بصورة تقريبية » لايمكن ل 4 أن تكون كبيرة . إذا استهلك الإنتاج كثيراً فلن يبقى شيء 
من الإنتاج . مفتاح القضية هو في كبر القيمة الذاتية .3 للمصفوفة 4 التي يجب أن 
تكون أصغر من 1: 

إذا كانت 1< ,1 Op‏ '(7-4) لايمكن أن تكون غير سالبة» 

إذا كانت 1-,2 فإن (IA)!‏ غير موجودة» 

إذا كانت 1< ,۸ ò‏ ':(4-) هي مجموع مصفوفات غير سالبة . 


(0) (=A) aoe Ata” مو هري‎ 


في المثال ذي النوع 3 A =9 CHS‏ والخارج يزيد عن الداخل . والإنتاج يزداد. 

من السهل إثبات ذلك » بعد معرفة الحقيقة الأساسية المتعلقة بالمصفوفات غير 
السالبة مثل 4: ليس» فقط› أكبر قيمة ذاتية موجبة بل المتجه الذاتي x,‏ كذلك . لذاء 
فإن للمصفوفة yl‏ 4 1) المتجه الذاتي ذاته ويقابل القيمة الذاتية (,3- 1/1 . 

إذا كانت ۸ أكبر من الواحد» فإن العدد الأخير سيكون سالباً. عندئذ» سيكون 
للمصفوفة (T-A)!‏ المتجه الذاتي الموجب ,د عوضاً عن المتجه السالب (1-۸) xah‏ 
في هذه الحالة» WA)?‏ غير سالبة بالتأكيد. إذا كانت 1 = ,۸ Ob‏ 4-/ شاذة. الحالة 
الإنتاجية الصحية هي 1< ,۸ » حيث تسعى قوى 4 إلى الصفر (استقرار) وتتقارب 
المتسلسلة ... +4 + 1+4. إذا ضربنا هذه المتسلسلة ب L-A‏ فإنه يبقى لدينا مصفوفة 
الوحدة - جميع قوى 4 تختصر - لذاء (AY! OP‏ تساوي مجموع مصفوفات غير 
سالبة . سنعطي مثالين: 


4 ]02 = 4, 2 > ۸ ويكون الاقتصاد خاسراً 
„afs 4 J‏ >= ۸ ويمكننا انتاج كل شيء 


المصفوفتان Gay”‏ في الحالتين | ag‏ 1]. 
تهدف فكرة ليونتيف Laeontief‏ إلى إيجاد cot‏ يستخدم معلومات حقيقية من 


القيم الذاتية والمتجهات الذاتية ray‏ 


اقتصاد حقيقي ؛ يحوي جدول الولايات المتحدة لعام ۱۹۵۸ م» AY‏ صناعة ارسلت 
كل واحدة منها «جدول معاملات» للاستهلاك والإنتاج. تمتد النظرية إلى مابعد 
-A‏ » لتقرر الأسعار الطبيعية ومسائل Glad‏ بالوضع الأمثل . dale‏ العمل حاجة 
محدودة يجب جعله من النهاية الصغرى . clad‏ الاقتصاد ليس دوماً خطياً. 


مثال ۲ الأسعار من غموذج داخل - خارج مغلق . 

يدعى النموذج مغلقاً فيما إذا كان يستهلك كل ماينتج . لايغادر النظام أي شيء . 
في هذه cI‏ تعود المصفوفة 4 إلى مصفوفة ماركوف . مجموع JS pole‏ عمود 
يساوي الواحد - يمكننا أن نتكلم عن قيم الصلب والطعام والعمل» عوضاً عن 
الوحدان . يمثل المتجه 7 الأسعار عوضاً عن مستويات الانتاج . 

لنفرض أن oP,‏ هو متجه الأسعار . لذاء فإن ,م4 يضرب الأسعار بالكميات 
ليعطي قيمة كل إنتاج . هذه مجموعة جديدة للأسعار يستخدمها النظام من أجل 
المجموعة التالية للقيم Ap,‏ المسألة هي ماإذا كانت هذه الأسعار تسعى إلى التوازن. 
هل توجد أسعار مثل مه - fa yp‏ يقودنا النظام إلى ذلك؟ 

إنك تعرف أن م (غير سالب) كمتجه ذاتي لمصفوفة ماركوف 4 - يقابل القيمة 
الذاتية ۸=1. إنه ا حالة الثابتة Vo‏ وتتقرب من أي نقطة انطلاق ,م. يتعلق الاقتصاد 
ما يلي e‏ عندما تتكرر المعاملة مراراً عديدة فإن السعر يسعى إلى الاستقرار . 

لإتمام ذلك» نعطي شرحاً سريعاً للخواص الأساسية مصفوفة موجية - يجب 
أن لاتخلط مع المصفوفة ا معرفة إيجابياً التي هي متناظرة وقيمتها الذاتية موجبة. هنا 
تكون جميع العناصر aij‏ موجبة . 
Side‏ قيمة ذاتية ,4 لمصفوفة موجبة» هي حقيقية وموجبة» وكذلك الأمر من أجل 
مركبات المنجه الذاتي Fi‏ 
البرهان : لنفرض 0< 4. الفكرة الأساسية هي أن ننظر في كل عدد ؛ بحيث AOS‏ 


۳۹۸ الجبر الخطي وتطبيقاته 


×< × من أجل متجه غير سالب (غير 0=») . لقد استخدمنا التراجح في < Ax‏ 
× لهدف الحصول على ترشيحات كثيرة ل ۲. من أجل أكبر القيم دم (التي وصل 
(Lge)‏ نريد أن نبرهن أن ا مساواة الصحيحة : + ., != AX‏ 

إذا لم تكن mat‏ 1< ×۸ مساواة» نضرب ب 4. بسبب كون A‏ موجبة» فإن ذلك 
يؤدي إلى متراجحة بالمعنى الدقيق عشييم؛< +43 . لذاء فإن المتجه الموجب 42 - y‏ 
يحقق max Y‏ ؛ < AY‏ وأن max‏ ۲ يمكن أن يكون متزايداً. هذا التناقض يفرض المساواة 
م AK =٤‏ ويكون لدينا قيمة ذاتية . متجهها الذاتي «موجب وذلك OY‏ ×4 الموجود 
في الطرف الأيسر للمساواة» حتماً» موجب. 

لرؤية أنه لاتوجد قيمة ذاتية يمكن أن تكون أكبر من OF max‏ نفرض 2= Az‏ بجا 
أنه يمكن ل 2و2 أن تحويا أعداداً سالبة أو مركبة» فإننا نأخذ القيمة المطلقة: 
اا ١21١21-42 ISA‏ استناداً إلى «متراجحة المكلث».١ ١2‏ هذه ليست سالبة» 
لذاء فإن ۸١‏ هي إحدى المرشحات الممكنة ل ۲. أي أن ۱۸١‏ لايمكنها أن تزيد على 
max‏ ۲ - التي يجب أن تكون أكبر قيمة ذاتية . 

هذه هي نظرية بيرون - فر وبينبوس Perron Frobinius‏ المتعلقة بالمصفوفات 
الموجبة وهي واحدة من أكثر النظريات استخداماً في الاقتصاد الرياضي . 
مثال ۳ نموذج فون نيومان Von Neunann‏ لاقتصاد تام . 

نعود إلى المصفوفة 4 ذات النوع 3 × 3 التي أعطت استهلاك الصلب والطعام 
والعمل . إذا كان الخارج / . OW sy fy‏ الداخل المطلوب هو : 
Si‏ 
fı‏ 
lı‏ 

في الاقتصاد» تكون معادلة الفرق تراجعية! عوضاً عن .40 - cu,‏ لدينا 
4- و». إذا كانت 4 صغيرة (كما هي الآن) فإن الإنتاج لايستهلك كل شيء - 
والاقتصاد ينمو. 


0 
1 =Au). 


Uy = 


4 al 
O 8 
a رم‎ ol 


القيم الذاتية والمتجهات الذاتية yqq‏ 


تتحكم القيم الذاتية ل "4 بهذا النمو. لكن» مرة أخرى» يوجد التفاف نحو 
غير السالب لأنه لاييكن للصلب والطعام والعمل أن يظهرا بكميات سالبة. تساءل 
فون نيومان عن المعدل الأعظمي ١‏ الذي يكون الاقتصاد من أجله نامياً ويبقى غير 
سالب» يعني أن 0 < »< uy‏ 

تتطلب هذه المسألة أن يكون ,» 14 < ,». إنها تشبه نظرية بيرون - فروبينيوس 
حيث تقع 4 في الطرف الآخر. كما سبق» تتحقق المساواة» فقط » عندما تبلغ lma‏ 
التي هي القيمة الذاتية المرافقة للمتجه الذاتي الموجب للمصفوفة " 4. في هذا المخالء 
فإن عامل النمو هو 10/9: 


a, 1 


10 


Ax = 


0.9 
45 
45 


aoai 
0.1 8 |5 
52 alls 
فإن الاقتصاد‎ )١ 6 060) إذا تناسبت انتاجات الصلب - الطعام - العمل مع‎ 
Why ينمو بسرعة ماأمكن . معدل النمو الأعظمي هو‎ 


تمارين 


PAPA A اكتب‎ A =|! من أجل مصفوفة فيبوناتشي .| ل‎ (I) ١-۳-٠١ 
AN (باستخدام النص) أوجد‎ 


B=|?, 1 Bo 595-75‏ إذا كانت 


۲-۳-٥‏ لنفرض أن فيبوناتشي قد انطلق بمتتاليته بالحدين3 = ,۴و Fo - ١‏ ومن 
ثم اتبع القاعدة نفسها Fy‏ + ربى” = ۴+2 . أوجد المتجه الابتدائي 
الجديد ,» والمعامل الجديد aldei ge =5 Tuy‏ فيبوناتشي الجديدة . برهن 
أن النسبة Fpa Fy‏ متقاربة نحو المتوسط الذهبي . 


۳-۴-٠‏ إذا كان كل عدد هو متوسط العددين اللذين يسبقانه» 


0-۳-۵ 


T= 


الجبر الخطي وتطبيقاته 


ف (Guar‏ >= د Grs‏ كون المصفوفة 4 وقم بتقطيرها . إذا انطلقت 
من1/2 = ,0,6 = Go‏ أوجد قانون »6 واحسب نهايته عندما © هغ . 
درس بيرناديلى خنفساء «تعيش ثلاث سنين» AG, chib‏ 6 السنة 
الثالثة. إذا كان احتمال بقاء مواليد الجيل الأول 2 ثم الجيل الثاني 
53 ثم ينتج من الثالث ست إناث قبل الانتهاء» فالمصفوفة هنا هى : 

6 

0 


A= 5 
0 


on|-O 
هج داس‎ 


برهن أن 1= ۰4 تابع توزع الخنافس خلال ست سنوات منطلقاً من 
۰ خنفساء لكل جيل . 
الذين أصيبوا بالمرض . أوجد ULH‏ الثابتة لهذه الحالة الخاصة من قضية 


اک 
i + @‏ 
dk+ı $ i dk‏ 
Skai |=|? 7 Fi] %‏ 
ان ]| + 0 0 Wet‏ 


اكتب مصفوفة الانتقال ذات النوع 33 لمقرر في الكيمياء يدرس في 
شعبتين» إذا علمت أنه في كل أسبوع ينسحب من المقرر ربع مافي الشعبة 
4 وثلث مافي الشعبة 8 وينتقل سدس مافي كل شعبة إلى الشعبة 
الأخرى. 

أوجد القيم النهائية ل yr‏ و )09 د ) »2 إذا كان : 


Yki =-8Yk + .3 ع2‎ Jo =O 
Zee) > وه ع7 +ع2.‎ =5. 


١ 


\\-Y-0 


القيم الذاتية والمتجهات الذاتية a‏ 


أ وعد أيضا pa Zk Yad tee‏ “۹5یک و 

(أ) انطلاقاً من الحقيقة : العمود ١‏ + العمود Y‏ = 7 (العمود (Y‏ أي أن 
الأعمدة مرتبطة خطياًء ماهي إحدى القيم الذاتية ل 4 وماهو المتجه 
الذاتى المقابل؟ 

D ue aa 
4 2 2 
4 4 


(ب) أوجد بقية القيم الذاتية ل 4. 

)>( إذا كان 0 ,10 ,0( = cu,‏ فأوجد نهاية Aku,‏ عندماه ج hk‏ 
نفرض أنه توجد ثلاثة مراكز رئيسية لسيارات الشحن التي تؤجر بدون 
سائق . في كل شهرء يذهب نصف الموجود في بوسطن ولوس أنجلوس 
إلى شيكاغو ويبقى النصف الثاني حيث هو موجود» أما السيارات 
الموجودة في شيكاغو فتقسم بالتساوي بين بوسطن ولوس أنجلوس. 
أوجد مصفوفة الانتقال 4 التي هي من النوع 3 × 3 وأوجد الحالة الثابتة 
able.‏ للقيمة الذاتية 1 A=‏ 

(أ) في أي مدى ل b, a‏ تقع معادلة طريقة ماركوف التالية؟ 


u E 
ko =j 


(ب) احسب =SA* Su,‏ »» من اجل أي قيمتين للعددين „ab‏ 

(ج) تحت أي شرط على العددين (,ه يكن ل » أن تتقرب من نهاية 
محدودة عندما cko‏ وما هذه النهاية؟ هل المصفوفة ۸ مصفوفة 
مارگوف؟ 

شركة متعددة الجنسيات في الولايات المتحدة واليابان وأوربا AB‏ 
موجوداتها ب ٤‏ تريليون. عند الانطلاق» كان في الولايات المتحدة 


a b 


Uke) FU = Tan a 


\Y-Y-o 


\¥-Y-0 


الجبر الخطي وتطبيقاته 
ترليونان ومثلها في أوربا. في كل عام يبقى نصف مال الولايات المتحدة 
في مكانه» ويذهب الربع إلى كل من اليابان وأوربا. بالنسبة لليابان 
وأورباء يبقى النصف في مكانه ويرسل النصف الثاني إلى الولايات 
المتحدة . l l‏ 
)١(‏ أوجد المصفوفة التي تعطي : 


US 
J 


US 
J 
E 


=A 
k+l åw 


wis 
.4 (ب) أوجد القيم الذاتية والمتجهات الذاتية ل‎ 
. (ج) أوجد التوزيع النهائي للأربعة تريليونات في آخرالعالم‎ 
ok (د) أوجد التوزيع في السنة‎ 
مصفوفة ماركوف» برهن أن مجموع مركبات 4 يساوي‎ A إذا كانت‎ 
OP 22 حيث 1غ‎ Ar =x مجموع مركبات ×. استنتج أنه إذا كان‎ 
. مجموع مركبات المتجه الذاتي يساوي الصفر‎ 
: يدور على دائرة‎ Cii القيمتان الذاتيتان‎ ( du / حل » | ل | = »۸= نه‎ 
نفرض أننا قربنا بمعادلات الفروق التقدمية والتراجعية‎ .u=(cost, sint) 
: والمتوسطة‎ 
Wye > 0+ نالف‎ gh u | -uy= Au, (Î) 


uaa) =U +A) u أو‎ u -u, = Au (o) 


n+l n+l : 


Uy gy =(1- SATU + LAJu, gh uppi -Up= (ج) ۾ + م24‎ 


أوجد القيم الذاتية .(14 + )"(14 -0 و "(4 - 0 و ۸4+ 1. GY‏ 
من معادلات الفروق» يبقى JH‏ على دائرة؟ 


Uns) =A, Wn), Woe) = Cn + wn) ebl قيمة» في‎ le ٠٤-۳-٥ 


التي تؤدي إلى عدم استقرار؟ 


10-۳-0 


a‏ سنا 


1۷-۳-0 


1۸-۳-0 


4-۳-0 


ea 


القيم الذاتية والمتجهات الذاتية ‘oY‏ 


أوجد أكبر القيم ل Mabe‏ تكون من اجلها المصفوفات التالية مستقرة 


حياديا: 


c 8 
2 «el 


a -8 b ‘|‏ 
2P |o 2f‏ 8 
بضرب حد بحد» تحقق من أن 1= (... + (I-A (0 + 4 +A?‏ تمثل هذه 
المتسلسلة اللانهائية (I-A)!‏ وهى غير سالبة عندما تكون 4 غير سالبة» 
شرط أن يكون لها مجموع محدود؛ هذا هو شرط كون1 > Ay‏ اجمع 

هذه المتسلسلة» وحقق أنها تساوي '(4- ) لمصفوفة الاستهلاك : 
011 


001 
000 


A= 


إذا كانت | : |= 4» فأوجد القوى *4 (بما في ذلك (AP‏ وبرهن 
بالتفصيل أن مجموع هذه القوى يتفق مع '(4- U‏ . 

فسر بالرياضيات أو بالاقتصاد لماذا يوجب تزايد أي عنصر من «مصفوفة 
الاستهلاك» 4 تزايد =A‏ .وم ۲ (ويخفض الاستهلاك) . 

مانهاية كل من المصفوفات التالية عندما مه > ULI) k‏ الثابتة) . 


ekia 


برهن أن كل ثالث عدد من أعداد فیبوناتشی زوجي . 


? 


٤ - 0‏ المعادلات التفاضلية والدالة الأسية “ء 

أينما نجد نظام معادلات» سوى حالة المعادلة المنفردة» تؤدي نظرية المصفوفات 
دورها في -JH‏ لقد كان ذلك صحيحاً لمعادلات الفروق حيث كان الحل uy =A“ u,‏ 
متعلقاً بقوة» بالمصفوفة 4. وهوء أيضاً صحيح من أجل المعادلات التفاضلية حيث 


ft‏ الجبر الخطي وتطبيقاته 


كان u (t) ey JH‏ متعلقاً بدالة أسية فى A‏ لتعريف هذه الدالة الأسية وفهمهاء 
las‏ مباشرة » يمثال: 
dt eau =|? ac‏ )\( 
d‏ 


I 2‏ 5 
الخطوة الأولى هي» دوماًء إيجاد القيم الذاتية والمتجهات الذاتية : 
Ti. 1 ie 1‏ 
seli aleea}‏ 

توجد عدة إمكانات تؤدي كلها إلى الجواب ذاته . من المحتمل أن يكون أفضل 
طريق هو إظهار الحل العام وجعله يتلائم مع المتجه الابتدائي thy‏ عند 1=0. JH‏ العام 
هو تركيب خطي للحلول الأسية الخالصة . إنها حلول من الشكل الخاص caac ex‏ 
۸ قيمة ذاتية للمصفوفة 4و + متجهها الذاتى ؛ Gand‏ هذه الحلول المعادلة التفاضلية 
لأن -d / 4: (c e* XX) =A (c e“»‏ (لقد كان هذا مقدمتنا للقيم الذاتية في منطلق هذا 
(OU‏ في هذا المثال الذي هو من النوع 2×2. توجد دالتان أسيتان خالصتان تركبان 
كما يلى : 

00 =|; $ [e P B sí u (t) = Cex, + eze x, 


فى لحظة الصفرء عندما تكون الدالة الأسية 1 = e 9 Cy CWS lan e‏ 


1 Xipe | 
Mo =li 4 ie 3 أو‎ Uo =e + 22 


نتعرف هنا على المصفوفة cS‏ مصفوفة المتجهات الذاتية. والثابت .”ىدع 
هو نفسه الذي كان لمعادلات الفروق . بالتعويض بهذه القيم في )62 تكون المسألة قد 
حلت والحل بالصورة المصفوفية هو: 


4 
e 


21 
3, |S u 
e o 


القيم الذاتية والمتجهات الذاتية 8‘ 


يوجد قانون أساسي لهذا البند : eM Say‏ 5 - » يحل المعادلة التفاضلية» تماماً 
كما كان يحل القانون S ASS Tuy‏ معادلة الفروق . المصفوفتان الأساسيتان هما: 


+t 


1- 
5 | 9 5 اح 


کڪ چ 


هناك أمران علينا إنجازهما بالإضافة إلى هذا المثال. الأول هو إتمام الجزء 
الرياضي وذلك بإعطاء تعريف مباشر للشكل الأسي ا مصفوفي. الأمر الثاني هو 
إعطاء تفسير فيزيائي للمعادلة ولحلها . إنها مثل صنفاً من المعادلات التفاضلية التي لها 
تطبيقات مفيدة . 

لنهتم أولاً بالدالة الأسية . بالنسبة لمصفوفة قطرية ۸ الأمر سهل؛ ٠“‏ تحوي» 
فقط » الأعداد ge”‏ قطرها pus LS)‏ سابقاً) . لمصفوفة dale‏ 4 الفكرة الطبيعية هي 
محاكاة تعريف متسلسلة القوى : 


إذا عوضنا “دب /4و ! ب /يصبح المجموع مصفوفة من النوع inxn‏ 


2 3 
“n pan Piss i 
2! 3! 


(۳) 


ea] +At + 


إن ذلك دالة أسية في Ar‏ هذه المتسلسلة متقاربة دائماً وإن لمجموعها الخواص 


(£) (e**)1e") =eAe+0 
(9) ee“) =1 
(V a (e*) =Ae™ 


dt 
المعادلة التفاضلية . يجب أن يكون‎ J u =e^u, من المعادلة الأخيرة» جحد أن‎ 
Cols هذا ا لحل من شكل تلك الحلول التى استخدمناها للحساب» چیک‎ 


Pint‏ الجير الخطي وتطبيقاته 


=Se Stu,‏ ». لكي نبرهن مباشرة أن هذين الحلين متوافقان» نذكر أن كل قوة 
“(-ومرى) تظهر بالصورة =SA‘S"‏ *4 (لأن 8 تختصر مع 5). لذاء فإن الدالة 
الأسية كاملة قد obi‏ بالوقت ذاته : 


2@-1,2 Sexi 3 
SASE SSE 
2! 3! 


e" =1 + SASTt 


2 3 
Text AO + (ADT Ee) SO Bees. 
2! 3! 


=S 


مثال : الدالة الأسية ل [! +-]-ه هي : 


At mea II EE wr 
oe 1د‎ alka 
1 ete? èt et 
“> gts et et + ert . 


عند 1-0 نحصل على مصفوفة الوحدة /- "ء . المتسلسلة eS‏ تعطي الجواب 
من اجل كل قيمة ل ct‏ لكن» من الصعب حساب ذلك . يعطي الشكل "كء"“ء 5 
الجواب ذاته عندما تكون ۸ قابلة للتقطير . يجب أن يقع « من المتجهات الذاتية المستقلة 
في 5. لكن هذا الشكل أكثر بساطة ويؤدي إلى من الدوال الأسية الخالصة e™x‏ 
التي هي أفضل حل على الإطلاق : 


© ل إذا كانت A‏ ممكنة التقطير "۸5 5 = ۸ فإن للمعادلة التفاضلية du Idt = Au‏ 


الحل: 


(y) u(t) =e^'u, = واكم‎ uy. 


أعمدة 5 هى المتجهات الذاتية للمصفوفة ه» بحيث يكون : 


القيم الذاتية وامتجهات الذاتية E.V‏ 


At 
e 
wfs wae | * we Sit 
e n 


(۸) =eje xy +... Feqe Xa 

الحل العام تركيب خطي لدوال أسية خالصة» وتتلائم المعاملات ci‏ مع الشرط 
الابتدائي tlo‏ حيث u,‏ 28 6. 

يعطي ذلك توافقاً تاماً مع معادلات الفروق - بإمكانك مقارنة ذلك مع G0)‏ 

في كل من الحالين» نفرض أن 4 قابلة للتقطير» GY‏ إذا كانت خلاف ذلك 
فسيكون لها متجهات ذاتية يقل عددها عن « ولايمكنناء عندئذ» إيجاد ade‏ كاف من 
ار LoL‏ يكن إيجاة الخلول الاك الها رة esl‏ قي امن الخلول 
الأسية الخلص ¢ وو ا te‏ مع ذلك» 
يبقى القانون .ن'*»- u(t)‏ صحيحاً بصورة تامة 

لاتكون المصفوفة e^‏ شاذة أبداً. وأحد براهين ذلك هو أن ننظر في قيمها 
الذاتية ؛ إذا كانت قيمة ذاتية للمصفوفة cA‏ فإن “أ هي القيمة الذاتية المقابلة 
للمصفوفة ٠‏ - وإن عدداً مثل e‏ لايمكن أن يكون» al‏ صفراً. طريقة أخرى هي 
حساب قيمة المحددة التي تساوي جداء القيم الذاتية : 


Àt Àt À,t At 
det e =e" 2 at 3 شان‎ 


Se cla ling‏ آنا يكو ازمر . وأفضل طريقة هي التأكد من أن 
e"‏ هي المعكوس وفق )0( 

إن قابلية العكس هذه أساسية من أجل المعادلات التفاضلية العادية» OY‏ ذلك 
يؤدي إلى النتيجة التالية : إذا كان لدينا n‏ حلا مستقلة خطياً عند 0 - : فإنها تبقى دوماً 
مستقلة خطياً . إذا كانت المتجهات الايتدائية v ..... v‏ فانه يمكننا وضع Bev JH‏ 


)1( لحساب هذه الحالة المعيبة, يمكننا استخدام شكل جوردان في الملحق (ب) وإيجاد "أ . 


ELA‏ الجبر الخطي وتطبيقاته 


: مصفوفة‎ 
ety; «v0, | =e |] واه‎ 

محددة هذه المصفوفة تدعى رونسكيان وهي لاتساوي الصفر أبداًء UN‏ 
تساوي جداء محددتين غير صفريتين . وكل من مصفوفتي الطرف الأيهن قابلة 
للعكس . 
ملاحظة : 

لاتظهر كل معادلة تفاضلية على صورة نظام من المرتبة الأولى Au‏ = :4/4 إذ إنه 
يمكننا الانطلاق من معادلة مفردة من مرتبة عليا مثل : 

y" - 3y" + 2y' = 0. 

لتحويل هذه المعادلة إلى نظام من النوع 3X3‏ نفرض أن vey way‏ 
كمجهولين إضافيين بالإضافة إلى y‏ نفسه . لذاء فإن ogla‏ المعادلتين بالإضافة إلى 
المعادلة الأصلية» تكونان: 
0 1 0 


00 1 
0-2 3 


وبذلك نعود إلى نظام من المرتبة الأولى . يمكن حل المسألة بطريقتين . في مقرر 
ا a‏ «في معادلة المرتبة الثالثة فتجد: 
MA -1)k-De"=0 gf A? e‏ 
ا wy =e" y =e, y =e" 2 agi, tm‏ إنها لاتحوي متجهات 


u= 


ذاتية . 
في مقرر الجبر الخطي » نعالج ذلك كالمعتاد» كما في حالة نظام من المرتبة الأولى 


w g ١ 
(4) det(A-AI=|0 -à 1 |=-A>4+3A7-20=0. 
0 -2 3-A 


القيم الذاتية والمتجهات الذاتية q‏ 5 1 


تظهر من جديد معاملات الإساس A=0,2=1,2=2‏ . إن ذلك قاعدة عامة 
تجعل الطريقتين منسجمتين . فمعدل نمو الحلول» خاصة ذاتية للمسألة وستبقى متوفرة 
ولو تغير شكل المعادلة . يظهر لنا أن حل معادلة من المرتبة الثالثة أسرع . 

لننتقل OV‏ إلى التفسير الفيزيائي JU‏ » وهو المعادلة du/dt =Au‏ حيث : 
أ A=]?‏ من السهل تفسير هذه المعادلة وهي بالوقت ذاته معادلة مهمة حقاً. 
تصف هذه المعادلة التفاضلية عملية انتشار يكن تخيلها بتجزئة أنبوب لانهائي إلى 
قطع أربع » قطعتان في الوسط محدودتان وأخريان في الطرفين وهما نصفا- لانهائيتين 
(شكل .)١-5‏ في اللحظة 0= : » يكون تركيز المحلول الكيمائي الذي تحويه القطعتان 
المحدودتان مساوياً ,:. ,:. في هذه اللحظة وفيما بعدهاء يكون التركيز في القطعتين 
اللانهائيتين صفراً؛ بسبب كون الحجم لانهائياً» يمكن أن يكون ذلك هو الصورة 
الصحيحة لمتوسط التركيز في هذين الجزءين اللانهائيين» حتى بعد أن يبدأ السائل 
الكيمائي بالانتشار . يبدأ الانتشار في اللحظة 0= ۲ ويتحكم به القانون 


So 5 Sy S 


شكل )1-0( . نموذج من الانتشار 
التالي : في كل حظة ot‏ معدل الانتشار بين قطعتين متجاورتين يساوي الفرق بين 
التركيزين . يمكننا أن نتصور أن التركيز يبقى متجانساً في كل قطعة . العملية متصلة 
بالنسبة للزمن ولكنها منقطعة في الفضاء ؛ المجهولان الوحيدان هما ev (t), w(t)‏ 
ي القطعتين الداخليتين SS,‏ 
يتغير التركيز v‏ باتجاهين» بالانتشار في قطعة أقصى اليسار ,5 وبالانتشار في ,5 
أو في خارجها. يكون المعدل النهائي لهذا التغيير هو : 


3 الجبر الخطي وتطبيقاته 


av _w-y)+@-v 
t 


وذلك لكون التركيز في ,5 مطابقاً للصفر. بصورة مشابهة : 
د بع + زو - 0 = 9 
t‏ 
نتيجة لذلك يكون النظام ملائماً du / dt = Au WELLL‏ في المعادلة :)١(‏ 


du _ 
dt 


u= u. 


1 ب ارمس 


wj Vv - 2w 1 -2 


تتحكم القيمتان الذاتيتان )١-(‏ و (-7) بسلوك JH‏ . إنهما تعطيان معدل تناقص 
التركيز» وإن .دهي الأكثر أهمية لأن شروط انطلاق استثنائية فقط قد تؤدي إلى تناقص 
سريع معدله ”ء. بالفعل» هذه الشروط تأتي من المتجه الذاتي (1-.1) . إذا كانت 
التجربة لاتقبل سوى تركيز غير سالب» فان التناقص السريع غير تمكن وإن المعدل 
النهائي هو "ء. الحل الذي يكون فيه للتناقص هذا المعدل يقابل المتجه الذاتي (1, 1)» 
لذاء على التركيزين أن يصبحا تقريباً متساويين عندماه wt,‏ 
تعليق إضافي على هذا المثال : إنه تقريب منقطع بمجهولين» فقط› لانتشار 
مستمر موصوف بالمعادلة التفاضلية الجزئية : 


A 
ax? 


w u(0) =u(1) = 0 

نقرب هذه المعادلة بالمحافظة على التركيز الصفري في القطعتين اللانهائيتين» 
وتجزئة وسط الأنبوب إلى أجزاء متصاغرة طول كل منها 1⁄۸ . تتحكم بالنظام المنقطع 
ذي ال مجهولاً. المعادلة: 
Oe) 5‏ 
Au.‏ = 


Uy 


إنها مصفوفة فروق منتهية بالعناصر 2,1-,1 . الطرف الأيمن Au‏ تقريب للمشتقة 


القيم الذاتية والمتجهات الذاتية ٤١‏ 


الثانية :40/4 بعد تغيير لسلم القياس الذي معامله eN?‏ يأتي من مسألة التدفق . في 
النهاية عندما ١N.‏ نصل إلى معادلة ا حرارة “ ot - x -2u‏ حلولها Leal‏ 
Pee... Ce eee eee‏ 
الحالة cars ax‏ لدينا دالة ذاتية في dx‏ = هرثك ؛ إنها u =sinn nx‏ لذاء يكون حل 
معادلة الحرارة : 


u(t) = F cae” ` امس‎ 


يتعين الثابت » كالمعتاد» بشرط البدء . معدلات التناقص هى المتجهات الذاتية : 
 - ar‏ . النماذج النظامية هي الدوال الذاتية . الشيء الجديد الوحيد هو وجود 
دوال وليس متجهات OY‏ المسألة متصلة وليست منقطعة . 


استقرار المعادلات التفاضلية : 

LE‏ كما في معادلة الفروق» Of‏ القيم الذاتية هي التي تقرر كيف يتصرف 
الحل wi‏ للمعادلة التفاضلية عندما بم ه؛ . مادامت 4 قابلة للتقطير فانه سيكون 
الماد الا ايء من ا لر الاس كاه وة أت لمحد اله 
تركيباً لهذه الحلول من الشكل : 


Awl 
n& Xn: 


تتحكم العوامل eA‏ باستقرار المعادلة . إذا كانت جميعها تتقرب من الصفرء 
op‏ (» » تتقرب من الصفرء أيضاً؛ وإذا ازداد واحد منها دون توقف. فان الحل 
العام» باستثناء بعض شروط الانطلاق الخاصة جداًء يزداد بدون توقف . علاوة على 
ذلك» بما أن القيمة المطلقة للدالة e glase”‏ فقط » بالحزء الحقيقي من 1 » فإن الأجزاء 
ا حقيقية فقط هي التي تتحكم بالإستقرار : إذا كانت A= a tib‏ فإن: 


e™ د‎ مم٣‎ =e" (cos bt + i sin bt) و‎ le“l=e™. 


Ané 
u(t) = Ses 7 u,=cye 'X,+...+¢,¢ 


اع الجبر الخطي وتطبيقاته 


تتخامد القيمة المطلقة» إذا كان 0 > ۾ وهي ثابتة إذا كان0 - ه وتنفجر (تزداد 
دون توقف) إذا كان 0< a‏ أما ا لجزء التخيلي ط فإنه ينتج تذبذباً صرفاء اما السعة فإنها 
تتنتج عن Al‏ الحقيقي . 
O‏ م تكون المعادلة التفاضلية du/dt = Au‏ 
مستقره و 0ه عندما يكون 0 > Rer‏ 

مستقرة حيادياً إذا كان جميع 0> Rer‏ وبعضها 0= Rer‏ 

غير مستقرة و “© غير محدودة عندما تحقق إحدى القيم الذاتية 0 . 

يدعى في بعض النصوص e‏ الشرط #١۸>0‏ استقراراً مقارباًء لأنه يتكفل التخامد 
عد القيم الكبيرة ل4. مناقشتنا تعلق بوجود »من الخلول الأسية all‏ 6 ولكن» 
حتى عندما تكون 4 غير قابلة للتقطير (هناك حدود من الصورة “ (re‏ فان النتيجة 
«Lal as‏ صحيحة : تتقرب كل ا حلول من الصفر» إذا وإذا فقط » كان جميع القيم 
الذاتية أجزاء حقيقية سالبة . 

من السهل إثبات الاستقرار في نظام من النوع 2 ×2 (وهو شائع جداً في 
التطبيقات) . المعادلة هي : 


du 
dt 


وإننا بحاجة لمعرفة متى يكون للقيمتين الذاتيتين لهذه المصفوفة جزءان حقيقيان 
سالبان. (لاحظء Lal‏ أنه من الممكن أن تكون القيم الذاتية مركبة) . إختبار الاستقرار 
مباشر فعلاً: 
يجب أن يكون الأثر +d‏ ۾ سالاً . 
يجب أن تكون المحددة -bc‏ 44 موجبة . 
عندما تكون القيم الذاتية حقيقية » يضمن هذان الاختباران أن تكون القيم الذاتية 
سالبة . إن جداءها يساوي المحددة ؛ إذا كانت موجبة فإن القيمتين الذاتيتين إما موجبتان 


القيم الذاتية والمتجهات الذاتية مااع 
معاً أو سالبتان معاً. مجموعهماهو SV‏ ؛ إذا كان سالباً فان القيمتين الذاتيتين سالبتان . 
عندما تكون القيمتان الذاتيتان مركبتين xt iy‏ فان الاختبارين يبقيان ناجحين : 
مجموعهما هو الأثر :2 (الذي هو سالب) والمحددة هي =a ty‏ را ») ) (tiy‏ 
(و هي موجبة). يبين الشكل ربع الاستقرار الوحيد» وبين أيضاء القطع المكافىء 
الذي هو الحد بين القيم الذاتية الحقيقية والمركبة . يكمن تفسير هذا القطع المكافىء في 
معادلة القيم الذاتية : 


2-2 5: laê 5 
det a | =À" - (traceA + (det) = C 
lA إنها معادلة من الدرجة الثانية لذا فان القيم الذاتية‎ 
025 A= 1 [trace + (trac)? - a(det)). 
determinant 
N, both Re À < 0 | both Re à > 0 / 
N stable unstable Fá 
N, 7 
N, nd 
both A <0 NÂ, = l كس‎ both A >0 
sae 8 ور كين‎ msable i 
race 


A, < 0 and A, > 0 : unstable 


شكل .(Y-0)‏ مناطق الاستقرار لمصفوفة من النوع ۲ ×۲ . 
فوق القطع المكافىء» يكون العدد الذي تحت الجذر التربيعى سالباً ‏ لذاء فإن ۸ 
ليست حقيقية . على القطع المكافىء» يكون الجذر التربيعي صفراً لذا فان ۸ مكررة . 


٤‏ الجبر الخطي وتطبيقاته 


إنها حقيقية تحت القطع المكافىء . إنها تقع على القطع المكافىء أو تحته من أجل كل 
مصفوفة متناظرة» GY‏ إذا كان = ط فإن : 

(trace)? - 4 (det) = (a +d ) -4 (ad -b° ) = (a-d )” +4b°20. 
من إشارتين متعاكستين‎ cb القيم الذاتية المركبة ممكنة» فقط» عندما يكون العددان‎ 
. وكبيرين بقدر كاف‎ 


مثال من كل ربع : 
لامالا 

على حدود الربع الثاني تكون المعادلة مستقرة حيادياً. باجتياز هذه الحدود يحصل 
عدم استقرار. على المحور الأفقي» تكون إحدى القيمتين الذاتيتين صفراً OY)‏ 
المحددة 0 = CAA,‏ وتكون على المحور الرأسي فوق نقطة الأصل القيمتان الذاتيتان 
تخيليتان (لأن الأثر صفر) . اجتياز هذين المحورين هما الطريقان الأساسيان لضياع 
الاستقران. 

تعد الحالة nxn‏ أكثر صعوبة. لإيجاد شرط لازم وكاف للاستقرار» أي 
اختبار كامل ليكون جميع 0> Re‏ هناك إمكانان. الأول هو العودة إلى طريقة 
Roth and Hurwitz‏ اللذين أو جدا متسلسلة من المتراجحات في العناصر ‏ 4. إنني 
لاأجد هذه الطريقة جيدة لمصفوفة كبيرة؛ من المحتمل أنه يكن للحاسوب إيجاد القيم 
الذاتية بثقة كبيرة بحيث يمكنه اختبار هذه المتراجحات . الإمكان الآخر اكتشفه ليابونوف 
„$i s Lyapunov‏ عام ۱۸۹۷م . تقوم هذه الطريقة على إيجاد مصفوفة محملة W‏ بحيث 
يبقى الطول ا محمل ٠١٠) I‏ دوماً متناقصاً . إذا cote’‏ مثل هذه المصفوفة فان »۸= ut‏ 
تكون مستقرة؛ pad bins Wu C) I‏ نحو الصفر بثبات» وبعد قليل من التموج» de‏ 
» إلى ذلك» Lad‏ تظهر القيمة الحقيقية لطريقة ليابونوف في الحالة غير الخطية» 


القيم الذاتية والمتجهات الذاتية Nê‏ 


حيث يكنها أن تجعل المعادلة غير aXe‏ الحل. ولكنهاء مع ذلك» تترك Wie )١(‏ 
Il‏ متناقصة بحيث يكن برهان الاستقرار دون معرفة قانون (t)‏ ». 

o-i} - a Aie 
| o |» نضع المعادلة‎ ١ مثال‎ 
لما كان الأثر صفراً والمحددة تساوي الواحد» فان القيمتين الذاتيتين تخيليتان:‎ 


ava =|‏ حول دائرة . 


~ 2 wt aA ol 
Meigs, W | 1 1 |= +120 


المتجهان الذاتيان هما( :-,1) و( ,1) والحل هو : 
1 
K‏ 


: تعود الأعداد ا حقيقية للظهور‎ (cost = isint 4 e”) و‎ cost +i sint se” 


u(t) =c; e" +c,e" 


(VY) 


i (c +c, )costt+i(c,-c,)sint 
= رع )+1 5م (زيع - رع)1-‎ +e, ) sin t j 
يجب أن يطابق ذلك القيمة‎ ccost - 1 حيث‎ oral عند‎ 


i= K‏ . لذا » فإنه يجب 


أن يضرب العددان a‏ و ط ب 1 وينتهي () » إلى الصورة : 


OY) 


a cos t -b sint 
b cos t + a sint 


cost -sint 
sin t cos t 


u(t) = 


b 
لذاء يجب أن تكون الدالة الأسية‎ cu, لدينا أمر مهم! المصفوفة الأخيرة تضرب‎ 
(تذكر أن الحل هو »= »). هذه المصفوفة في الجيب وجيب التمام هي مثالنا‎ oe” 
الذي نفتتح به موضوع المصفوفات القائمة . للأعمدة طول يساوي الواحد» جداؤهما‎ 
: الداخلي صفرء وهذا مايؤكد الحقيقة البديعة التالية‎ 
. إذا كانت متناظرة -تخالفية فان “ء مصفوفة قائمة‎ 
هذه هي » تماماً» مصفوفة النظام المحافظ حيث لايوجد ضياع في القدرة بسبب التخامد‎ 


5ع الجبر الخطي وتطبيقاته 


أو الانتشار: 


امسا e p eua]‏ ر 


تمثل المعادلة الأخيرة خاصة أساسية للمصفوفات القائمة . عندما تضرب متجهاًء 
فإن طوله لايتغير . لقد دار المتجه u‏ فقط. ليمثل حل المعادلة »۸= idu/di‏ إنه 
يتحرك على دائرة . 

في هذه الحالة غير المستخدمة Sad‏ يكن التعرف على e"‏ مباشرة من 
المتسلسلات اللانهائية . لاحظ أن | 1 ؟ | = 4 تحقق 1- - 4 واستخدام ذلك بازدياد 


كه 
3 2 
are AX + AD,‏ ب 1 e=‏ 
6 2 
3 2 
+t...‏ | 
_|cost -sint‏ 6 2 5 
t | te “| sint cost‏ | 1 
t-—+... 1-—+...‏ 
2 6 
مثال Y‏ معادلة الانتشار « | ب + | = كانت مستقرة وكان 1--1و3--1. 


مثال Y‏ إذا سددنا نهايتي القطعتين اللانهائيتين» فلا يوجد شيء يترك النظام : 


du/dt=w -v î du 
dw/dt=v-w 2 dt 


إن ذلك طريقة ماركوف ال متصلة . عوضاً عن الانتقال في كل cele‏ يتحرك الأفراد في 
كل لحظة. المجموع العام v w‏ ثابت. ينتج ذلك عن جمع المعادلتين 
الواقعتينفياليمين: dt (v+w)=0‏ لله . 

يساوي مجموع عناصر أي عمود من مصفوفة ماركوف 1= ۸ + يساوي 
مجموع عناصر أي عمود من مصفوفة ماركوف المتصلة 0= ۸. تكون 4 مصفوفة 


القيم الذاتية والمتجهات الذاتية Ey‏ 


ماركوف إذا وإذا فقط كانت BHAT‏ مصفوفة ماركوف المتصلة . الحالة الثابتة في 
الحالتين هي المتجه الذاتي المقابل ل ,۸ . إنه مضروب بالعدد 1 -“1 في معادلة فرق 
وبالعدد 1="ء في معادلة تفاضلية . وهو غير متحرك . 

في هذا ا مثال» الحالة الثابتة هي v =w‏ 
مثال ٤‏ في مفاعل ذري » JE‏ عن حالة إنها حرجة إذا كانت مستقرة Lobe‏ الانشطار 
يوازن الضياع . وبطء الانشطار يجعلها مستقرة أو دون الحرج» وأخيراًء يتوقف. 
وانشطار غير مستقر يمثل قنبلة . 


معادلات المرتبة الثانية : 
يؤدي قانون الانتشار إلى نظام من المرتبة الأولى وكذلك كثير من التطبيقات 
الأخرى في الكيمياء وعلم الحياة وفي مجالات أخرى . لكن قوانين الفيزياء الأكثر 
أهمية لاتؤدي إلى مثل ذلك . من ذلك» قانون نيوتن Fama‏ حيث التسارع © مشتقة 
من المرتبة الثانية . يؤدي مبدأ العطالة إلى معادلات من المرتبة الثانية (علينا أن نحل 
Doles‏ من الشكل »۸= ”:4 /» . بدلا من المعادلة sige (du/dt =Au‏ هنا 
هو معرفة تأثير هذا التحول إلى المشتقة ASW‏ على سلوك الحل. ٠‏ إن ذلك اختياري 


في الج ghd‏ ولکنه لیس WIS‏ قي seb jill‏ 
ستكون المقارنة مثالية إذا احتفظنا بالمصفوفة 4 ذاتها : 
(V8) du a i‏ 
u‏ 2 1 کل > 


يجب تعيين شرطين ابتدائيين في اللحظة 0= : وذلك لتحديد انطلاق النظام 
(i J‏ 
- «الانتقال» u =u,‏ والسرعة dd =u"‏ . لملاءمة هذه الشروط » نحتاج إلى 2 دالة 


)1( المشتقة الرابعة ممكنة أيضاء في التواء العوارض e‏ لكن يظهر أن الطبيعة تقاوم وجود 
أعلى من المرتبة الرابعة . 


ENA‏ الجبر الخطي وتطبيقاته 
لنستخدم ه مفضلين ذلك على ۸ ولنكتب الحلول الخاصة على الصورة 
use x‏ لنعوض هذه الدالة الأسية في المعادلة التفاضلية التي عليها أن تحقق : 


5 2 > 4 
(\o) -@?x=Ax أو‎ e (ex) = Aex), 
dt” 


على ا متجه × أن يكون أحد متجهات ۸ الذاتية » e LLE‏ كما سيق . القيمة الذاتية 
المقابلة هنا هي co‏ أي أن التواتره مرتبط مع معدل التخامد ۸ بالعلاقة ۸= ”ه -كل 
حل خاص × لعادلة المرتبة الأولى يؤدي إلى حلين خاصين ee‏ لمعادلة المرتبة الثاني » 
OL‏ هما ostya‏ . يتعطل ذلك» فقطء عندما OSS‏ 2-0.الصفرهو 
العدد الوحيد الذي له جذر تربيعي واحد» فقط ؛ إذا كان المنجه الذاتي + فإن الحلين 
الخاصين هما «,, «. 

لمصفوفة انتشار حقيقية» تكون جميع القيم الذاتية ۸ سالبة ولذلك تكون كل 
التواترات 0 حقيقية : يتحول الانتشار ا خالص إلى تذبذب خالص . يؤدي العامل 
e‏ إلى استقرار حيادي» الحل لايتعاظم ولايتخامد وتبقى» Wad‏ الطاقة ثابتة . 


JH‏ العام للمعادلة »4= e usdi?‏ إذا كانت 4 ذات قيم ذاتية سالبة +..... .2» وإذا 
کان V-a‏ جى 
)x,.‏ "يق + YY u(t) = (ce + dje CN ele‏ 


كما يجري» دائماً» نستنتج قيم الثوابت من الشروط الابتدائية . إن ذلك سهل 
إجراؤه (على حساب قانون إضافي) بالانتقال من التذبذب الأسي إلى الجيب وجيب 
التمام الأكثر إلفة : 


(1V) J u(t) = ره‎ cos@ yt +b, sin ® Nx, + ... + (a, COS ® ,t + bq Sin Onin, 


يمكن للانتقال الابتدائي أن يعمل بصورة منفصلة : 0= ؛ » يعنى أن 0= نه "نوو 


wt = 1‏ 2605 يبقى » عندئل: 


القيم الذاتية والمتجهات الذاتية ۹ء 


a=S "uo أو‎ us =Sa, أو‎ Ug Saiki +... POEs 

يتلاءم الانتقال مع الأعداد ca‏ ]4 يؤدي الى ,' 5 كما سبق . ثم u (e LARAI‏ 

(وجعلنا ه r=‏ فإن الأعداد b‏ تتعين بالسرعة الابتدائية : 
bq On Xa-‏ + ...+ رع ره رطع وتنا 

بتعويض المعاملات », ط في قانون )١(‏ » تعتبر ا معادلة قد TE‏ 

نريد أن نطبّق هذه القوانين على المثال الوارد أعلاه» حيث القيمتان الذاتيتان 
هما 3- -,1,2-- cA‏ لذاء فإن التواترين هما اه و ودره . إذا انطلق النظام من 
السكون (السرعة الابتدائية » تساوي الصفر)ء فان الحدود التي من bsinat JEAN‏ 
تختفي . وإذا فرضنا أن الذبذبة الأولى أعطت انتقالاً قدره واحدء u sax tax, OP‏ 
om‏ 


: لذا فإن الحل هو‎ 
m= Leost| | |+ cos 3r | | | 


يمكننا تفسير هذا الحل فيزيائيًاً. توجد كتلتان ترتبطان فيما بينهما وبحائطين 
ثابتين بوساطة BW‏ نوايض متماثلة (الشكل ه-7). دفعت الكتلة الأولى بسرعة 
إتذائية cu, =l‏ بقيت الكتلة الثانية في مكانها وجرى الانطلاق من اللحظة ه-؛ s‏ 
as > ot‏ الكتلتين cu (t)‏ متوسّط حركتين اهتزازيتين خالصتين تقابلان المتجهين 
الذاتيين . في النموذج الأوّل» تتحرك الكتلتان بانسجام دون أي تمدّد في النابض 
الأوسط (شكل ه - ۳ ). التواتر 0-1 مطابق للحالة التي يكون فيها نابض واحد 
وكتلة واحدة . في ا حالة الأسرع حيث (1-.1) -,» بم ركبتين من إشارتين مختلفتين وتواتر 
يساوي 1/3» تتحرك الكتلتان باتّجاهين مختلفين ولكن بسرعتين من طولين 


oN.‏ الجبر الخطي وتطبيقاته 


متساويين. (شكل JH .)0 ۳ - ٠‏ العام هو تركيب لهذين النموذجين النظاميين 
والحل الخاص الذي اخترناه مكون من نصف كل منهما . 


(a) œ =1, x, =f] (b) w, = V3, وعد‎ =f] 


شكل )0-¥(. النموذجان البطيء والسريع للذبذبة . 

عندما يواصل الزمن تقدّمه. تظهر الحركة التي نسمّيها «دورية تقريباً»» إذا كانت 
النسبة ao,‏ كسراً فان الكتلتين ستعودان الى w=0‏ و v =l‏ ثم يبدأ النمط من 
جديد. لأي تركيب للدالتين sin 2t‏ و sin 3t‏ دور يساوي 2 . ولکن» با أن العدد 
3 عدد أصمء فمن المفضل أن نقول» يمكن للكتلتين أن تقتربا بصورة اعتباطية من 
الوضع البدائي : إنهما سيقتربان أيضاً » إذا انتظرنا طويلاً» وبقدر كاف» من الوضع 
المقابل ل0- «, 1= «. مثل كرة البليارد والتي ترتد باستمرار على طاولة ملساء LE‏ 
إن الطاقة الكلية ثابتة عاجلاً أو Mel‏ ستقترب الكتلتان» من أي حالة لها هذه الطاقة . 

هنا Lai‏ لا يمكننا أن نترك المسألة دون أن نستنتج توازياً مع الحالة المتصلة . 
Lo ye‏ عن كتلتين أو N‏ من الكتل» يوجد مستمر . مثل ا حالة المنفصلة» تندمج الكتل 
والنوابض في قضيب صلب» تتحول «الفروق الثانية» التي تعطى بمعاملات المصفوفة 
1-1 الى مشتقّات من المرتبة الثانية . توصف هذه النهاية بجعادلة ا موجات الشهيرة . 


d'u _ 3u 


` ar ax? 


القيم الذاتية والمتجهات الذاتية EYA‏ 


تبعاً لأوّل مثال في هذا البند» أوجد القيمة الذاتية وا متجهات الذاتية 
والدالّة الأسية “ءل : 


من أجل مصفوفة التمرين السابق» أوجد JH‏ العام للمعادلة du / dt‏ 
4- وال حل الخاص الذي يتلاءم مع (3,1)-. ما هي ا حالة الثابتة عندما 
 »-‏ لاإن ذلك قضية ماركوف متصلة؛ في معادلة تفاضلية 0= 2 
تقابل 2-1 في معادلة فرق» ket OF‏ 


نفرض أن انّجاه الزمن قد عكس ليعطي المصفوفة -A‏ : 
A‏ ات 8433 ات 
a) ae U S‏ 


أوجد (2) » وبرهن آنه يتعاظم بدلاً من أن يتخامد عندما te‏ 
(الانتشار غير عكوس ولا يكن لمعادلة الحرارة أن تتحوّل الى الخلف) . 
إذا كانت م مصفوفة إسقاط e‏ برهن بالاستعانة بمتسلسلة لا نهائية أن : 
I+ 1.7187‏ = ”ع 

cee مم٠" مصفوفة قطرية مثل | 9 | =۸ المعادلة المعروفة‎ Si 
. لأن هذه القاعدة صحيحة لكل عنصر قطري‎ 

Se‏ ا كين 
(ب) برهن أن القانون Maelo”‏ »غير صحيح من أجل المصفوفات» 
وذلك انطلاقاً من SUM‏ التالي (استخدم متسلسلتي (oP re"‏ 


. e” =S 8" باستخدام القانون‎ ce 


A-%-0 


الجبر الخنطي وتطبيقاته 


يمكن كتابة معادلة المرتبة الثانية 0= «+“ y‏ على صورة نظام من المرتبة 
الأولى بادخال السرعة ' ر كمجهول آخر: 


Jt 


y' 


y 
y 


dt 


إذا كان ذلك هو du Idt =Au‏ فما هي المصفوفة ISA‏ النوع 2x2‏ ؟ 
أوجد قيمها الذاتية ومتّجهاتها الذاتية واحسب الحل الذي ينطلق 
مق yEy afi‏ 

حول 0 - Sy"‏ نظام من المرتبة الأولى du Idt =Au‏ 


-fellea 


هذه المصفوفة ذات النوع 2 × 2 معيبة (لها قيمة ذاتية واحدة. فقطء ولا 


y . 
7 


y 
oh 


a 
dt 


منطلقاً من 4= Gah y = 3y‏ من أن ,”|= u‏ يحقق y“=0‏ 
نفرض أن عدد الأرانب ote yr‏ الذئاب Ss ST yw‏ بها المعادلتان 
التفاضليتان : 


(أ) هل هذا النظام مستقر أم مستقر حيادياً أم غير مستقر؟ 

(ب) إذا كان في البدء 200 - ,w‏ 300- » فما هو عدد كل منها فى 
اللحظة l l G1‏ 
(ج) بعد زمن طويل» ما هي نسبة عدد الأرانب الى عدد الذئاب؟ 
أوجد القيم الذاتية لكل من المصفوفات : 


۰-٤-٥ 


\\-£-0 


= 


\¥-£-0 


قرر فيما Glan‏ باستقرار أو عدم استقرار النظام dv/dt = 3dw/dt =v‏ 
« هل يوجد حل متخامد؟ 
إنطلاقاً من الأثر والمحددة» عند أي قيمة للزمن ؛ تتغير المصفوفات AMS‏ 


من مستقرة بقيم ذاتية حقيقية إلى مستقرة بقيم ذاتية مركبة الى غير 


مستقرة؟ 
alt |‏ ا afi ah ale‏ 


لماذا يمكنك أن تعرف » دون حساب » أن "© مصفوفة قائمة وأن 
دنا +12 + 7ں = lu (7) IP‏ سيكون ثابتاً ؟ 


المعادلة التالية متناظرة - تخالفية 


1 O e sli 
aU -Au =| -c 0 a || «2 
dt b -a 0 u1 


. أن0 = واوا + ودوأه + ر‎ AST yu’ uu’ اکب‎ (i) 

(ب) استنتج أن الطول O E OEE‏ 

(ج) أوجد القيم الذاتية للمصفوفة ۸ . 

سيدور الحل حول المحور Au OY w= (abc)‏ هو «الجداء المتصالب 
(الخارجي)» u xw‏ - المتعامد مع كل من uw‏ . 


1-5-8 


\o-£-0 


\1-£-0 


\V-{-0 


\A-£-0 


\4-£-0 


Ys-£-0 


الجبر Jad!‏ وتطبيقاته 


ما هى القيمة الذاتية ۸ والتواتر ه المتعلّقين بالمعادلة : 


اكتب الحل العام كما في المعادلة (VY)‏ 
حل معادلة المرتبة الثانية : 


uw, =| ° و‎ Uy = 
o 0 0 0 


> 


du | tle 
ap isl + 
cMu“+ku =0 المرتبة الثانية مثل‎ Doles في معظم التطبيقات» تظهر‎ 
ALAN بالمشتقّة الثانية . عوض بالدالّة‎ M حيث تضرب مصفوفة الكتل‎ 
القيمة الذاتية المعممة التي يجب أن‎ oe الصر ب عرو‎ 
. × تحل بالنسبة التواتر ه والمتجه‎ 
مصفوفة احتكاك . عرض بدالة‎ F تمثل‎ » » “+۴٠ في المعادلة 0 -م4-'‎ 


a 


AS dang مسا قم ةا ر‎ te shy wee AT 
في النص» حركة الكتلة الثانية إذا كانت الأولى‎ (1 E) أوجد للمعادلة‎ 
التواتران‎ . »,- | 0 | u= | | حيث‎ or =0 قد صدمت في اللحظة‎ 

هما1 و V3‏ 
يمكن كتابة مصفوفة أثرها صفر بالصورة : 


4 b+c 
b-c -a | 


1 


برهن أن قيمها الذاتية حقيقية Wad‏ عندما تكون ”< a+b‏ 
بالتعويض - التراجعي أو بحساب القيم الذاتية» حل النظام : 


1 
te =| 0 2 du ح‎ 
1 


القيم الذاتية والمتجهات الذاتية ماع 


ه - o‏ المصفوفات المركبة : المتناظرة » الهرميتية القائمة و الواحدية 

لم يعد من الممكن العمل بالمتجهات والمصفوفات الحقيقية» فقط . في النصف 
الأول من هذا الكتاب حيث كانت المسألة الأساسية هي 5-* » كان من المؤكد أن × 
سيكون حقيقياً عندما يكون كل من ١‏ و 4 حقيقيّاً. لذلك» مالم يكن هناك حاجة 
للأعداد المركبة . لقد كان ذلك ممكناً» ولكته لم يكن قادراً على المشاركة بأي شيء 
جديد . لا يمكننا الآن EE‏ ذلك . إن معاملات كثيرة الحدود المميزة» لمصفوفة حقيقية» 
أعداد حقيقية » لكن القيم الذاتية (مثل الدوران) يكن أن تكون مركبة . 

لذلك» سنقدم هنا aC"‏ فضاء المتجهات التي مركباتها أعداد مركبة . يتبع 
جمع المصفوفات وضربها القواعد السابقة ذاتها. لكن طول dm‏ يختلف عن صورته 
السابقة . لو كان” ...+ eta Pax,‏ فإن طول المتّجه (,1) سيكون صفراً: 0= 1٠+‏ . 
بينما يجب أن يكون طوله VZ‏ مربّع الطول HTP‏ يفرض علينا هذا التبديل في 
حساب الطول سلسلة كاملة من التغييرات الأخرى . الجداء الداخلي لمتجهين ومنقول 
مصفوفة وتعريف التناظر » والتناظر - التخالفي والمصفوفات القائمة » كل ذلك يحتاج 
الى تغيير بسبب وجود الأعداد المركبة . في كل حالة» يتطابق التعريف الجديد مع 
ull‏ عندما تصبح المتجهات حقيقية . 

لقد أحصينا كل هذه التغييرات في نهاية هذا البند وستكون هذه القائمة كافية 
بصورة عملية للانتقال بين الحالتين الحقيقية والمركبة ونأمل أن تكون مفيدة للقارئ . 
تحوي هذه القائمة أيضاً» من أجل كل صنف من المصفوفات أفضل المعلومات المعروفة 
عن مواقع قيمها الذاتية. بصورة خحاصة» نريد أن نكتشف كل ما يتعلق با مصفوفات 
التناظرية : أين تقع قيمها الذاتية وماهي الأمور الخاصة بالمنّجهات الذاتية ؟ إن ذلك» 
من الناحية العملية» أهم مسائل نظرية القيم الذاتية» لذلك ندعو مقدماً للانتباه الى 
الجن TEEI e‏ 


5 الجبر الخطي وتطبيقاته 


. للمصفوفة ا متناظرة قيم ذاتية حقيقية‎ .١ 

؟. يكن إختيار متّجهاتها الذاتية متعامدة . 
من الغريب» لبرهان كون القيم الذاتية حقيقية » تنطلق من الإمكان المعاكس- 
وهذا ينقلنا إلى الأعداد المركبة والمتجهات المركبة والمصفوفات المركبة . التغييرات سهلة 
وهناك فائدة إضافية : سنجد بعض المصفوفات المركبة التي لها قيم ذاتية حقيقية 
ومتّجهات ذاتية متعامدة نظامية . إِنّها المصفوفات الهرميتية» ولقد رأيناء وسنرى فيما 
بعد» أنّها تضم المصفوفات المتناظرة الحقيقية وتشترك معها في كثير من الخواص 


glo 
الأعداد المركبة ومرافقاتها‎ 


من المحتمل أن يكون القارئ على معرفة بالأعداد المركبة . وبا أثنا نحتاج» 
فقط e‏ إلى الأمور الأساسية منها فسيكون من السهل تقديم مراجعة مختصرة (الفكرتان 
المهمّتان هما المرافق المركّب والقيمة المطلقة) الكل يعرف أن العدد : يحقّق المعادلة 
i=l‏ إِنه عدد تخيّلي بحت وكذلك مضاعفه ib‏ » حيث ade b‏ حقيقي . مجموع 
عدد حقيقي وآخر تخيلي هو عدد مركب atib‏ ؛ ولقد مثّل بصورة طبيعية في المستوي 
المركب شكل )0 - £( 

الأعداد الحقيقية (حيث 0- «) والأعداد التخيّلية (حيث 0= (a‏ محتواة» 
كحالات خاصة في الأعداد المركبة» ly}‏ تقع على واحد من المحورين» الإحداثيين. 
يجمع العددان المركبان وفق القاعدة : 

(a + ib) + (c+ id) = (a +c) + i (b + d), 
::=-1 ويضربان باستخدام القاعدة‎ 


(a + ib)(c + id) = ac + ibe + iad + řbd = (ac - bd) + i (bc + ad). 


القيم الذاتية والمتجهات الذاتية Evy‏ 


imaginary axis 


a-ib=a+ib=re“ 


. المستوي المركب مع عدد مركب ومرافقه‎ .)5-5 JSS) 
وذلك بعكس إشارة ا جزء‎ » -ib هو العدد‎ a tib العدد ا مركب ا مرافق للعدد‎ 
التخيّلى منه . هندسياً إنّه نظير الأول بالنسبة للمحور الحقيقى ؛ أي عدد حقيقى مرافق‎ 
للعدد المرافق ثلاث خواص‎ . atib = a-ib المرافق بشرطة تعلوه‎ fie لنفسه.‎ 
: مهمة‎ 
0 (a+ ib)c + ia) = ac - ba) - i (bc + ac) = (a + ib) lc + ia). 
(a+c)+i(b+a) = a+ cC) -i (b+ a) = (a + ib) + (c + ia). 
يساوي عدداً حقيقيّاً وهو مربّع طول‎ a -ib جداء أي عدد «+» بمرافقه‎ (Y) 
(£-0) الوتر في الشكل‎ 
(Y) (a + ib) a-ib)=@ +b? شرع‎ 
قياس) ويرمز له بإضافة‎ f) atib هذا البعد يسمّى القيمة ا مطلقة للعدد الأصلي‎ 


.la+ibl=r =N a +b" قطعتان رأسيتين‎ 


EYA‏ الجبر الخطي وتطبيقاته 


: بالعلاقتين‎ . r في المثلّث القائم بالوتر‎ ba الضلعين‎ SUL يربط علم‎ Lei 
a=rcos@, b=rsin@ 

بتر OS‏ هاتين العلاقتين ننتقل الى الاحداثيات القطبية : 

002 û + ib ب‎ (cos@ + i sin 0) =e. 

هناك حالة خاصة Hage‏ وذلك عندما يكون القياس ‏ مساوياً الواحد. يكون» 

عندئذ» العدد المركب هو 9 «1: +0 وم» -"» . إِنّهِ واقع على دائرة الوحدة في ال مستوي 
المركب . عندما تتحوّل 8 من الصفر إلى +2 6 يدور العدد المركّب “أ حول نقطة الأصل 
ببعد نصف قطري ثابت .1 = =Veos7@ + sin?@‏ || . 
مثال : جداء :3+4 - + بمرافقة x‏ يساوي مربّع قيمته المطلقة : 

xx = )3 + 4)3 - 4i) = 25 |x| so r=|x| =5. 


للتقسيم على العدد :3+4 » اضرب البسط والمقام بمرافق هذا العدد: 
2+i _ 2+i) G-4i) 10-5‏ 
4i) (3 - 4i) 25‏ +3( إ4 +3 


بالإحدائيّات القطبية يكون الضرب والتقسيم أسهل من ذلك : 


0 +0, والزاوية‎ rR ؛ القيمة المطلقة‎ r g2 we riel® elat 
2 ee id, Ms 6 6 
6-6 القيمة المطلقة ,+/” والزاوية‎ tre? على‎ ٤ ' لخارج قسمة‎ 


الأطوال والمنقولات في ا حالة المركبة 

لنعد إلى ال جبر الخطي ولنقم بتحويل من الحقيقي الى المركب . أوّل خطوة هي 
قبول المتجه المركب» الأمر الذي لا fe‏ مشكلة : بالتعريف» يتكوّن الفضاء ٣"‏ من 
جميع ا gn‏ التي لها ۸ مركبة مركّبة : 


القيم الذاتية والمتجهات الذاتية ۲۹ É‏ 


X1 
x =| *2 |, xj =a; +ib;. 
Xn 
لكن الضرب بعدد يجري‎ AS ys SAS ys Lali يجمع المتجهان ر, »هنا‎ 
خطياً إذا وجد تركيب غير‎ ths pv « بأعداد مركبة . كما سبق» تكون المتجهات‎ 


تافه « ...+ cy‏ مساوياً الصفر ؛ يكن للأعداد e‏ أن تكون هنا مركبة . متّجهات 
الوحدة الاحداثية موجودة فى ”© وهى هنا مستقلة خطياً » chaf‏ تكو أضاسا. 
لذاء فإن "© فضاء متجهات عدد أبعاذه sn‏ 

لقد أكدنا سابقاً اه لا بد من أن يتغيّر تعريف الطول؛ مربّع عدد مركب ليس 
بالضرورة عدداً موجباً وإن” tt‏ بد pè lel‏ مستخدم هنا . التعريف الجديد طبيعي 
I n * 2‏ = 
LL‏ القذ dared‏ عن اسما tJ pli lates Siow gle P‏ 

ستعيص عن j aria‏ يحمي 


(£) 


lk 
vibe Wale في حالة المتجهات الحقيقية» يوجد ترابط بين الطول والجداء الداخلي‎ 
علينا أن نعدّل في تعريف الجداء الداخلي‎ elU . أن نحافظ على هذه الرابطة‎ nf 
بحيث ينسجم مع التعريف الجديد للطول ؛ والتعديل القياسي هو أن نغير المتجه‎ 
أصبحت × ويصبح‎ x الأول + في الجداء الداخلي بمرافقة × وهذا يعني أن‎ 

ا جداء الداخلي للمتّجهين xy‏ بالتعريف : 


و 
XH YSxYy Hae Xa‏ )0( 


مثال : | | سی اة 


| ,_|2+i 
bl?=25 9 y=[2*) 


مثال نموذجى من الفضاء C‏ هو )14631( by =)42-1 ( x=‏ 


x y =(1 - 4 + (00 -)=1 - 101. 


w‏ الجبر الخطي وتطبيقاته 


وإذا أخذنا الجداء الداخلي للمتّجه + بذاته D‏ نحصل من جديد على مربّع 

الطول: 
.|= و + 2 = x x= ) +i) (1 +i) + GGI)‏ 

لاحظ أن ×" ر يختلف بصورة عامة عن ر ٠”‏ لذاء op‏ علينا بعد TOV‏ 
نعير انتباهنا الى ترتيب المتجهين في الجداء الداخلي . هناك أشياء جديدة أخرى : إذا 
تغيّر + فأصبح Op cx‏ الجداء الداخلي للمتّجهين «, × لايضرب بالعدد c‏ بل بالعدد © . 
إن ما سبق يستدعي تغبيرًآخر علينا فعله . إِنّه تغيير بالرمز أكثر من كونه شيئاً آخر Sly‏ 
يدمج رمزين في رمز واحد: عوضاً عن الشرطة المستخدمة في المرافق و T‏ المستخدمة 
في النقل» فان هاتين العمليتين تدمجان في ما يسمى نقل ا مرافق ويرمز لها بالدليل 
الفوقي H‏ أي أن “ax”‏ × » ويستخدم الرمز نفسه من أجل المصفوفات: منقول 


(0 (AN), = Aji pbb A’ =A". 
مثال‎ enam مصفوفة من النوع‎ A” فإن‎ m Xn مصفوفة من النوع‎ A إذا كانت‎ 
ذلك‎ 
one | dea ته‎ 1 
. el ta 8 W 


يؤدَي الرمز ”4 تمييزاً رئيسيّاً للواقع وهو dl‏ عندما تكون العناصر مركبة» فمن 
النادر جداً أن نسعى الى نقل 4 فقط» بل نقل المرافق أو النقل الهرميتي وهو الملائم 
فعلاً لكل الحالات”'' . يمكن تلخيص التغييرات التي يتطلبها استخدام الأعداد المركبة 


)1( كثيراً ما يشار إلى المصفوفة "AM‏ ل هرميتية ".. غلينا أن نعبه بدقة للتمييز بين هذا الأسم 
واتملة "م هرميتية" gai gl‏ أن A" galsi‏ 


القيم الذاتية والمتجهات الذاتية Ap‏ 


هت (١)الجداء‏ الداخلي ل cx y gay gx‏ ويكونان متعامدين إذا كان 0= xy‏ 

(Y)‏ طول المتجه ym‏ “زعم - ااا 

. )4 B)" =B" A" بمرافقه‎ pas يصبح بعد تغيير كل‎ (A B) =B A’ (Y) 
المصفوفات الهرميتية‎ 

لقد تكلمنا في أبواب سابقة عن المصفوفة المتناظرة : ASAT‏ سنوستّع الآن مفهوم 
التناظر بعد أن تعرفنا على المصفوفات ذوات العناصر المركّبة . ليس التعميم الحقيقي 
هو ا مصفوفة التي تساوي منقو لها بل ا مصفوفة التي تساوي منقول مرافقتها . هذه هي 
التي نسمّيها المصفوفة الهرميتية . إليك مثالاً فوذجياً : 


2 3-3i)_48 
jo 5 | =a". 


(v) A= 


لاحظ أن على عناصر القطرء أن تكون حقيقية وهي لا تتغير عند أخذ مرافق 
المصفوفة . كل عنصر غير قطري يقابل خياله في مرآة القطر الرئيسي و 3-3 مرافق 
للعدد 31+ 3ف يكل الأحوال » سيكون = „a‏ وسيوضح هذا JEU‏ الخواص 
الأربع الأساسية للمصفوفات الهرميتية . 

سيكون هدفنا الأساسي هو إثبات هذه الخواص . ومن الضروري التأكد من 
جديد أن هذه الخواص تتحقّق» أيضاًء من قبل المصفوفات التناظرية ؛ فمن المؤكّد أن 
مصفوفة تناظرية هي هرميتية . من أجل المصفوفات الحقيقية» لا يوجد فرق بين "4 و 
o 4‏ السؤال الرئيسي هو ماالأشياء التي لا يغيرها النقل . إذا وجد AUS‏ فان القيم 
الذاتية تبقى حقيقية كما سنبرهن ذلك . 

الخاصة ١‏ إذا كان =A”‏ ۸ فان لكل متّجه مركب × » يكون ×4× حقيقياً . هناك 
إسهام من كل عنصر من ۸ في 4۸ : 


2 3 - 3i || u 
3 + 3i 5 v 


x"Ax al u v 


ع tl‏ الخطي وتطبيقاته 
nut Sev Ata 00 juv:‏ لت 


الحدان الناتجان عن العنصرين القطريين حقيقيّان u=2lu POY‏ »2ء 
وا OIG . 20 v=5‏ الناتجان عن العنصرين غير القطريين فانهما مترافقان. 
لذاء إذا جمعا معاً ينتج عن ذلك مثلي الجزء الحقيقي ل v‏ (:3- 3) أي أن ل عه" 
من أجل برهان عام لهذه الخاصة. يمكننا حساب 0A”‏ سوف نصل الى 
مرافق المصفوفة ٠4×‏ التي هي من النوع 1 1» ولكدّنا سنصل Dd‏ من جديد» 
للعدد نفسه : G'AD” = AN =x Ax‏ . وهذا يعني أن هذا العدد حقيقي . 
الخاصة Y-‏ جيمع القيم الذاتية لمصفوفة هرميتية أعداد حقيقية . 
البرهان : لنفرض أن ۸ قيمة ذاتية وأن × هو aill‏ الذاتي غير الصفري المقابل 
لهذه القيمة : De‏ -::4 . الطريقة تستدعي أن نضرب با مصفوفة “د : 
Ar =2»‏ الطرف الأيسر حقيقي بسبب الخاصة ON)‏ كما أن الطرف الأيمن 
e‏ =× حقيقي موجب وذلك لفرضنا ±0 × . لذلك» Op‏ على + أن يكون 
tie‏ نلاحظ في مثالناء 2-8 أو --١‏ 


=A? EG EÊ 


A x | 2-4 3-31 
sa 4-2 | زوب و‎ 5-2 


=A? -7A-8=A-8)A +1). 


ملاحظة : يلاحظ أنه يمكن أن يكون البرهان أسهل من ذلك ]13 كانت A‏ حقيقية : 


ass :‏ 
Ax =×‏ تعطى "= "م اذ AX‏ کے حقيقى 


= x X 
A للمتجه الذاتي »أن يكون مركباً . يكون ذلك» فقط. في الحالة التي يكون فيها‎ 


القيم الذاتية والمتجهات الذاتية YY‏ 
4= » حيث يمكننا أن نؤكّد أن < و × يبقيان حقيقيين . أكثر من ذلك» التّجهات الذاتية 
متعامدة 0= ر" في المصفوفة المتناظرة الحقيقية و 0= xy‏ ا حالة الهرميتية المركبة . 
الخاصة ١‏ المتجهات الذاتية لمصفوفة متناظرة حقيقية أو هر ميتية » المقابلة لقيم 
ذاتية مختلفة » متعامدة فيما بينها. 

ينطلق البرهان من المعلومات المعطاة» =A"‏ 4, نزي - Ax =A X, Ay‏ : 
(Ar x)"y = (Ay =x" Ay =x" Q2y).‏ )4( 
العددان المتطرفان يحقّقان OV A ay =A a y‏ العددين ۸ حقيقيّان . نستخدم الآن الفرض 
,2# الأمر الذي يفرض النتيجة 0= xy‏ . في مثالنا: 


| 6 [فأ]ء |اصاللةءة‎ | 1 
Seem a | =|} iad 
Ja aae ljo دقام‎ 
hiai! ¢ HRN st | 


هذان المتّجهان الذاتيّان متعامدان : 


من الواضح أن أي مضاعفين »/دو 8 /#ر يصلحان متّجهين ذاتيين . لنفرض UST‏ اخترنا 
ا راا I, B=‏ ۸اا =» بحيث يصبح المتجهان Bawa‏ /د مجهي وحدة» فنكون بذلك قد 
نظمنا المتجهين الذاتيين ليكونا بطول يساوي الواحد. Logit Ley‏ متعامدان فإنهما 
متعامدان نظاميّان . إذا اخترنا هذه المتجهات الذاتية أعمدة لمصفوفة 5 » فيكون لدينا 
LS) S'AS =A‏ كان عندما كانت المتجهات الذاتية أعمدة) . أعمدة ا مصفوفة ا مقطرة 
متعامدة نظامية . 

إذا كانت المصفوفة الأصلية A‏ حقيقية ومتناظرة» فإن قيمها الذاتية حقيقية حسب 


د الجبر الخطي وتطبيقاته 
الخاصة (7). و متّجهاتها الذاتية متعامدة حسب الخاصة (Y)‏ . هذه المنّجهات الذاتية 
حقيقية » أيضاً JAED:‏ 0-×(۸1- 4) كما رأينا ذلك عند دراسة الفضاء الصفري في 
الفصل )1( ويمكن تنظيم أطوالها لتصبح مساوية الواحد. لذاء يمكنها أن تقع في 
مصفوفة قائمة : 
إذا كان GA =A"‏ يكن للمصفوفة ا مقطرة أن تكون مصفوفة قائمة Q‏ . 

إن كون الأعمدة متعامدة نظامية يكافئ 1= 0"0 أو '0- "م . يصبح التقطير 

المعتاد ۸= S'AS‏ خاصاً - إنه ۸ = © 074 أو "0۸0 -4 لقد وصلنا الى أضخم 


نظريّات الجبر الخطي : 
0 يكن تحليل مصفوفة متناظرة حقيقية وفق ' 4-00 تقع المتجهات الذاتية 
المتعامدة النظامية في © والقيم الذاتية في ۸. 

في الهندسة أو الميكانيك» هذه هي نظرية المحاور الأساسية . إنها تعطي 
الاختيار الصحيح لمحوري القطع الناقص . هذان المحوران متعامدان ويتجهان في انّجاه 
المتجهين الذاتيين للمصفوفة المقابلة . (البند 7-7 يربط المصفوفات المتناظرة بمجسمّات 
القطوع الناقصة في فضاء ذي « بعداً). في CASE‏ تُعطي المتجهات الذاتية 
الاتجاهات الأساسية التي يقع عليها الضغط المحض أو التوتّر المحض - في LSI‏ 
الأخرى» يحصل «تشوه» . 

في الرياضيّات» يعرف القانون "۸0 4-0 بنظرية الطيف . إذا ضربنا أعمدة ۸ 
بأسطرها فإن هذه المصفوفة تصبح تركيباً لمساقط وحيدة البعد - التي هي المصفوفات 
Goth |‏ ووم الةو حك 


xt 


Ay 


A = QAQ" = | xı Si 
2200 


an xe 


= Axx + Appx + °°° + gx. 


لمصفوفتنا ذات النوع 2 ×2 القيمتان الذاتيتان (3) و (1) : 


SENE 
ب |د | دم‎ 
| إدوب‎ = 
v| =| — 


p” 


المتجهان الذاتيّان اللذان عدّل طولاهما الى الواحدء هما: 


x = 


#4 


sil 
1/2 1 
المصفوفتين الواقعتين في الطرف الأيمن هما :دو "× - جداء عمود بسطر-‎ op لذا‎ 
.× المسقطان على المستقيم الحامل ل × والمستقيم الحامل ل‎ Lagi} 

نؤكد أن ذلك هو التقطير A S AS‏ نفسه المعتاد. لقد خصّص ب - 5و 
"0 =" 5 » وعلاوة على ذلك» يجزأ الى أجزاء منفصلة بحيث تعطي كل قيمة ذاتية 
قطعة : النتيجة هي بناء كل مصفوفة متناظرة من مساقط ذوات بعد واحد- وهي 
مصفوفات متناظرة من رتبة تساوي الواحد . 
ملاحظة : إذا كانت مصفوفة حقيقية وصدف أن كانت قيمها الذاتية حقيقية» فإن 
متّجهاتها الذاتية حقيقية» Lal‏ إِنّها تحل 0= ×( (A -M‏ ويمكن ple‏ بالحذف. 
LES‏ ليست متعامدة إلا إذا كانت A‏ متناظرة : “80 0= 4 يؤدّي الى 4-4 . 

إذا كانت المصفوفة حقيقية» إلا أن بعض قيمها الذاتية AS po‏ فان هذه القيم 
الذاتية تظهر على صورة أزواج مترافقة . إذا كان +ib‏ ۾ قيمة ذاتية ‏ مصفوفة حقيقية » 
Lala -ib Ob‏ إن محدّدة A -A‏ كثيرة حدود بمعاملات حقيقية» ولمثل الكثيرة 
الحدود coia‏ تكون الجذور المركبة أزواجاً. في المصفوفة ذات النوع 2 2ء يحوي 
قانون الدرجة الثانية ا لحد ?)$0440 


yA‏ الجبر الخطي وتطبیقاته 


تنبيه : بقول دقيق » لقد برهنت نظرية الطيف 0807- ehä A‏ في ا حالة التي 
تكون فيها القيم الذاتية للمصفوفة 4 مختلفة» لذاء فإن هناك» lace‏ «من المجهات 
الذاتية المستقلة» ويمكن تقطير 4 بأمان. مع ذلك (انظر البند 1-0( فمن الصحيح أنه 
إذا كان مصفوفة متناظرة قيم ذاتية مكرّرة» فإنها تبقى مع ذلك ذات مجموعة كاملة من 
ا منّجهات الذاتية ا متعامدة النظامية . ا حالة القصوى هي مصفوفة الوحدة التي تقبل ۸ 
1= قيمة ذاتية مكررة « مرة - لا يوجد نقص في المتجهات الذاتية . 

لانهاء الحالة المركبة» نحتاج الى مشابه للمصفوفة الحقيقية القائمة - وبامكانك 
أن تخمّن ماذا سيحدث للشرط 1-'00 . سيحوّل النقل الى نقل ا مرافق . يصبح الشرط 
UU -1‏ ا حرف ال جديد U‏ يعكس الاسم الحديد . تدّعى مصفوفة مركّبة ذات أعمدة 
متعامدة نظامية مصفوفة واحدية . 
المصفوفة الواحدية : 

هل يمكننا أن نفرض التشابه التالي ؟ يكن مقارنة مصفوفة هرميتية مع عدد 
حقيقي » ومصفوفة واحدية بعدد واقع على دائرة الوحدة - عدد مركب تساوي قيمته 
المطلقة الواحد. من أجل القيم الذاتية لهذه المصفوفات» ستكون المقارنة أكثر من تشابه : 
الأعداد ۸ أعداد حقيقية إذا كان AM=A‏ وتقع على دائرة الرس إذا كان 1= „uu‏ 
ستكون المتّجهات الذاتية متعامدة ويمكن جعلها متعامدة نظامية 

لقد أثبتت هذه القضايا من أجل المصفوفات الهرميتية (بما في ذلك المتناظرة) 
ولكتها لم تبرهن من أجل المصفوفات الواحدية (بما في ذلك القائمة). لذا سنسعى 
مباشرة الى خواص 1ا الثلاث التي تقابل الخواص ١‏ , ؟ , ٠"‏ للمصفوفة 4 . ولنتذكر أن 
ا ذات أعمدة متعامدة نظامية : 


)1( سنقارن فيما بعد المصفوفات «الهرميتية - التخالفية» بأعداد تخيّلية بحتة والمصفوفات 
'النظامية' بأعداد مركبة ‏ + 4. المصفوفة التي متّجهاتها الذاتية غير متعامدة لا تقع في هذه 
الأصناف» وهي خارج التشابه. 


القيم الذاتية والمتجهات الذاتية try‏ 


u" =U" أو‎ uu" =1 ناثأنا أو‎ - ١ 
يؤدي ذلك مباشرة الى الخاصة (1) » لايؤثّر الضرب با على الجداء الداخلي أو‎ 
. الزاوية أو الطول . البرهان» كما كان من أجل © » بسطر واحد» فقط‎ 
: نجد أن الطول محفوظ‎ (y =× و (باختيار‎ (Ux (Uy) ax U" Uy =× ١ الخاصة‎ 
00010) Ilux||? =[lxll?. 
الخاصة التالية تعيّن مواضع قيم ا الذاتية» كل + في نقطة من دائرة الوحدة.‎ 
.121-1 قيمة مطلقة‎ U لكل قيمة ذاتية للمصفوفة‎ Y الخاصة‎ 
وذلك بالمقارنة بين طولي الطرفين‎ Ux =× ينتج ذلك مباشرة من العلاقة‎ 
op ااعةاادائماً لذاء‎ = ١ ولكن ااعاا!‎ CV) استناداً الى الخاصة‎ » Well = lel : 
. Iàl=1 
. الخاصة ” المتجهات الذاتية المقابلة لقيم ذاتية مختلفة متعامدة فيما بينها‎ 
ونجري ضرباً داخليّاً ونستند الى‎ Uy say » Ux sax يفرض البرهان أن‎ 
: ١ الخاصة‎ 
xy = ) Ur)" Uy) = (Aya) Ay) = A Aga. 
riya أو‎ l إذا قارنًا الطرف الأيسر بالطرف الأين» نحد أنه يجب أن يكون‎ 
ينت‎ Ap ۸,= 1 لكن الخاصة 7 تعطي 1 - :2.13 لذا فلا يمكن أن يكون أيضاً‎ .0 
. والمتجهات الذاتية متعامدة‎ xy =0 عن ذلك أن‎ 


cost -sint 


U=| 
sin t cos t 


° ١ مثال‎ 


القيمتان الذاتيتان لهذا الدوران هما "6, e”‏ بقيمتين مطلقتين تساويان الواحد. 
المتجهان الذاتيّان هما v= (lei)‏ و y = (Li)‏ وهما متعامدان (تذكر isb ob‏ 
المرافق في 5-0 siti‏ بر ») . بعد التقسيم على VZ‏ » يصبحان متعامدين نظاميين 


EYA‏ الجبر الخطي وتطبيقاته 


cost -sint 
sin t cos t 


=li 


1/2 


ننبّه الى أن إشارتى :, :- تنقلبان عند النقل . فى الحقيقة» الطرف الأيمن هو جداء 
ثلاث مصفوفات واحدية وينتج مصفوفة واحدية في الطرف الأيسر. المثال التالي هو 
أكثر المصفوفات الواحدية أهمية . 


1 i À مصفوفة فورية‎ Y مثال‎ 
ا‎ w w! 
Vn vn wl (n-1)? 
l w w 


المعامل Vin‏ يرد الأعمدة الى متّجهات وحدة . (القيمة المطلقة لكل عنصر تساوي 
الواحد. لذاء فإن طول كل عمود من المصفوفة الأصلية # يساوي CV‏ كون 
UU - 1‏ هو المتطابقة الأساسية في تحويل فوريه المنتهي » ولتعد الى ذاكرتنا النقطة 
الأساسية من البند :)٥-۳(‏ 
n-‏ 1 
جداء السطر 1 من U”‏ بالعمود 2 من U‏ هو 0 - (' (lw tw tw‏ 


a-l a H . 08‏ 2 1 
جداء السطر i‏ من U”‏ بالعمود رمن نا هو0 = WEW AW")‏ 
في الحالة الأولى» العدد المركب هو الجذر الأصلي (الأول) من الدرجة n‏ 
للواحد . | واقع على دائرة الوحدة» زاويته ail. 9-2 n/n‏ يساوي "™ ce‏ قواه 
موزّعة بالتساوي على دائرة الوحدة. يحقق هذا التوزيع كون مجموع جميع قوى W‏ 
التي عددها «_جميع جذور الدرجة gulp del Win‏ الصفر. جبرياًء هذا الملجموع 
هو (w"-1/ (w-1)‏ ولكن 1-0 - "س . 


القيم الذاتية والمتجهات الذاتية ۹ء 


في الحالة الثانية» 1 هي قوة د «. WG)‏ وهي» أيضاًء جذر للواحد. إِنّها 
ليست الجذر الأوّل للواحد » وذلك لأننا لم ننظر في عناصر قطر تا "ا أي fai‏ 
مجموع قوى W‏ يساوي الصفر» أيضاً : 0= (1-/1(/)1-/1) . 

وهكذا وجدنا أن U‏ مصفوفة واحدية . لقد كتبنا من قريب معكوسها_ الذي له 
الصورة ذاتها عدا الاستعاضة عن «ب س Spa OV wae]‏ على ما حدث . 
cals‏ ا واحدية UL‏ جد معكوسها بالانتقال (الذي لا يغيّر شيئاً) وأخذ المرافق 
(الذي يغيّر « إلى Cw‏ معكوس ] هذه هو -U‏ 

استناداً الى '1 من خواص المصفوفة الواحدية» فإن طول المتجه x‏ يساوي طول 
Ux‏ . الطاقة في فضاء ما تساوي الطاقة في Jya‏ هذا الفضاء . والطاقة هي المجموع 
Ix È‏ وهي أيضاً مجموع الطاقات في مختلف «المتوافقات» . يحوي متّجه مثل 
(1.0.....0) = × كميّات متساوية من كل مركبة للتواتر » المتّجه Ux = )1,1.....1(/ Va‏ هو 
مجه وحدة . 

لنذكر al‏ يكن حساب Ux‏ بسرعة بطريقة تحويل فوريه السريع . 
مثال Y-‏ 


هذه المصفوفة مصفوفة قائمة» لذاء استناداً» الى” » يجب أن يكون لها متجهات 
ذاتية متعامدة. إِنّها أعمدة مصفوفة فوريه ! يجب أن يكون لقيمها الذاتية قيم مطلقة 
تساوي الواحد. إِنّها الأعداد Lwow‏ (أو ”,1 » في هذه الحالة: (4x4‏ 
ِنّها مصفوفة حقيقية» لكن قيمها الذاتية ومتّجهاتها الذاتية مركبة . 

ملاحظة أخيرة . تحقّق المصفوفة الهرميتية التخالفية #- 2 K‏ تماماً كما تحقّق 
مصفوفة تناظرية تخالفية #- = KT‏ تنتج خواصها مباشرة من ارتباطها القريب مع 
المصفوفات الهرميتية : 

إذا كانت 4 هرميتية فان ١‏ :- × هرميتية تخالفية . 


e.‏ 41 الخطي وتطبيقاته 
القيم الذاتية للمصفوفة © تخيّلية بحتة Vay‏ من كونها حقيقية خالصة» لقد 


ضربنا ب i‏ . المتجهات الذاتية لم تتغيّر. يدي المثال الهرميتي الوارد في الصفحات 
السابقة الى : 


21 3 + 3i 


اھ ت 
hy N ee‏ |= هدم 


العناصر القطرية مضاعفات (باستثناء الصفر) :. القيم الذاتية هي 8, :- . 
تبقى المتجهات الذاتية متعامدة ويبقى لدينا KEU AU”‏ بمصفوفة واحدية U‏ عوضاً 
عن المصفوفة الحقيقية © القائمة» و ب 8,:- الواقعة على قطر 4 . 


يلخص هذا البند بالجدول الذي fe‏ التوازي بين AAH‏ والمركب . 


الحقيقي مقابل CSM‏ 
"#فضاء متّجهات iS yon‏ حقيقية ج> ”© فضاء متّجهات ب ١‏ مركبة AS ye‏ 


n 


2 2 2 2 2 2 
Ibe = by P+. + be | ااعااج» الطول:‎ =× + ...+× ٠ : الطول‎ 


AW = النقل الهرميني: :زه‎ Aq =4: النقل:‎ 
(AB) =B" A” ¢ (AB) =B A 
Ky = × جج الجداء الداخلي, لم ×+ ... + رور‎ xTy = xy رلا‎ + ... + Yq الجداء الداخلي‎ 


(Ax )"y =x" (ATy) +( Ax)" =x" (Aly). 
xy =0 جه التعامد‎ x y =0 التعامد:‎ 
۸" = 4 : مصفوفات هرميتية‎ OAA : مصفوفات تناظرية‎ 
۸4 = 0810-1 = 0۸0" مه (۸حقيقية)‎ A = UA 7 ` = UAU" ) حقيقية‎ A) 
ak مصفوفات تناظرية تخالفية #-- #7 جه مصفوفات هرميتية تخالفية‎ 
نأأن‎ =I ج> مصفوفات واحدية "ناد اثناأو‎ OI مصفوفات قائمة "0=" أو‎ 
و اماد اانا‎ (vx) (vy) =x ج‎ 0x =| «Ig (Qx) (Qx) "د‎ y 
I= 1 متعامدة نظامية وكل‎ U الأعمدة والأسطر والمتجهات الذاتية من © و‎ 


\-0-0 


£-0-0 


0-0-0 


القيم الذاتية والمنتجهات الذاتية لدان 


تمارين 


من أجل العددين المركّبين : - 1 و :3+4 

. أوجد موضعيهما في المستوي المركّب‎ C) 

(ب) أوجد مجموعهما وجداء هما . 

(ج) أوجد مرافقيهما والقيمة المطلقة لكل منهما. 

هل يقعان داخل دائرة الوحدة أم في خارجها ؟ 

ماذا ELK‏ أن تقول حول : 

)١(‏ مجموع عدد مركّب ومرافقه ؟ 

(Y)‏ مرافق ote‏ يقع على دائرة الوحدة ؟ 

(Y)‏ جداء عددين واقعين على دائرة الوحدة ؟ 

)£( مجموع عددين واقعين على دائرة الوحدة ؟ 

إذا كان c y 1+3: ,x =24i‏ فأوجد ر ay, Ix,‏ عدن عد . GRA‏ من أن 
القيمة المطلقة lay!‏ تساوي جداء ا×اب ااا والقيمة المطلقة | «/ااتساوي 
خارج قسمة 1 على lel‏ 

أوجد العددين b a‏ من العدد المركب tib‏ الواقع على دائرة الوحدة 
عند الزوايا .600,90 30s,‏ = 0 . تحقّق؛ بضرب» مباشر» من أن Cart‏ 
الأوّل يساوي الثاني وأن مكعّب الأول يساوي الثالث . 

(أ) إذا كان "= »فما ga‏ ",× في الاحدائيّات القطبية ؟ 

أين يقع العدد المركب الذي يحقّق + -'.؟ 

(ب) في اللحظة 0= e t‏ العدد المركّب 1 -"* '"ء مساوياً الواحد. 
ارسم الخط الذي يرسمه عندما تزداد /من الصفر الى 27 . 


A-0-0 


۱۰-0-0 


11-0-0 


ا لجبر الخنطي وتطبيقاته 


أوجد طولي المتجهين التاليين وجداء هما الداخلي : 


2 + 4i 


ye 4 


كه ee‏ و 


4i 


اكتب المصفوفة “4 واحسب C= AMA‏ ]13 كانت 


ra 


a= 

مهي العلقة بين © ,”© ؟ هل ذلك صحيح عندما تنشأ ©من GAMA‏ 
)1( بالمصفوفة السابقة A‏ » استخدم الحذف لحل Ax=0‏ 

(Y)‏ برهن أن الفضاء الصفري الذي انتهيت من حسابه متعامد مع 
RA")‏ ليس مع فضاء الأسطر (4) #. المعتاد. الفضاءات الأساسية 
الأربعة في الحالة المركبة هي RA), AMA)‏ كالسابق ثم RA")‏ 
VA)‏ 

() ما هي محدّدة A”‏ بدلالة محدّدة A‏ ؟ 

(ب) برهن أن محدّدة أي مصفوفة هرميتية هي عدد حقيقي . 

(أ) ماهو عدد درجات الحرية في مصفوفة متناظرة حقيقية » في مصفوفة 
قطرية حقيقية » وفي مصفوفة حقيقية قائمة ؟ (الجواب الأول هو مجموع 
الجوابين الآخرين » Ag ON‏ 4-0) 

(ب) برهن أن للمصفوفات الهرميتية من النوع 33 تسع درجات حربة 
وللمصفوفات الواحدية ست . (يمكن ضرب أعمدة ‏ الجديدة بأي عدد 
من الشكل ٠‏ ). 

اكتب المصفوفات التالية بالصورة ××22 + Ay ×, xt‏ لنظرية الطيف: 


إ4 5-15 i} o]? ah‏ ]عم 


1۲-0-0 


1۳-0-0 


1٤-0-0 


10-60-0 


القيم الذاتية والمتجهات الذاتية er‏ 
bel‏ سبب الصحة ومثالاً معاكساً في حالة الخطأ : 
(أ) إذا كانت A‏ هرميتية فان 17+ 4 قابلة للعكس . 
(Y)‏ إذا كانت © قائمة فان ۲ + + © قائمة أيضاً 
(Y)‏ إذا كانت A‏ حقيقية فان 17+ A‏ قابلة للعكس . 
افرض أن 4 متناظرة من النوع 3 3 » قيمها الذاتية 0,1,2 . 
(أ) ما هي الخواص المضمونة للمتجهات الذاتية الواحدية المقابلة Suv wJ‏ 
MI, E‏ وء فف Ladi‏ السقري» العقري EINTE‏ 
الألسطر وفقاء LA Siac‏ 
(ج) أوجد متّجهاً د يحقّق ۷+ Ax =v‏ . هل هو وحيد ؟ 
(د) تحت أي شروط على ٠‏ يكون للنظام Ar=b‏ حل ؟ 
(ه) إذا كانت uviw‏ أعمدة 5ى. فماهي ' 5 و ك4" 5؟ 
في القائمة الواردة أدناه » أي صنف يحوي المصفوفة 4 وأيّها يحوي 


المصفوفة 8 ؟ 


ej- 


قائمة» قابلة للعكس ¢ إسقاط » مبادلة» هرميتية» من المرتبة واحدء ALG‏ 
للتقطيرء ماركوف . أوجد القيم الذاتية ل 4و 8. 

ما هو عدد أبعاد الفضاء S‏ لجميع المصفوفات المتناظرة الحقيقية من النوع 
xn‏ ؟ تقول نظرية الطيف إن كل مصفوفة متناظرة تركيب ل« من 
مصفوفات الاسقاط . با أن عدد الابعاد هنا يزيد على on‏ كيف يكن 


تفسير هذه الزيادة ؟ 


11-0-0۵ 


1۷-0-0 


1A-0-0 


14-0-0 


۲-6-0 


۲1-0-0 


الجبر الخطي وتطبيقاته 

اكتب الوقائع ذوات الشأن المتعلقة بالقيم الذاتية لما يلي : 

)١(‏ مصفوفة متناظرة حقيقية 

(Y)‏ مصفوفة مستقرة : جميع حلول المعادلة Au‏ = :4/4 تتقرب من 
الصفر 

(Y)‏ مصفوفة قائمة 

)£( مصفوفة ماركوف 

)0( مصفوفة معيبة (غير قابلة للتقطير) 

)1( مصفوفة شاذة 

برهن أنه إذا كانت كل من U‏ و ۷ واحدية» فان 0۷ تكون كذلك . استخدم 
ا معيار 1- U"U‏ 

برهن أن محددة مصفوفة واحدية تحقق 1 - | :4 | ولكن المحددة 
ليست» بالضرورة» مساوية الواحد. صف جميع المصفوفات الواحدية 


من النوع 2 2. 
أوجد عموداً WU‏ لتصبح المصفوفة التالية واحدية . مامقدار الحرية في 
هذا الاختيار؟ 

IN3 iN2 

U=lIN3 0 

iN3 1IN2 


bi‏ المصفوفة الهرميتية-التخالفية ۸ ذات النوع 2 ×2 والتي جميع 
عناصرها تساوي i‏ احسب " 8" Se‏ -” » وتحقق من أن “ء واحدية . 
ماقيمة مشتقتها عند 0= St‏ 

صف جميع مصفوفات النوع 33 التي تتصف بكونها هرميتية وواحدية 
وقطرية في وقت معاً. كم واحدة نجد مثل تلك المصفوفة؟ 


YY-0-0 


Y¥—0-0 


1-0-0 


0-0-0 


القيم الذاتية والمتجهات الذاتية ito‏ 


يمكن تجزئة أي مصفوفة 2 إلى مصفوفة هرميتية وهرميتية تخالفية» 
LL Z=A +‏ مثل العدد المركب * الذي يجزأ بالصورة 18+ 4». الجزء 
الحقيقي ل هو نصف > + و«الجزء الحقيقي» ل 2 هو نصف /2+2. 
أوجد قانوناً مشابهاً «للجزء التخيلي» وجزيء المصفوفتين التاليتين 
بالصورة 4+1 : 


3+1 4+ 2 
0 S | 


2|4 i] و‎ z= 


برهن أن أعمدة مصفوفة فوريه /ذات النوع 4 ×4 هي متجهات مصفوفة 
المبادلة P‏ فى ١ JA‏ . 

لمصفوفة المبادلة تلك» اكتب المصفوفة الدوارة : 

Ie PeP +‏ -0(مصفوفة متجهاتهاالذاتيةهيء 
Lal‏ مصفوفة فوريه). أكتب أيضاً المركبات الأربع لجداءمصفوفة 
كتجه Cx‏ الذي هو التفاف 5 c= GE‏ و( A x= (x, Xp žy‏ 

من أجل المصفوفة الدوارة CC FAF?‏ لماذا يكون الضرب ب" ثم ب 
۸ ثم ب F‏ (قاعدة الالتفاف) أكثر سرعة من الضرب مباشرة ب © ؟ 


1-0 تحويلات التشابه : 

لقد تضمنت كل خطوة في هذا الباب» فعلاً» التركيب S'AS‏ حيث المتجهات 
الذاتية للمصفوفة 4 قد وضعت أعمدة للمصفوفة S‏ والتركيب TAS‏ 5 كان مصفوفة 
قطرية (سميت (A‏ . عندما كانت 4 متناظرة كتبنا O‏ عوضاً عن S‏ كتذكرة بأنه من الممكن 
اختيار المتجهات الذاتية متعامدة نظامية . في ا خالة المركبة» عندما كانت 4 هرميتية» 
فقد كتبنا U‏ » لكنها بقيت مصفوفة المتتجهات الذاتية. الآن» في هذا البند الأخير 


اد الجبر الخطي وتطبيقاته 


سننظر في تركيب آخر JSAM AM‏ بالطريقة نفسهاء ولكن بأية مصفوفة قابلة 
للعكس M‏ تقع في اليمين ومعكوسها في اليسار . قد يصدف أن تكو ن المتجهات الذاتية 
غير ممكنة التكوين DLN)‏ المعيبة)» أو أننا لانعرفها أو أننا لانريد استخدامها . 

لنصف أولاًء العلاقة بين 4 و M'AM‏ . يقال عن هاتين المصفوفتين إنهما 
متشابهتان . يدعى الانتقال من إحداهما إلى الأخرى تحويلتشابه . إنها الخطوة الطبيعية 
التي يجب القيام بها عند التعامل مع معادلات تفاضلية أو قوى مصفوفة أو قيم ذاتية 
«LL‏ كما كانت خطوات GIH‏ طبيعية عندما تعاملنا مع Ar =b‏ (الحذف يضرب A‏ 
من اليسار ب ٠ L"‏ ولكن لايضرب من اليمين Fale (La‏ يكون هتاك جماعة كاملة 
من المصفوفات M'AM‏ جميعها مشابهة Shay cA‏ مسألتان أساسيتان : 

)١(‏ ماهي الأمور المشتركة بين هذه المصفوفات 4/14 /1؟ 

(Y)‏ باختيار خاص ل om‏ ماهو الشكل الخاص الذي يكن أن نصل إليه 
M'AM»‏ 

الجواب الاخير يعطى من قبل صيغة جوردان التي ينتهي بها هذا الباب. 

من المستحسن أن نذك ر كيف أتشىء هذا التركيب.. لتفرض ol‏ أعطينا معادلة 
تفاضلية أو معادلة فرق بالمتغير »» ولنفرض أننا أجرينا التغيير u =Mv‏ لإدخال المتغير 
الجديد cv‏ فيكون: 

dv dv - du 


Weouy'amy أو‎ M A =AMv, تصبح‎ St = Aw 
dt a dt 1 dt 


Una) =M AMv, أو‎ Mv, =AMV, ربولا صح‎ =A 
M=S فى الحالة الخاصة. يكون‎ . 4٥۷ المصفوفة الجديدة فى المعادلة هى‎ 


ويتفكك النظام AS OY‏ 4-5 قطرية . تتطور النماذج النظامية بصورة مستقلة. إذا 
تكلمنا بلغة التحويلات الخطية التى قدمت قبل» فإن المتجهات الذاتية قد اختيرت 


القيم الذاتية والمتجهات الذاتية 6V‏ 


بحيث تكون قاعدة للفضاء . إن ذلك هو أقصى تبسيط» لكن تبسيطات أخرى أقل 
تطرفا مستعملة أيضاً . نحاول أن Jad‏ العمل M'AM‏ أكثر سهولة من العمل Aa‏ 

السؤال الأول كان حول جماعة المصفوفات IIM AM‏ تضم 4 ذاتهاء وذلك 
باختيار M‏ مصفوفة الوحدة . يمكن جعل كل واحدة من هذه المصفوفات تظهر في معادلة 
تفاضلية أو معادلة فرق نتيجة لتغيير المتغير 260-؛» لذاء من المتوقع أن يكون بينها 
أشياء مشتركة وهي واقعة» ad‏ المصفوفات ال متشابهة مشتركة بالقيم الذاتية . 
0 ¢ إذا كان B=M'AM‏ فان للمصفوفتين B‏ و 4 القيم الذاتية نفسها ويقابل متجه ذاتي ل 
A‏ متجهاً ذاتياً ×1 BJ‏ . 
البرهان مباشرء لما كان A=MBM"‏ : 

Ax =x > MBM "x = Ax > BM" x) =2(M x). 

لذا تكون ۸ قيمة ذاتية للمصفوفة 8 أيضاً. المتجهات الذاتية ضربت Mg‏ 

يمكنناء Lal‏ » أن نتحقق من أن المحددتين ل -A‏ 4 و B-A‏ متطابقتان» وذلك 
من قاعدة ضرب محددتين : 


det (B -AI) = det M "AM - ÀI) = det M`! (A -AL)M) 
= detM" det (A -AI) det M = det (A AD. 


المحددتان_ كثيرتا الحدود المميزتان 1 4 و Oly slice B‏ لذاء فان جذورهما- 
القيم الذاتية ل 4 و 8 متطابقة . ا مثال التالي يوجد بعض المصفوفات المشابهة للمصفوفة 
مال الا فة | م | = 4 قطرية قيمتاها الذاتيتان 1و0 . 


إذا كانت | 7 i‏ | -/فإن 1 | :=Mam=|‏ مثلثية قيمتاها الذاتيتان 1 و 0 


|د إتم 
N|=nN]=‏ 


:B=M 04 J‏ مصفوفة إسقاط قيمتاها الذاتيتان 


EEA‏ الجبر الخطي وتطبيقاته 


إذا كانت | € | = 4 BM AMOG‏ مصفوفة اختيارية قيمتاها الذاتيتان 1 و 0. 

في هذه الحالة» يمكننا أن ننتج أي مصفوفة لها القيم الذاتية الصحيحة» إنها حالة 
سهلة OY‏ القيمتين الذاتيتين 1 و 0 مختلفتان. شكل جوردان يمكنه أن يتدبر أمر حالة 
القيم الذاتية المكررة وأي نقص ممكن في المتجهات الذاتية . كل مايمكننا قوله الآن هو 
أن ل4۷" M‏ العدد ذاته من المتجهات الذاتية المستقلة مثل 4 (لأن المنجهات الذاتية 
(Mace pe‏ 

الخطوة الأولى منفصلة ونظرية » وهي النظر في التحويلات الخطية التي تقع 
بعد المصفوفات . إن ذلك يعيدنا إلى البند 7-5١‏ حيث نظرنا بالدوران أو الانعكاس أو 
الإسقاط بتعابير هندسية كشيء يقع في فضاء ذي « بعداً. يكن أن يحدث التحويل 
خارج الجبر الخطي لكن الحبر الخطي يعيده إلى ضرب المصفوفات . 


تغبير الأساس = تحويل تشابه : 

ستكون العلاقة بين المصفوفتين المتشابهتين 4 و 8-1404 شديدة القربء لنعد 
إلى التحويلات الخطية و لنذكر الفكرة الأساسية : مث لكل تحويل خطي بمصفوفة . 
لقد ظهرت في البند (1-7) نقطة إضافية واحدة : تتعلق المصفوفة باختيار الأساس . 
إذا غيرنا الأساس فاننا نغير المصفوفة . نحن OVI‏ مستعدون لرؤية BL‏ يفعل تغيير 
الأساس في المصفوفة . 
تمثل ا مصفوفات ال متشابهة تحويلاً خطياً واحداً بالنسبة لأسس مختلفة . 

الجبر دقيق غالبا . لنفرض أن لدينا التحويل 7 fee)‏ الدوران) والأساس Yd v‏ 
يكن تكوين مصفوفة A‏ كما يلي : ينتج العمود زفي 4 عن تطبيق MET‏ «: 

a pitt ay Y تركيب في المتجهات‎ = Tv. 
مصفوفة جديدة (لنسمها 8) تبنى‎ OV V وإذا كان لدينا اساس جديد‎ 


n 


deao: 2b, V; تركيب في المتجهات ۷هو‎ ATV, : بالطريقة ذاتها‎ 
i=l ١ 


القيم الذاتية والمتجهات الذاتية 4ء 


يكون كل ۷ أيضاً تركيباً في متجهات القاعدة القدية mv;‏ 2= . المصفوفة 
M‏ هذه» ef‏ » حقاً» التحويل المطابق (!) عندما يكون الشىء الوحيد الذي يحدث 
هو تغيير الأساس . تبعاً للقاعدة الواردة فى البند »)٦-۲(‏ لقد Lab‏ فقط » التحويل 
المطابق (الذي يترك ۷ كما هو) وكتبنا الناتج بتركيب في «. المصفوفة المعاكسة M'‏ 
Last e‏ التطبيق المطابق» عندما يتغير الأساس من « إلى ۷. قاعدة الجداء تعطي 


النتيجة التي نريدها : 
ه ف المصفوفتان 4و 8 اللتان تمثلان التحويل الخطي T‏ نفسه بالنسبة لأساسين مختلفين 
« و V‏ هما مصفوفتان متشابهتان : 
a Ta i‏ 
B =M" A M‏ 


هذا البرهان (الناتح عن قاعدة الضرب) إلى حد ما غامض» وامثال هو أفضل 
طريقة لتفسير ذلك . نفرض أن 7 هو الإسقاط على مستقيم L‏ يصنع مع المحور الأفقي 
زاوية قدرها0 . إن ذلك تحويل خطي وهو موصوف بصورة كاملة دون الاستعانة 
بأساس . ولكن» لتمثيل ذلك بمصفوفة» فنحن بحاجة إلى أساس» يعرض الشكل 
)0-0( إختيارين . أحدهما الأساس المعتاد (1,0) = « و (0,1) = والآخر أساس اختير 
خصيصاً من أجل 7. في الحقيقة ۷= OY) TV‏ ۷ واقع على المستقيم L‏ مسبقاً) و T=0‏ 
V, ON) v,‏ متعامد مع المستقيم) . في هذا الأساس» تكون المصفوفة قطرية ‏ لأن 7 و 
V,‏ متجهان ذاتيان : 


Fare =|} 8]‏ 
الشيء الآخر هو المصفوفة ١‏ التي تغير الأساس . من أجل ذلك نعبر عن V‏ 


بالتركيب 0 v cos 0+ v, sin‏ ونضع معاملاته في العمود الأول . بصورة مشابهة ,۷ (أو 
V,‏ التحويل هو التطابق) هو 0 -v sin 0 + ۷ COS‏ وينتج العمود الثاني : 


£o.‏ الجبر الخطي وتطبيقاته 


B= [Tver = Î; at 


b, b, 
b, | or in V-coordinates M م"‎ 
2 2 


b, b; 
A or in V-coordinates BM 
b, b, 


شكل (0-5). تغيير الأساس fat‏ مصفوفة الإسقاط قطرية . 


M - ]1[ ov =|’ a :‏ 
ينقل معكوس المصفوفة ' 17 (الذي هو هنا ا لمنقول) من « إلى ۷.إذا ركبت مع 8 و 
M‏ فإنه يعطي مصفوفة الإسقاط التي كتبت في الأصل في البند CRY)‏ 


2 
C cs 
2 |- 
cs S 


يمكننا تلخيص هذه النقطة . نفرض Lil‏ أعطينا مصفوفة مثل A‏ طريقة تبسيطها- 
بالفعل» هو تقطيرها هو إيجاد المتجهات الذاتية . إنها توضع في أعمدة /1 (أو (S‏ 
فنحصل على مصفوفة قطرية .M'AM‏ يقول الجبريون الأمر ذاته بلغة التتحويل الخطي : 
طريقة إيجاد مصفوفة قطرية T JAE‏ هي اختيار أساس مكون من متجهات ذاتية . 
الأساس المعتاد « يؤدي إلى 4 التي ليست بسيطة ؛ الأساس الملائم ۷ يؤدي إلى 8 التي 
هي قطرية . 


A =MBM' = 


القيم الذاتية والمنجهات الذاتية ؤم 


نؤكد من جديد آن تر كيباً مثل MAM‏ لايظهر للوجودخلال حل ط=×4؛ العملية 
الأساسية هناك هي ضرب A‏ (من اليسار» فقط) بمصفوفة تطرح مضاعف سطر من 
سطر آخر . إن مثل هذا التحويل يحافظ على الفضاء الصفري وعلى فضاء أسطر A‏ 
الذي ليس له أي عمل على القيم الذاتية . بالمقابل» تبقي تحويلات التشابه القيم الذاتية 
ذاتهاء التي تحسب» في الواقع» بمتتالية من التشابهات البسيطة . تتحول المصفوفة 
بالتدرج إلى مصفوفة مثلثية الشكل» وتظهر القيم الذاتية بالتدرج » Lal‏ على القطر 
الرئيسي . (لقد وصفت هذه المتتالية في الفصل السابع كما أن خطوة واحدة قد وُضحت 
في التمرين السابع أدناه). إن ذلك أفضل محاولة لحساب كثيرة الحدود det (A-M)‏ 
التي جذورها هي القيم الذاتية . من أجل مصفوفة كبيرة» من المستحيل حسابياً حشد 
كل هذه المعلومات في كثيرة الحدود ومن ثم استخراجها من جديد. 


الأشكال المثلثية بوساطة مصفوفة واحدية M‏ 

إن أول انتقال لنا بعد ا حالة المعتادة 14-5 هو خطوة صغيرة : عوضاً عن استخدام 
ا حالة الأكثر عمومية M‏ نتجه في طريق آخر ونقتصر على مصفوفة واحدية . ULU‏ 
هنا هي أن نجد شكلاً مبسطاً بحيث يكن إنجاز التركيب MAM‏ تحت تأثير هذا القصر . 
يتطلب ذلك أن تكون أعمدة M =U‏ متعامدة نظامية (في ا حالة الحقيقية» كتبنا (M=0‏ 
. مالم تكن المتجهات الذاتية متعامدة» فمن المستحيل الحصول على مصفوفة قطرية ؛ 
لكن نظرية شور Schur‏ التمهيدية التالية تنتج شكلاً كثير الفائدة على الأقل - من 


0) 


الناحية النظرية ' . 


O)‏ سنكرس بقية هذا الباب لأمور نظرية أكثر منها عملية . إن شكل جوردان في ٥‏ ر مستقل 
عن الشكل المثلثي في 5 ف . 


مع 41 الخطي وتطبيقاته 


U'AU بحيث تكون‎ M =U مصفوفة واحدية‎ cA ص توجد لأي مصفوفة مربعة‎ O 
مشتركة مع المصفوفة المشابهة لها7 وتظهر‎ A مثلثية عليا . القيم الذاتية للمصفوفة‎ =7 
. على قطرها الرئيسي‎ 
البرهان لكل مصفوفة » مثل أية مصفوفة من النوع 4 ×4 » قيمة ذاتية واحدة 2 على‎ 
متجهاً‎ A الأقل؛ في أسوأ الحالات» يمكنها أن تتكرر أربع مرات . لذا فان للمصفوفة‎ 
ولنضعه في العمود الأول للمصفوفة‎ ox ذاتياً واحداً »على الأقل . لنجعله نظامياً‎ 
يتعذر تعيين الأعمدة الثلاثة الباقية» لذاء نتمم المصفوفة بأي طريقة‎ e في هذه الحالة‎ . 7 
. (طريقة غرام شميدت تؤكد إمكانية ذلك)‎ U, شرط أن تبقى واحدية ولنسمها‎ 
-ننا,‎ Ax, بالصورة الصحيحة:‎ U AU, العمود الأول من الجداء‎ EYI سيكون» على‎ 
: تعني أن‎ 
Ay 
أو‎ AU, =U, 
0 

في المرحلة الثانية » نتعامل مع المصفوفة ذات النوع 3 ×3 التي تقع الآن في 
القرنة الدنيا واليمنى . لهذه المصفوفة قيمة ذاتية h,‏ ومتجه ذاتي واحدي 6x,‏ يمكن وضعه 
في العمود الأول في مصفوفة واحدية من النوع 3 × 3. فيكون: 


EOE & 


* 
* 
* 
* 


x * * ¥ 


* 
GP Av, =| 9 | 
* 


* 
* 
* 
* 


HHH ¥ 


Ay SES 10 0 0 
E O Ag ابت‎ | 
تاف ةوه‎ Ws =|.’ aw| 2 88515 Me 
0 oO = 0 


أخيراً» كمرحلة أخيرة» نضع متجاً ذاتياً للمصفوفة ذات النوع 2 ×2 الواقعة في 
القرنة اليمنى والدنياء في مصفوفة واحدية M,‏ توضع في قرنة ,لا ويكون عندئذ : 


> 


* 
À 
0 23 
0 


N 


(U3 UT AU, U2)U3 =‏ ألا 


ooo 


* 
* 
0 


خ* & * * 


القيم الذاتية والمتجهات الذاتية لامع 


الجداء U =U UU,‏ مصفوفة واحدية أيضاً لقد تحقق ذلك بالتمرين -0-/ا١-‏ 
وبذلك» a‏ المصفوفة المثلثية المطلوبة 00-37 0 . 

بسبب كون هذا التمهيد يطبق على جميع المصفوفات» فان ذلك يجعلناء في 
الغالب» نهمل فرضية كون 4 قابلة للتقطير . يمكننا استخدام ذلك لبرها نكون القوة A‏ 
'تتقرب من الصفر عندما تكو ن كل ٠٠> ١‏ وتكون الدالة الأسية © متقاربة من الصفر 
عندما يكون كل ۸>0 6_دون الحاجة إلى المجموعة الكاملة للمتجهات الذاتية التي 
فرضت نظرية الاستقرار وجودها في البندين (7-0) و(5-0). 
مثال : 

للمصفوفة | t-‏ 7 | - 4 القيمة الذاتية 2-١‏ (مزدوجة). 

أحد مستقيمات المتجهات الذاتية (بالفعل هو الوحيد) يمر من النقطة (1,1) . بعد 

التقسيم على e VE‏ نصل إلى العمود الأول ل U‏ والعمود الثاني قائم عليه : 


Jarl NE WE |2 TWEE w2 | _[12 
way =| 2 -1N2 |11 Je- Py ere 


تلك هى المصفوفة المثلثية eT‏ تقع قيمها الذاتية على القطر . من أجل مصفوفة 
أكبر» توجد الخطوة الأولى ,7]-يتبعها ...لاا » جميعها مضروبة فيما بينها في -U‏ 
لسن Tisha‏ « سدور shook‏ مسايا.. 


تقطير المصفوفات المتناظرة والمصفوفات الهرميتية 

كتطبيق لهذا الشكل المثلثي » نريد أن نبين أن لكل مصفوفة متناظرة أو هرميتية - 
سواء أكانت قيمها الذاتية مختلفة Y ol‏ مجموعة كاملة من المتجهات الذاتية المتعامدة 
النظامية . نحتاج لمصفوفة واحدية U‏ بحيث تكون UAU‏ قطرية» ولقد أوجدها تمهيد 
شور في GO‏ . هناك خخطوتان للانتقال من المثلثية الى القطرية : 


هع الجبر الخطي وتطبيقاته 


() إذا كانت 4 هرميتية فان UAU‏ هرميتية أيضاً: 
AU.‏ ناك qu Au)" =u" a" u)"‏ 

(Y)‏ إذا كانت مصفوفة متناظرة أو هرميتية وكانت أيضاً مثلثية» فانها تكون 
قطرية . با أن 0'47 =7 هرميتية مثلثية bes‏ فإنهاء بصورة آلية » قطرية . وهذا ما ينهي 
برهان نظرية أساسية في الجبر الخطي : 

ه ق (نظرية الطيف) يمكن تقطير أي مصفوفة متناظرة وحقيقية بمصفوفة قائمة» 
ويمكن تقطير أي مصفوفة هرميتية بمصفوفة واحدية: 

U'AU =A المركبة)‎ ULI) © ١40 =A (الحالة الحقيقية)‎ 

أعمدة © (أو نا ) تحوى مجموعة كاملة من المتجهات الذاتية المتعامدة النظامية . 
ملاحظة ١‏ إذا كانت 4 حقيقية ومتناظرة» فان قيمها الذاتية ومتجهاتها الذاتية حقيقية 
في كل خطوة من خطوات 0 ف . ينتج ذلك مصفوفة حقيقية واحدية ا -بقول آخر 
ملاحظة ۲ من المؤكد أن للمصفوفات المتناظرة مجموعة كاملة من المتجهات الذاتية 
المتعامدة» ولو كانت بعض قيمها الذاتية مكررة . يمكننا أن نعتبر 4 نهاية لمصفوفة متناظرة 
ذات قيم ذاتية مختلفة» وعندما تتقرب من النهاية» فإن متجهاتها الذاتية» في النهاية» 
تبقى متعامدة . بالمقابل. للمصفوفة غير المتناظرة : 


_|0 0ه‎ 
a|? sin 0 


المتجهان الذاتيان (1,0) sin 0) s‏ 9 ءهء) . عندما 0 #-_6 » يتقرب المتجه الذاتي 
Ka wre 5 : 5 5‏ ا لانت 1 
الثاني من الأول-الذي هو المتجه الذاتي الوحيد للمصفوفة غير القابلة للتقطير | ل | | . 
مثال لقد برهنت الآن نظرية الطيف بالنسبة لمصفوفة متناظرة مثل : 


0 
A= 


10 
100 
001 


القيم الذاتية والمتجهات الذاتية tee‏ 


التى لها قيمة ذاتية مكررة 1--,2-,3 -,2 . أحد اختيارات المتجهات الذاتية : 


1 
“|, 
42 | 0 


إن هذه المتجات أعمدة مصفوفة قائمة 0 و تصبح A=0 a0'=0 AO"‏ 
Doo]‏ 0 
[ea‏ 0 0 2210 + | 0 
1 09 0 


42-2 x.x =A, 


O nl-nl- 
© nl-nl- 
amiens 
© إن‎ nj- 


لما كان =a,‏ ۸ فان تر AS‏ الإسقاطين الأولين JS)‏ منها من المرتبة الأولى) يعطي إسقاطاً 
P,‏ من المرتبة الثانية » وتكون 4 : 


© 


1 1 1 1 
010 2 2 Zä 
100|=A,P, +, P; =(1)y| 1 10ļ|+6D|-2 10l]. 
001 2 2 2 2 

001 000 


هنا یو جد مستو كامل من المتجهات الذاتية التي تقابل 1 =۸ ؛ المتجهان × × قد اختبرا 
بصورة اعتباطية د Ls‏ . لذلك» فإن المقداري ين المتمايزين Lal dbbleclxx”, Ee T‏ 
وليس سوى مجموعهما ‏ إسقاط P‏ على المستوي الكامل هو الذي عين بصورة 
ووی يه ووز وسيم سیم 


لا كان iha‏ مجموعة ros‏ فان TT‏ اق 
المطابقة . ولا كانت الفضاءات الذاتية متعامدة› فإن جداء كل sÍ‏ ثنتين من هذه الإسقاطات 
يساوي الصفر 0= PP‏ 

أصبحنا الآن قريبين جداً من الإجابة عن سؤال طبيعي ومهم وقادرين» أيضاًء 


goq‏ الجبر الخطي وتطبيقاته 


على متابعة الطريق حتى نهايته . ما هي المصفوفات التي تكون فيها المصفوفة المثلثية 
T‏ هي المصفوفة القطرية ۸ ذاتها ؟ لقد وضعت المصفوفات الهرميتية والمصفوفات 
الهرميتية التخالفية والواحدية» سابقاً» في هذا الصنف ؛ إنها تقابل على الترتيب أعداداً 
من المحور AAL‏ » أعداداً تخيلية بحتهء ودائرة الوحدة. نريد الآن الصنف الكامل 
وهو الذي يقابل مجموعة الأعداد المركبة كاملة . تدعى هذه المصفوفات نظامية . 
٥‏ ر نقول عن مصفوفة ١‏ إنها مصفوفة نظامية » إذا كانت تبادلية مع NN'SN"N iN”‏ 
في هذه المصفوفات دون غيرهاء تكون المصفوفة المثلثية NU‏ =7 هي المصفوفة القطرية 
۸ . المصفوفات النظامية هي ٠‏ بالضبط » تلك المصفوفات التي لها مجموعة كاملة من 
ا متجهات الذاتية ا متعامدة النظامية . 

نلاحظ أن المصفوفات الهرميتية (أو المتناظرة) هي مصفوفات نظامية حتماً : إذا 
كان 4-47 فإن كلا من 4/4 و AA"‏ يساوي 4. المصفوفة الواحدية نظامية» أيضاً: 
كل من UU‏ و UU”‏ يساوي الوحدة. في هذه الحالات الخاصة» نكون قد برهنا أن 
T= A‏ بمرحلتين وتستخدم هاتان المرحلتان بالذات مصفوفة نظامية : 

(V)‏ إذا كانت N‏ نظامية فان NU‏ 7-17 نظامية لأي أيضاً: 

TT” = U'NUU®N"U = ن تابريو أن‎ = UNE NU =U”N"UU'NU =T"T. 

(Y)‏ إذا كانت مصفوفة مثلثية 7 نظامية» فإنه يجب أن تكون مصفوفة قطرية 
(التمرینان ه-9-5١‏ إلى (Ye‏ . 

وهكذا نجد أنه إذا كانت ۷ نظامية فان المصفوفة المثلثية UNU‏ مصفوفة قطرية ولا 
كان لها القيم الذاتية nt‏ نفسها فانها تكون المصفوفة A‏ بالذات . المتجهات الذاتية 
للمصفوفة ١‏ هي أعمدة U‏ وهي متعامدة نظامية . هذه هي الحالة الجيدة ولننتقل OV‏ 
الى الحالة العامة من أفضل المصفوفات الممكنة الى الأسوأ الممكن . 


صيغة جوردان 
لقد عملنا حتى الآن» في هذا البند» أفضل مانقدر عليه باستخدام المصفوفة 


القيم الذاتية والمتجهات الذاتية goy‏ 


الواحدية في التشابه؛ باشتراطنا كون M‏ مصفوفة واحدية» توصلنا بالمصفوفة M'AM‏ 
إلى شكل مثلثي 7. سنرفع OYI‏ هذا القيد عن المصفوفة M‏ ستكون أي مصفوفة 
مقبولة» وسيكون هدفنا جعل المصفوفة M'AM‏ أقرب ماييكن من القطرية . 

ستكون نتيجة هذا الجهد الكبير في التقطير ا لحصول على صيغة جوردان .. في 
الحالة التي يكون فيها للمصفوفة A‏ مجموعة كاملة من المتجهات الذاتية المستقلة» نأخذ 
M S‏ ونصل إلى ty STAS A‏ تتحد» في هذه الحالة» صيغة جوردان مع المصفوفة 
القطرية ۸. إن هذا الأمر متعذر لمصفوفة معيبة» وستحوي صيغة جوردان» من أجل 
كل متجه ذاتي مفقود» العدد واحد فوق قطرها الرئيسي مباشرة . تظهر القيم الذاتية 
على القطر الرئيسي OY‏ / مثلثية . يمكن لقيمتين ذاتيتين مختلفتين أن تنفصلا دائماً. 
القيمة الذاتية المكررة ۸ » فقط » هي التي تتطلب (أو لاتتطلب) عنصراً غير قطري في 
Ti‏ 
0 ش إذا كان للمصفوفة 4 متجهات ذاتية مستقلة» فإنها تكون مشابهة لمصفوفة ذات s‏ 
aks‏ : 

0 


J=M AM = 


oA‏ الجبر الخطي وتطبيقاته 


عندما تكون الكتلة من مرتبة 1< cm‏ فان القيمة الذاتية A‏ تتكرر yom‏ ويو جد 
1- : من الوحدان فوق القطر . يمكن للقيمة الذاتية ۸ » نفسها أن تظهر في كتل متعدّدة» 
إذا كانت تقابل متجهات ذاتية متعدّدة ومستقلّة . تكون مصفوفتان متشابهتين إذا اشتركتا 
بصيغة جوردان . 

يضع كثير من المؤلفين هذه النظرية في ذروة مقرّرهم في AN‏ الخطي . بصراحة» 
إتّني أعتبر ذلك خطأ . من المؤكد أنه لا يكن تقطير كل مصفوفة» وتُعد صيغة جوردان 
هي الحالة الأكثر عمومية ؛ ولكن » بسبب ذلك» سيكون إنشاء ها تقنياً وغير مستقر . 
(أي تغيير طفيف في 4 قادر على إعادة المتجهات الذاتية المفقودة وتغيير أمكنة الوحدان 
الموجودة خارج القطر) . 

لذاء كان أفضل موضع للتفصيلات هو Goll‏ والطريقة aall‏ للانطلاق 
بصيغة جوردان » هي النظر في أمثلة Dols‏ سهلة ال حل . 
مثال ١‏ : 


لهذه المصفوفات الأربعة القيمتان الذاتيتان )١(‏ و )١(‏ مع مجه ذاتي وحيد_لذاء فإن 
ل مكوثة من كتلة واحدة . لنحقّق الآن ذلك . المحدّدة تساوي الواحد والأثر (مجموع 
عناصر القطر الأساسي) هو (۲). تحمّق القيمتان الذاتيتان 1 -2,1.1 12+ . من أجل ل 
٠, 8 , 4‏ التي هي مصفوفات مثلثية » تقع القيم الذاتية على bal‏ نريد أن نبيّن أن 
هذه مصفوفات متشابهة  Lg]‏ واقعة في الجماعة ذاتها-و J‏ هي صيغة جوردان لهذه 
الجماعة . 


Filippov كل مؤلف يحاول جعل هذه التفصيلات سهلة المتابعة وأعتقد أن برهان فيليبوف‎ O) 
. من الملحق‎ J هو الأفضل . إنه سهل بصورة كافية ليجعلنا نعكس قرارنا وننقل إنشاء‎ 


القيم الذاتية والمتجهات الذاتية £04 


الانتقال من 7 الى J‏ » هو تغيير الاثنين بواحد ويمكن لمصفوفة قطرية 14 أن 
تفعل ذلك : 


اللاي 


من 4 إلى ل٠‏ العمل هو جعل المصفوفة مثلثية ومن ثم تغيير ١‏ با : 


t Hs‏ اک 5 11 د 
U tagal t b|‏ يؤدي إلى |=a‏ ! |=“ 


لقد كانت UAU‏ مثال تمهيد شور (5 ف أعلاه)؛ جداء M BU‏ يعطى .J‏ 
من 8 إلى ٠ J‏ العمل هو Doles JE‏ يعطيان: 


reo ا‎ 


مثال ۲ 


ا كان الصفر قيمة ذاتية مكرّرة ثلاث ole‏ لكل من هاتين المصفوفتين» Ep‏ ستظهر 
في كل كتلة من كتل جوردان» سواء وجدت ALS‏ واحدة من النوع 33 أو واحدة 
من النوع 2 2 وواحدة من النوع 1 ×1 أو ثلاثة من النوع 1 ×1 . لذا فإن الأشكال 
الممكنة لصيغة جوردان هي : 


2 الجبر الخطي وتطبيقاته 


في حالة المصفوفة 4 » سيكون المتجه الذاتي الوحيد هو (1,0,0) . لذا فان صيغة جوردان 
ستكون ذات كتلة واحدة» واستناداً الى النظرية الأساسية )0 ش)» ستكون ۸مشابهة 
للمصفوفة , 7. للمصفوفة 8 ands‏ ذاتي آخر هو (0,1,0)» لذاء فإن صيغة جوردان 
هي ,7.. توجد كتلتان على طول القطر. GÍ‏ فيما Gey‏ بالمصفوفة , J‏ فانّها تقع في 
صنف خاص thy‏ ستكون 0 - 014' M‏ وهي المصفوفة الوحيدة المشابهة لصفر 
المصفوفات. 

في هذين المثالين» يكفي تعداد المتجهات الذاتية لتعيين المصفوفة -J‏ وإن ذلك 
Se‏ دوماً إذا لم يكن هناك تعقيدات تزيد على ثلاثية القيمة الذاتية . ولكن» سيظهر 
كون تقنية التعداد قاعدة عامة في التمرين الأخير . 


تطبيقات على معادلات الفروق وا معادلات التفاضلية (القوى والدوال الأسّية) . 
إذا أمكن تقطير 4 » فان قوى ' كه 4-5 سهلة: ' ASAS‏ لم يكن من 
الممكن تقطيرهاء فسيبقى لدينا ' 114 3//- 4 » بصيغة جوردان في الوسط- نحتاج 
Sov‏ 6 7 
A* = MIM MIM") ... MIM") =MJ‘M".‏ 
7 كتلة قطرية ويمكن أخذ قوى هذه الكتل بصورة منفصلة : 


ALO 13 وو فقيو‎ 
aOR! لق أ أت‎ ny ie 
0 0 7+ 0 0 an 


يمكن أن يدخل ذلك في حل Dales‏ فرق» إذا كان هناك قيمة ذاتية ثلاثية ومتّجه ذاتي 
فريد. إِنّها تؤدي» أيضاً »الى حل المعادلة التفاضلية المقابلة : 


القيم الذاتية والمتجهات الذاتية EYN‏ 


8 

i 2 At te Ay te At 
Jit 2 1 
Er Sip e” te“ 
0 Oo e” 


يأتى ذلك من جمع المتسلحلة ...+20 7 t‏ 1 ل+1 الذي ينتج 
.+ 1+4 على القطر و alare‏ فوق تلك. 
مثال يظهر العمود الثالث من el‏ في حل المعادلة :du/dt =j u‏ 


du,/dt 


يحل النظام بالتعويض - التراجعي (لأن المصفوفة مثلثية) . تؤدّي المعادلة الأخيرة 
الى Uze‏ معادلة ,»هي cdu Jdt =ru +u,‏ زعلا هق Ae‏ المعادلة الأخيرة 
du Jdt = +u,‏ وحلها هو re‏ ! . من أجل كتلة من حجم 77 من قيمة ذاتية 
مضاعفتها :”7 ومتّجه ذاتى واحد فقط ‏ يظهر العامل الاضافى 1,1- m‏ مرة. 
هذه القوى والقوى الأسّية ل ز هي جزء من قانون الحل. الجزء الآخر هو 
المصفوفة 14 التى تربط المصفوفة الأصلية 4 بأكثر المصفوفات ل موافقة : 
إذا كان ,ده = u, = Au, = MJ*M "u, ÒB up,‏ 
إذا كان u =e“u,=Me"M'u, ÒB du/dt = Au‏ 


عندما MOS‏ و J‏ هما؟ و ۸ (الخالة القابلة للتقطير) سيكون هذان القانونان هما 
قانوني البندين )۳-١(‏ » (5-5). يتعرض الملحق (ب ) الى المصفوفات غير القابلة 
للتقطير ويبيّن لماذا يكن لصيغة جوردان أن تتمدد . 

آمل أن تكون القائمة التالية تلخيصاً ملائماً. 


Ewy‏ الجبر الخطي وتطبيقاته 


جدول تحويل التشابه 
A -١‏ قابلة للتقطير : أعمدة S‏ هي متجهات 4 الذاتية »و م -45' 5 مصفوفة 
قطرية . 
A -Y‏ اختيارية : أعمدة M‏ متّجهات A‏ الذاتية ومتّجهاتها الذاتية المعمّمة وتكون 
صيغة جوردان هنا M =J‏ 4' 1 قطرية بالكتل . 
A -Y‏ اختيارية و U‏ واحدية : يکن اختيار U‏ بحيث تكون ith. U'AU ST‏ 
A -٤‏ نظامية » 4/4-/44: یکن اختيار U‏ بحيث يكون U'AU =A‏ 
حالات خاصة من )8( » جميعها ذوات متّجهات ذاتية متعامدة نظامية : 
| - إذا كانت 4 هرميتية فان ۸ حقيقية . 
أ- إذا كانت A‏ حقيقية متناظرة فإن ۸ حقيقية U =Q Oly‏ قائمة . 
ب- إذا كانت A‏ هرميتية - تخالفية فان ۸ تخيّلية . 


ج- إذا كانت A‏ قائمة أو واحدية فان 121-1. 
1 


تمارين 


A وكانت ©مشابهة 8» برهن أن © مشابهة‎ A إذاكانت 8 مشابهة‎ ۱-٣-٥ 
ماهي المصفوفات المشابهة‎ .(B=M'AM و‎ © - 37١877 (افرض‎ 
لمصفوفة الوحدة؟‎ 

2215-3-5 صف بالكلام كل المصفوفات المشابهة ل | 9ن gies]‏ انعين lee‏ 

.4 +1 أبداً مشابهة ل‎ A فسرلاذا لا تكون‎ ۳-١-٠ 

: لبرهان أن‎ )١-( و‎ )١( أوجد مصفوفة قطرية 14 مركبة من‎ ٤-٦-٥ 


2 


0 
0 0 
— N = 
-N= 


| 
| 
1 
2| 


القيم الذاتية والمتجهات الذاتية 1 
0-1-0 برهن أنه إذا كانت 8 ALG‏ للعكس فان BA‏ مشابهة ل AB‏ . 
1-1-0 (أ)إذاكان CD =DC‏ (وكانت 2 قابلة للعكس) برهن أن © مشابهة 
C3‏ 
(ب) استنتج أن القيم الذاتية ل © تظهر أزواجاً بالاشارتين + أو - . 
(ج) برهن مباشرة أنّه إذا كان :<< - :د © فان C(Dx)=-A(Dx)‏ . 
۷-٦-٥‏ لتكن 4 مصفوفة ماو M‏ «دوراناً Cole‏ للمستوي»: 


abe cos@ -sin@ 0 
A=|def|, M=|sin@ cos@ 0|. 
ghi 0 0 1 


اختر زاوية الدوران 0 بحيث ينعدم العنصر (3,1) في M'AM‏ . 
تنبيه : ليس من السهل متابعة هذه الابادة لأن الدوران الذي يحدث صفرين عوضاً 
عن ۸,4 يكن أن يغيّر الصفر الواقع في القرنة . علينا أن تُبقي قطرا واحداً تحت القطر 
الرئيسي وننهي حساب القيم الذاتية بطرق مختلفة . Vy‏ إذا ga SE‏ جعل A‏ قطرية 
ورأينا قيمها الذاتية» فسوف AÈ‏ جذور كثيرة الحدود ) det (A -M‏ باستخدام الجذر 
التربيعي» فقط » الذي يعين 2450© » ولكن ذلك مستحيل . 
۸-٦-٥‏ ماهي المصفوفة M‏ التي تغيّر الأساس (1,4) VE‏ , (1,1)-1 الى 
الأساس (1,4) = $v = )2,5( , v,‏ أعمدة 14 تنتج عن التعبير عن /او 
sU pind SV.‏ 
۹-٦-٠‏ بالنسبة للأساسين السابقين › عبر عن المتجه )3,9( كتركيب من 
الصور 17 + 17 أو Se .dvtdy,‏ حسابياً أن 1 تربط © ب4: M‏ 
c =d‏ 


: أكد التمرين الأخير جبرياً : إذا كان‎ ٠١٠١-7-6 


eve 


11-1-0 


1-1-0 


eto 


18 
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gm c+m c, =d لآو‎ =m y +m y, بكاو‎ =m V +m, y, 

dv tdy, sc V +e V, فان المتجهين‎ e m c +m, =d, 

متطابقان. إن ذلك هو «قانون تغيير الأساس» Me =d‏ . 

إذا كان التحويل 7 هو الانعكاس على المستقيم الذي يصنع 40" مع 
محور X‏ أوجد مصفوفة هذا التحويل بالنسبة للأساس المعتاد = ۷ 
)1,0( (0,1) = ر« , وأيضاًء بالنسبة للأساس V=(1,-1)‏ , (۷=)1,1. 
برهن أن هاتين المصفوفتين متشابهتان . 

التحويل المطابق يطبق كل متجه على نفسه : TAE‏ أوجد المصفوفة 
المقابلة لهذا التحويل» إذا كان الأساس الاول (3,4) v= )1,2( , v=‏ 
lay‏ الثاني هو (0,1) w=‏ , (1,0)=« . ( ليست هي مصفوفة 
الوحدة C1‏ 

.b +2c x +0x° ر + × + ۾ هي‎ Tete 

(أ) اكتب مصفوفة من النوع 3 ×3 بحيث يكون : 

b 


26 | 
0 


3 
D=|b/= 
€ 


(ب) احسب D’‏ وفسر LI‏ بدلالة المشتقّات . 

(ج) ما هي القيم الذاتية والمتجهات الذاتية للمصفوفة ED‏ 

برهن أنه ليس للتحويل Tf x)=] toa‏ قيم ذاتية » بينما يصلح 
كل عدد قيمة ذاتية للتحويل Tf )*( = 4f idx‏ الدالة معرّفة لكل 


قيمة ل x‏ 


١ه->-م‎ 


=0 


== 


\A-1-0 


\4-1-0 


aad 


القيم الذاتية والمتجهات الذاتية 0 


في فضاء المصفوفات من النوع 2 ×2 » نفرض أن 7 هو التحويل الذي 
ينقل كل مصفوفة . أوجد القيم الذاتية و«المصفوفات الذاتية» ل 
7(المصفوفات التي (AA SF‏ 

(أ) أوجد مصفوفة قائمة 0 حيث =A‏ 40 0 : 

000 


000 
003 


A= و‎ A= 


1 1 
11 
1 
ثم أوجد زوجاً آخر من المتجهات الذاتية المتعامدة النظامية ,× من 
أجل 0 A=‏ 

(ب) Age‏ 1چر + ار := ۲ هي نفسها من أجل الزوجين . 
برهن أن كل مصفوفة واحدية A‏ قابلة للتقطير بمرحلتين: 

T=U'AU كذلك» فاته يكون‎ U واحدية وكانت‎ A إذا كانت‎ )١( 
. ۸ كل مصفوفة مثلثية عليا وواحدية» هي مصفوفة قطرية‎ (Y) 
وأن لأي مصفوفة‎ cA ينتج عن ذلك أن المصفوفة المثلّثية 7هي‎ 
مجموعة كاملة من‎ (Y واحدية(سواء كانت قيمها الذاتية مختلفة أم‎ 
جميع القيم الذاتية تحقّق‎ . UAU = A: المتجهاتالذاتية ا متعامدة النظامية‎ 
.làl=1 

أوجد مصفوفة نظامية ليست هرميتية ولا هرميتية تخالفية» ولا واحدية 
أو قطرية . برهن أن جميع مصفوفات المبادلة نظامية . 

نفرض أن 7 مصفوفة مثلّثية عليا من النوع 3X3‏ عناصرها 1 . قارن 
بين عناصر pele TT”‏ ۰77 وبرهن أنه إذا كانتا متساويتين فان 
آقطرية . 

إذا كانت N‏ نظامية» برهن أن || "۸ || = || Na‏ || لأي متجه ×. 


ENA 


5١1١-5-6 


¥¥-j-0 


لسرن 


7-0 


0-1-۵0 


Tito 


Y¥-1-0 
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استنتج أن للسطر امن N‏ طول العمود: نفسه. تنبيه : إذا كانت ON‏ 
Lal‏ مثلثية علياء فان ذلك يؤدّي من جديد لاستنتاج أن N‏ يجب أن 
تكون قطرية . 

برهن أن مصفوفة ذات متجهات ذاتية متعامدة نظامية هي مصفوفة 
نظامية» كما أدعي في OO)‏ 

NN" =N”N o N =U AU" أو‎ U'NU = إذاكان م‎ 

أوجد مصفوفة واحدية ومثلثية 7 بحيث يكون U'AU =T‏ من أجل : 


010 
a=|5 1 A=|000|. 
4 إ2‎ 3 100 
A (A -J الذاتية 0,1,2 فما القيم الذاتية‎ DIA 45 ga إذا كان‎ 
85 - هي‎ - . 
$1) (A -21) 


(أ) برهن» بضرب مباشرء أن مصفوفة مثلثية» مثل 3×3 » ŠE‏ 
معادلتها المميزة : 0 -(21-'3) 1ج :3) (T-41)‏ . 

(ب) بتعويض ۲ ب U'AU‏ » استنتج نظرية كايلي - هاملتون : كل 
مصفوفة Gis‏ معادلتها ا مميّزة : 

. (A-2I) (AAT) (A 1) =0 

ثيرة الحدود المميّزة للمصوففة | أ 


A`- (a+b (4 نظرية كايلي - هاملتون‎ Gar بتعويض مباشر»‎ o obe) 


4 
e 


7 - +ة ( 4+ ۾)‎ (ad هي‎ A= 


. +(ad-bc)1=0 
M  رزجنت التي‎ M في المثال (۲) الوارد في نهاية هذا الباب» أوجد‎ 
. "BM =J 


إذا كان 1= a‏ للعناصر الواقعة فوق القطر الرئيسى و 0= © فى بقيّة 
ij‏ و ij‏ ك 


YA-1-0 


14-71-0 


Y yte 


uy 
ua ١ 


القيم الذاتية والمتجهات الذاتية 1V‏ 


المواضع» أوجد صيغة جوردان (مثلاً 4 ×4) وذلك بايجاد جميع 
متجهاتها الذاتية . 

برهن بطريقة التجربة والخطأ(بمصفوفة (M‏ أنه لا توجد صيغتان 
متشابهتان من صيغ جوردان في JA‏ ذي النوع 233 774 الع 3و 
JÆM'JM s J#M'JM‏ . 

حل المعادلة الأولى بالتعويض التراجعي والثانية بالوصول 
الى ' 1/1 7 1/4- 4 : 


—=Ju= 


51 
dt 05 


1 du 
5 


اخس "اق وكا و la]‏ كانت AMIM‏ 
a=] 14 = 3 HH‏ 
]3][02]|}43 4- 10 - 16 - 
اكتب جميع صيغ جوردان EK‏ لمصفوفة من النوع 4:4 لها الصفر 
قيمة ذاتية مضاعفة أربع مرّات (بالاتفاق» الكتل تصغر عندما تتحرك 
تحت المصفوفة ل نحو الأدنى). إذا كان هناك متّجهان ذاتيان مستقلآن 
فبرهن ST‏ يوجد إمكانان مختلفان ل ل. 


EVA 


u 


الجبر الخطي وتطبيقاته 


أوجد القيم الذاتية والمتجهات الذاتية والمصفوفة المقطرة 5 لما يلي : 


إذا كان للمصفوفة 4 القيمتان الذاتيتان 1,0 اللتان تقابلان المتجهين 
الذاتيين : 

i> [2] 

si| # |2 


لماذا يمكن أن تقول مقدماً إن A‏ متناظرة ؟ ما هو أثرها ومحدّدتها 
fA als‏ 

في التمرين السابق» ما هي القيم الذاتية والمتجهات الذاتية ل 4؟ ما 
هي العلاقة بین 4 و $A‏ 

هل توجد مصفوفة 4 بحيث تكون الجماعة 27+ A‏ كاملة قابلة للعكس 
IS‏ عدد مركب © ؟ أوجد مصفوفة حقيقية A‏ بحيث Atr IDS‏ 
قابلة للعكس لكل عدد حقيقي ” . 

حل من أجل القيمتين الابتدائيتين ثم أوجد re”‏ 


3 
1 


= نلك إذاكان | ]مه ial,‏ کان | °= u,‏ 


1 
dt 3 


۰-۵ 


القيم الذاتية والمتجهات الذاتية ۹ 


هل يمكنك أن تفضل ربحاً مركباً بمعدّل ٠‏ 4/ يحسب في أرباع السئة أو 
۰ يحسب سنویاً. 

صح أو خطأ (مع مثال معاكس إذا كان خطأ) . 

(أ) إذا نشأت A‏ عن 8 بالمبادلة بين سطرين فان 8 مشابهة ل 4 . 
(ب) إذا كانت مصفوفة مثأثية مشابهة لمصفوفة قطرية فانّها قطرية مسبقاً . 
(ج) تؤدّي كل اثنتين من هذه القضايا الى الثالئة: ۸هرميتية» 4 
Aral widely‏ 

)>( إذاكانت 4و B‏ قابلتين للتقطير AB op‏ كذلك . 

ماذا يحدث لتتالية فيبوناتشي إذا رجعنا بالزمن» وكيف يرتبط p‏ #ب 
7 

يبقي القانون F =۴ +F‏ ساري المفعولء لذاء يكون اح ۴ . 
أوجد الحل العام للمعادلة du Idt =Au‏ إذا كان : 

0-1 0 


1 0 -1 
0 1 0 


A= 


هل يمكنك أن تجد زمناً T‏ يعود فيه الحل (7) »الى القيمة الابتدائية Çu‏ 
إذا كانت P‏ المصفوفة التي تسقط R"‏ على فضاء جزئي BU pad eS‏ 
يكون كل متجه من 5 متّجهاً ذاتيّاً وكذلك كل متّجه من S‏ ماهي 
القيم الذاتية ؟ (لاحظ العلاقة PP‏ التي تعني أن ۸= ”2). 

برهن أن كل مصفوفة » تزيد مرتبتها عن الواحد» هي مجموع 
مصفوفتين شاذتين. 

(I)‏ برهن أن للمعادلة التفاضلية المصفوفية dX/dt =AX +XB‏ ال حل 
"م (0) .X (t )=e"X‏ 


tv. 


11-0 


el‏ الخطي وتطبيقاته 


(ب) برهن أن حل «dX /dt =AX -XA‏ يحافظ على القيم الذاتية لكل 
ومن 

إذا كانت القيمتان الذاتيتان هما 3,1 والمتّجهان الذاتيّان )5,2( , (2,1)» 
فأو جد حل كل من المعادلتين u, =Au du Idt =Au‏ منطلقاً 


„u = )9,4( من‎ 

أوجد القيم الذاتية والمتجهات الذاتية للمصفوفة : 
-i 0‏ 0 
A=|t Li}‏ 
6-10 


ما هي الخاصة التي تتوقعها للمتجهات الذاتية وهل هي صحيحة ؟ 
بتجربة حل : 


ab 
هت‎ 


ab 
cd 


برهن أنّه ليس للمصفوفة A‏ جذر تربيعي.غيّر عنصري القطر الرئيسي ل 
٠4 A‏ ثم أوجد الجذر التربيعي. 

C)‏ أوجد القيم الذاتية والمتجهات الذاتية للمصفوفة 
(ب) حل du//dt = Au‏ منطلقاً من )100,100( = u‏ . (ج) إذا 
كانت =v(t)‏ دخل سمسار البورصة (سوق الأوراق w (Ea (ASU‏ 
)= دخل الزبون» ويتساعدان فيما بينهما وفق النظام dv idt =4w‏ و 
dw dt = ! «‏ » الى ما تسعى النسبة œ Liev /w‏ ,$1 
صح أو خطأ مع السبب في حالة الصحة ومثال معاكس في حالة الخطأ: 
(أ) ch‏ مصفوفة A‏ » يوجد حل للمعادلة du Idt =Au‏ انطلاقاً من 


4-1 
4 


1-8 


YY-o0 


۳-0 
y-o 


القيم الذاتية والمتجهات الذاتية Evi‏ 


(1,...,1)= » (ب) يمكن تقطير أي مصفوفة قابلة للعكس . 

(ج) يمكن عكس أي مصفوفة قابلة للتقطير. 

(د) المبادلة بين سطري مصفوفة من النوع 2 ×2 بعكس إشارتي قيمتيهما 

الذاتيتين . 

(ه) إذا قابل olgali‏ × , ر قيمتين ذاتيتين مختلفتين فان 0 - xy‏ 

إذا كانت K‏ مصفوفة متناظرة - تخالفية برهن أن 10+ 1) -K)‏ 1) = © 
' مقر 865 cO sons]‏ 1 |=« 

إذاكان ۸= ۸ (هرميتية - تخالفية) فإن القيم الذاتية تخيّلية والمنّجهات 

الذاتية متعامدة . 

(Í)‏ كيف يمكنك أن تعرف أن 7- ۸ قابلة للعكس ؟ 

(ب) كيف يمكنك أن تعرف أن K=U AU"‏ من أجل مصفوفة 

$U واحدية‎ 

qian, 5 

(د) لماذا eM‏ واحدية ؟ 

إذا كانت M‏ قطرية عناصرها 4,4,4 » فماهي المصفوفة 14 M'A‏ 

وما هي قيمها الذاتية إذا كان : 


إذا كانت /- -45 فما هي القيم الذاتية ل A‏ ؟ إذا كانت A‏ حقيقية ومن 
النوع on xn‏ برهن أنه من الضروري أن تكون hiin‏ أعط Ves‏ 
إذا كان << = ×4 و JS) Aly =Ay‏ شيء حقيقي) برهن أن 0 = xy‏ 
شكل ممختلف gical‏ قوريه هو «مصفوفة اللجيب» 


ENY 


0-0 


Y\-0 


YV-o0 


YA-0 
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sin@ sin 29 sin 30 
sin 20 sin 40 sin 68 
sin 39 sin 60 sin 90 


-2 S= 


1 
ri 


تحقّق من أن ' SS‏ (الأعمدة هي المتجهات الذاتية لمصفوفة ثلاثية 
الأقطار 1-,1,2- ) . 

. =0 بحيث يكون‎ N أوجد مضفوفة غير صفرية‎ (I) 

(ب) إذا كان جح «Nx‏ برهن al‏ يلزم أن تكون 0 -1 . 

(ج) برهن أن N‏ (تسمى مصفوفة امعدومة» القوى) ولا يكن أن 
تكون متناظرة . 

(I)‏ أوجد المصفوفة P aa'aa‏ التي تسقط أي متجه على مستقيم 
مار من (2,1,2) = © (ومن نقطة الأصل) . 

(ب) ماهى القيمة الذاتية الوحيدة غير الصفرية ل وما هو المتجه الذاتى 
المقابل ؟ l‏ ۰ 
(ج) حل »۲= » منطلقاً من )9,9,0(= u‏ . 

نفرض أن السطر الأوّل من A‏ هو(7,6) وأن قيمتيهما الذاتيتان „ipi‏ 


أوجد 4 
(i)‏ من أجل أي قيمتين ل4 , © يكون للمصفوفة 4 قيم ذاتية حقيقية 
ومكجهات Lid‏ متعامنة؟ 


(ب) من أجل أي قيمتين ل cd‏ يمكننا أن نجد ثلاثة متجهات متعامدة 


4-0 


القيم الذاتية والمتجهات الذاتية VY‏ 
- نظامية وهى تراكيب للأعمدة . (لاتوجدها) ؟ 
إذا كان المتجهان x,‏ ,× عمودي 5 فما هي القيم الذاتية والمتجهات 
الذاتية لما يلي : 


a =s | oie‏ 3 “| 7 5|3-م؟ 


ماهي نهاية 


Gk, عتدذفاة:‎ 


al‏ 1 مصفوفة ماركوف في ا حالة الثابتة) وذلك 


yor) gad) 


المصفوفات المعرفة إيجابيا 


١ - ٦‏ النهاية الصغرى والنهاية العظمى والنقط السرجية 

حتى OW‏ لم يكن لدينا أي مبرر للاهتمام بإشارة القيم الذاتية . في الحقيقة» 
سيكون قبل أوانه» السؤال عن اشارة ۸ قبل معرفة كونها حقيقية . لقد قرر الباب 
الخامس أن للمصفوفات الأكثر أهمية. المصفوفات المتناظرة في ULH‏ الحقيقية 
والمصفوفات الهرميتية في ا حالة المركبةقيماً ذاتية حقيقية . لذا سيكون عندئذ» مقبولاً 
أن نتساءل متى تكون هذه القيم موجبة وسيكون» عندهاء أحد أهدافنا هو التالي : 
إيجاد معيار يمكن تطبيقه مباشرة على المصفوفة المتناظرة A‏ يضمن لنا أن تكون جميع 
قيمها الذاتية موجبة » وذلك دون ضرورة لحساب هذه القيم . يستدعي هذا المعيار 
ثلاثاً من أهم الأفكار الأساسية لهذا الكتاب وهي المحاور» المحددات والقيم الذاتية . 

قبل النظر في مثل هذا المعيار» نريد عرض حالات جديدة يكون فيها لإشارة 
القيم الذاتية أهمية تذكر . إن ذلك مختلف» LE‏ عن مسألة الاستقرار في المعادلات 
التفاضلية حيث كنا بحاجة إلى قيم ذاتية سالبة أكثر من حاجتنا إلى الموجبة منها. (لم 
نكن بحاجة للعجلة في تجاوز هذه النقطة إلا أننا نريد ذلك :إذا اجتازت 4 المعيار 
الذي نبحث عنه بنجاح » فان للمعادلة du /dt=Au‏ حلاً متخامداً ex‏ لكل قيمة ذاتية 
0> . ويكون للمعادلة ausde=Au‏ حل تذبذبي خالص ٥“‏ حيث ۵=۷-2 . 
تظهر ا حالة الجديدة في العديد من التطبيقات العلمية والهندسية وفي كل مسألة تفاؤليةء 
لذا نأمل من القارىء أن يكون مستعداً OY‏ يسلم جدلاً بهذه الخلفية وأن ينطلق مباشرة 
بالمسألة الرياضية . 


tvo 


٤۷٦‏ الجبر الخطي وتطبيقاته 


المسألة التي ننظر فيها الآن هي تعيين نهاية صغرى وسنقدمها بمثالين : 


F(x, y) =7 + 2x +y) -ysiny-x° 


fy) = x? + 4xy +y’. 
هل لكل من أو ۴ أو لإحداهما نهاية صغرى عند النقطة 0= ر=×؟‎ 
ليس للقيمتين (من الرتبة صفر) 0 -0,0)/و 0.0-7)” أي تأثير على‎ ١ ملاحظة‎ 
. f الجواب . إنهما يرفعان أو يخفضان بياني ۴و‎ 
يعطي ال جزء ا خطي من هاتين الدالتين شرطاً ضرورياً : لكي يكون هناك‎ Y ملاحظة‎ 
فرصة لنهاية صغرى عند نقطة الأصل» يجب أن تكون هذه النقطة نقطة‎ 
توقف. على مشتقا المرتبةالأول ىأنتنعدمعند‎ 


: وهذا يعنى‎ . =y=0 


OF - 4w +y) -y cosy -siny - 0 3 OF = 4u + y)- 3? =0 
ox 
oS - عه‎ + 2y =0 3 oF = بيه‎ + 4y =0 
dy Ox 


لذاء op‏ نقطة الأصل نقطة توقف لكل من ۴,۴. هندسياء يمس السطح F (x,y)‏ دج 
المستوي الأفقي 7-: كما يمس السطح z =S y)‏ المستوي 2=0 . المسألة هي ماإذا كان 
السطحان “رو F‏ واقعين فوق هذين المستويين عندما نتحرك عليهما مبتعدين عن نقطة 
التماس x=y=0‏ 

ملاحظة ا حدود التربيعية» التي تننج عنها مشتقات ا مرتبة الثانية» هي التي تعطي 
ال رأي القاطع : 


المصفوفات المعرفة إيجابيا EVV‏ 


2 2 

oF ota oF =i 

zg sE) 

ox : a 8 

oF وت لبن‎ Pf د‎ Öf oi 
oxdy ayax ox dy ody ox 
oF وم لس‎ AeA Tf 2 


تحوي هذه المشتقات الجواب» وبا أنهاء بالنسبة ل F, f‏ » متطابقة» لذاء يجب 
أن تحوي الجواب ذاته لكل من هاتين الدالتين. تتصرف هاتان الدالتان بصورة واحدة 
بجوار نقطة الأصل » وإن للدالة F‏ نهاية صغرى إذا وإذا فقط » كان للدالة Llef‏ 
صغرى . 
ملاحظة ٤‏ ليس حدود الدرجات العليا في ۴ تأثير على مسألة النهاية الصغرى المحلية؛ 
إلا أنها قد تمنع هذه النهاية الضغرى من أن تكون شاملة . في مثالنا الأول سيدفع الحد 
ve‏ عاجلاً أو آجلاً» نحو مه » بصرف النظر عن مايحصل في جوار 2-0 د. 
مثل هذا الاحتمال متعذر بالنسبة للدالة /أو GY‏ شكل تربيعي آخر لايحوي حدوداً 
من درجات عليا. 

لكل شكل تربيعي att hry + cy‏ =إنقطة توقف في نقطة الأصل حيث 
af Tr =0‏ إذا كان لها نهاية صغرى محلية عند ,. بر cx‏ فان هذه النقطة نهاية 
صغرى شاملة . يرسم السطح LESC)‏ يشبه الطاس» مستنداً على نقطة واحدة هي 
نقطة الأصل . 

نلخص ماسبق : إن مسألة النهاية الصغرى المحلية للدالة F‏ مكافئة لمسألة f‏ 
ذاتها. إذا كانت نقطة توقف ۴ عند 0 -ر,» -عوضاً عن 2-0 -+ فإن التغير الوحيد 
الذي يطرأ على ماسبق هو استخدام مشتقات المرتبة الثانية عند 8 ,» : 


2 52 2 Z 2 
N men- Enio E سل روريم‎ E ع‎ 
2 ox ox dy 2 2 2y 


هذا الشكل التربيعى / يتصرف بجوار )0,0( بالطريقة ذاتها التي تتصرف فيها 
الدالة م بجوار (œ, B)‏ . 


EVA‏ الجبر الخطي وتطبيقاته 


هناك حالة تشذ عن ذلك» تقابل إمكان كون 0=“ ۴» وهي مشكلة كبيرة كما 
هو الحال في الدالة ذات المتغير الواحد. تستدعى مشتقات المرتبة الثالثة في مشل هذه 
المسألة OY‏ مشتقات المرتبة الثانية فشلت في اعطاء قرار محدد . لتحاشي هذه العقدةء 
من المعتاد اشتراط أن يكون الجزء التربيعي غير شاذ. من أجل نهاية صغرى حقيقية في 
نقطة الأصلء من المسلم به أن تنعدم ef‏ فقطء في النقطة 0= «=». يدعى الشكل 
التربيعي ا موجب. فعلاً» في بقية النقاط » معرفاً إيجابا . 

تصل المسألة الآن إلى مايلي : من أجل دالة في متغيرين eny‏ ماهو البديل 
الصحيح عن الشرط 0<“ ؟ في دالة ذات متغير واحد» إشارة المشتقة الثانية كافية 
للتمييز بين نهاية صغرى ونهاية عظمى . لكن» هنا لدينا ثلاث مشتقات من المرتبة 
الثانية Ka RF,‏ تعين هذه الأعداد الثلاثة الدالة /روهي تحدد متى يكون أو 
لايكون للدالة WAS) F‏ /) نهاية صغرى . ماهي الشروط المتعلقة با معاملات a,b,c‏ 
التي تضم نكون D pra f= a+ 2bxy + cy"‏ إيجابياً ؟ 

من السهل إيجاد شرط ضروري : 

)1 إذا كانت /معرفة إيجابياًء فمن الضروري أن يكون 0<ه . 

يكفي أن ننظر في النقطة 0= «, 1 = × حيث يكون ”ر + :20 +تده مساوياً „a‏ 
على أن يكون موجباًء إذا كان /معرفاً إيجابياً . لننتقل إلى ۴ e‏ إن ذلك يعني تماماً أن 
oe >0‏ نثبت 0= «ونترك + متحولاً بمفرده» فنجد أنه يجب أن تكون 0<“ 
لتكون هناك نهاية صغرى . وبصورة مشابهة » إذا ثبتنا 0= × وت ركنا y‏ متغيراً بمفرده» 
فإن ذلك يعطينا شرطاً متعلقاً بالمعامل © : 

£620 إذا كانت /معرفة إيجابياً فانه من الضروري أن يكون‎ (Y) 

هل يضمن الشرطان 0,6<0<+ أن تكون /موجبة؟ الجواب لا_الحد المتصالب 
:2 قادر على سحب إلى ماتحت الصفرء إذا كان كبيراً بقدر كاف . 
مثال f=x-10ry +y‏ . في هذه الحالة ext‏ ااعدموسبا مر عباق To‏ لنفرض أننا 


المصفوفات المعرفة إيجابيا Eya‏ 


اخترنا النقطة 1 -ر-+» فنجد 8--(1,1)/لذاء فإن الدالة م#غير معرفة إيجابياً. 
الشرطان 4<0,6<0 يؤكدان أن /متزايدة في اتجاهي + و « ولكنها قد تتناقص على 
طول خط آخر . هذه الدالة سالبة على المستقيم :-+ OV‏ 10--5 يطغى على »و ©. 
سن المتحيل اختبار التعريف الإيجابي بدراسة ذلك على طول أي عدد منته من 
المستقيمات الثابتة - يمكن لهذه الدالة مرأن تزيد على الصفر وتنقص عنه كذلك . 

من الواضح أن ل 5 دخل في المسألة ولقد كانت في دالتنا الأصلية te pf‏ 
هل يكفي هذا fat‏ /[موجبة والتأكد من وجود نهاية صغرى ؟ الجواب مرة أخرى لا؛ 
إن إشارة ط ليست ذات أهمية في هذا الأمر. رغم أن جميع معاملات مثالنا الأصلي 
ty?‏ ر4 +:2موجبة » فانه ليس معرفاً إيجابياً وليس SY‏ من الدالتين /أو ٣‏ نهاية 
صغرى . نلاحظ» على المستقيم ر -+ أن سالبة: 1--2-4+1 -(1-,1)/. 

إن كبر cd‏ مقارنة ب asc‏ » هو الذي يتحكم بكون f‏ معرفة إيجابياً . نريد الآن أن 
ud‏ معياراً دقيقاً يعطي شرطاً لازماً وكافياً للتعريف الإيجابي . أبسط طريقة هي الاتمام 
إلى المربع الكامل : 


2 
ل اا 
a‏ 


الحد الأول من الطرف الأيمن غير سالب لأنه مربع كامل مضروب بالمعامل الموجب ۾ 
. لايزال الشرط الضروري الأول محققاً. إلا أن المربع الكامل يمكن أن يكون صفراً» 
وحينئذ » يجب أن يكون الحد الثاني موجباً . هذا الحد هو #«مضروباً با معامل (ac b)‏ 
»/. الشرط الأخير كي يكون /موجباً هو أن يكون هذا المعامل موجباً : 

(') إذا كانت fموجبة‏ فمن الضروري أن يكون -ac> b?‏ 

يلاحظ أنه إذا تحقق الشرطان )١(‏ و (Y)‏ معاً فان ذلك يؤدي إلى تحقق الشرط 
الثاني . إذا كان < و 4<0 فإن 0<» حتماً . من المؤكد أن الطرف الأيمن من (۲) 
موجب ونكون أخيراً قد أجبنا عن السؤال. 
١‏ أ يكون الشكل التربيعي to‏ «دة =at‏ معرفاً إيجابياً إذا وإذا فقط كان ac‏ 


2 


(Y) j = a + 2bxy + cy? =a + 


"y E 
a 


£A.‏ الجبر Jal‏ وتطبيقاته 


0< -و 0< a‏ بالمقابل تكون للدالة ALF‏ صغرى (غير شاذة) عند 0= ر= : إذا 
وإذا فقط كان : : 


3 


شروط النهاية العظمى سهلة » OY‏ ۶ يكون في نهاية عظمى عندما 
يكون /- في نهاية صغرى . إن ذلك يؤدي إلى قلب إشارات cade‏ إن ذلك يبقى 
الشرط 0< Les ac‏ : يكون الشكل التربيعي معرفاً سلبياً إذا وإذا فقط كان ac - b:‏ 
0< 4>0. التغيير ذاته يطبق على F‏ 

يكون الشكل التربيعي BLE‏ عندما يكون 0ط tac-‏ هذه الحالة لم نبحث بها 
حتى OV‏ في هذه H‏ سيختفي ال حد الثاني من (۲) ويبقى الحد التربيعي الأول 
فقط - إنه شبه معرف إيجابياً» إذا كان 0 <» وشبه معرف سلبياً إذا كان 0>ه . إن 
البادئة شبه تجيز إمكان مساواة /باالصفر كما يحصل عند النقطة .x=b,y=-a‏ 
om‏ ينحط السطح c= fly)‏ من شكل طاس حقيقي إلى قناة لانهائية الطول . 
(تشبه السطح = > في الفضاء ذي الأبعاد الثلاثة : تنمو هذه القناة فوق وتحت 
محور «وكل مقطع لها (مواز لمستوي (ex‏ هو القطع المكافىء * - > الواقع في هذا 
المقطع) . هناك شكل paf‏ أكثر شذوذاً وهو الذي يساوي الصفر دائماًء =b=c‏ ۾ 
0= هوء بالوقت ذاته» شبه معرف إيجابياً وشبه معرف سلبياً ويصبح الطاس مستوياً 
„LE‏ 

في حالة البعد الواحد ومن أجل دالة F (x)‏ يكن معالحة الإمكانات المختلفة 
بصورة كاملة : إما أن توجد نهاية صغرى أو نهاية عظمى أو تكون 0 -. في حالة 
البعدين» تبقى أمامنا حالة مهمة : يمكن للتركيب olac- b‏ يكون سالباً . ad‏ ظهر 
ذلك في مثالنا عندما كان كبر 0 مهيمناً على »و » : وكان /موجباً في بعض الا تجاهات 
JUL,‏ اتجاهات أخرى. من المؤكد أن يحصل ذلك» بصرف النظر عن 6b‏ إذا 


FF بودو م‎ |Z o, of 2 (0, 0)| > 
i öy? 


ox ax? 


المصفوفات المعرفة إيجابيا EAN‏ 


كانت ۾ و ء من إشارتين مختلفتين» فإن اتجاهي ×و y‏ يعطيان نتيجتين متعاكستين » 
تكون #على أحدهما متزايدة وتكون متناقصة على الآخر . من الممفيد أن ننظر في 
الحالتين الخاصتين : 
=dy‏ ر و ”ر ×= وير 

في الأولى» ط مهيمنه حيث 0-0 = a‏ في الثانية »و » من إشارتين مختلفتين . في 
كل من هاتين الدالتين» 1-= "ظط -ه. 

هاذان الشكلان التربيعيان غير معرفين لأنه يمكنهما أن يأخذا WS‏ من الاشارتين ؛ 
الحالتان 0<ترو 0>/ممكنتان» بحسب قيم ×و «. NY‏ سيكون لدينا نقطة توقف وهي 
ليست نهاية عظمى ولانهاية صغرى . تدعى هذه النقطة نقطة سرجية . (قد يكون ذلك 
OY‏ السطح (:)/- ج» لنقل مثلاً» إن *«.-ج» يشبه سرج الحصان (شكل EOI‏ 
يهبط إلى الأسفل باتجاه محور «في الجزء الملائم للفخذين ويصعد إلى الأعلى في 
ol Al‏ محور *). ey‏ تفضل أن تتصور مرا جبلياً؛ أن أعلى نقطة في الممر هي نهاية 
صغرى إن أنت نظرت للجبال التي من حولك» ولكنها نهاية عظمى على طول الممر. 


We f=3 
0 fmt 


3 


J 
ا‎ 


f=- 


شكل O-‏ السرج f = 2xy‏ وخطوط تسويته . 


SAY‏ الجبر الخطي وتطبيقاته 


السرجان ”ر ay ox?‏ متماثلان فعلاً» لأنه لودورنا المحاور حول محورج 
دوراناً قدره © 4 فاننا نتتقل من أحدهما إلى الآخرء يكاد يكون من المستحيل رسمهما . 

يكفي الحساب لإيجاد شرطي النهاية الصغرى : os. ee a ee‏ 
الجبر الخطي مستعد لفعل أكثر من ذلك عندما نعرف كيف نجعل معاملات Sf‏ مصفوفة 
متناظرة 4. يقع معاملا الحدين cy‏ ,”مه في القطر ويظهر معامل الحد المختلط 2bxy‏ 
موزعاً بين العنصر الواقع فوق القطر والعنصر الواقع تحته» ويكون الشكل التربيعي 
مطابقاًء LU:‏ للجداء المصفوفي : 
; 9 

هذه المتطابقة هي مفتاح هذا الفصل كاملاً. يمكن كتابتهماء Leal‏ بالصورة -/ 
Ax‏ يمكن تعميمها مباشرة إلى حالة بعداً؛ ستقدم هذه المطابقة طريقة مثالية 
ومختزلة لدراسة النهايتين العظمى والصغرى . عندما يكون هناك « من المتغيرات 
المستقلة aed‏ د عوضاً عن cy gx‏ فان هذه المتغيرات توضع في متجه عمود ot‏ 
لكل مصفوفة متناظرة 6A‏ يكون ا جداء ×۸ -/شكلاً تربيعياً حالصا : 


(Y) ax? +2bxy + cy? =|x y ] 


ab 
be 


a an . tn | X1 

¥ a a » ay x 

x Ax =[x, Xo ع‎ A Bo ad si 2 

anı an2 Ann Xn 

2 2 

(£) = aıı x1 +42X1X2 + a21 X2X, + ... dann 


=>, p2 aijXiXj- 

i=l j=l 
. ليس هناك حدود من درجات عليا أو دنيا-إنها حدود من الدرجة الثانية» فقط‎ 
الدالة تساوي الصفر عند 0-+ وكذلك مشتقاتها الأول. المماس مستو» و 0 -:دهى‎ 


نقطة توقف . وعلينا أن نقرر ما إذا كانت نهاية صغرى أو نهاية عظمى أو نقطة سرجية . 


المصفوفات المعرفة إيجابيا المع 
مثال ١‏ ”ر + ريه + fade?‏ , نقطة سرجية HE‏ 
مثال ۲ 20 =/ , نقطة سرجية د | ل 9|- 


: plaf= ax? - 287 و‎ tae ال‎ 


هذه الدوال جميعها تربيعية خالصة » إلا أن كل دالة ) »...۴)۲ تعالج بالطريقة 
نفسها . إننا نبحث عن نقاط التوقف» حيث جميع المشتقات الأول أصفار . عند هذه 
النقاط» تكون 4 «مصفوفة مشتقات المرتبة الثانية» أو مايسمى ب (مصفوفة 


اق دريو ھا gla‏ شال نا Cell‏ 

i dy Oy; 

ES a eee‏ . وحيتقذ يكون للدالة F‏ نهایة صغرى إذا كانت 
2x dy dy dx 7‏ 

f= ×۸×‏ معرفة إيجابياً . حدود ال مرتبة الثانية معزولة في » وهي تتحكم في وضع F‏ 

عند نقطة التوقف - كما تبين متسلسلة تيلور ذلك بالقرب من 0= × : 


phe ay T satiety 2 + ty. 
(0) F(x) =F(0) +x (gradF) + tx" Ax + حدود من المرتبة الثالثة‎ 


i can dh ool eal يكون عند نقطة التوقف الل ... .كاب‎ 
xı 


dxa 
بدلا من الصفر فإن‎ xis تزيد من قيمة ۴ أو تنقصها . إذا كانت نقطة التوقف‎ 4 
.)0( وتتغير × فتصبح ,× - على الطرف الأيمن من‎ F(x) المتسلسلة تبدأ ب‎ 
سيتضمن البند التالي معايير لتقرير ما إذا كان عفد دم موجباً. وهذا يكافىء‎ 
قرار ما إذا كانت 4 معرفة إيجابياً» وهذا هو الهدف الرئيسي من هذا الباب.‎ 


ع الجبر kH‏ وتطبيقاته 


تمارين 


١-1-5‏ برهن أن للشكل التربيعي "29 + 4 +*د-ترنقطة سر جية في نقطة الأصل» 
رغم أن معاملاته موجبة . بين كيف يكن كتابة af‏ جديد على شكل 
فرق بين مربعين كاملين . 

۲-١١‏ قرر ما إذا كانت المصفوفات التالية معرفة إيجابياً واكتب من أجل كل 
منها الدالة TAx‏ م الموافقة : 


[53] © bi elii] e[s] 


محددة (ب) تساوي الصفر؛ على أي مستقيم تبقى الدالة /مطابقة 
للصفر؟ 

۳-١-١‏ إذاكانت 4 مصفوفة متناظرة من النوع 2 ×2 تحقق من أن 0<ه و ا < عه» 
حل المعادلة 0= 4-20) = det‏ وبين أن جذورها موجبة . 

: ميزبين نهاية صغرى أو نهاية عظمى أو نقطة سرجية للدوال‎ ٤-١-١ 
. x=y=0 عند النقطة‎ cP =-1 + 4)» - 5x sin y +6y (I) 
x=l,y=n عند نقطة التوقف‎ F = )- 2x) cos y (ب)‎ 

٠-١-١‏ (أ) من أجل أي الأعداد « تكون المصفوفة و | |- 4 معرفة إيجابياً؟ 
(ب) أوجد التحليل LDL‏ 4 عندما تكون في مدى التعريف 
الإيجابي . 
(ج) أوجد القيمة الصغرى للدالة 9y?) -y‏ + :و25 +( ل حينما تكون 
في هذا المدى. 
(د) ماهي النهاية الصغرى في حالة 3= ؟ 

٠-١-١‏ نفرض أن المعاملين الموجبين »,»يهيمنان على ط بمعنى أن 20 <ه +ه. 


yje 


A a ا‎ 


2 
ووو وي 
a‏ 


المصفوفات المعرفة إيجابيا $A0‏ 


هل يكفي ذلك لضمان أن م > ac‏ وأن المصفوفة معرفة إيجابياً ؟ اعط 
برهاناً لذلك أو Vee‏ مضاداً . 
)1( أي المصفوفات من النوع 3 3 تقابل : 
2x24;‏ + ين fy =x} 4x3 FEF x9 DE‏ 

-Axati 9‏ وعدرعرة - 2×3 - fa =x} + 2x} + 3x3‏ 
(ب) بين أن ,رمربع كامل وحيد ولیس معرفاً إيجابياً. متى يكون /مساوياً 
العف T‏ 
(ج) عبر عن كمجموع لمربعات ثلاثة وحلل مصفوفته 4 على النحو 


LDL 


إذا كانت 


ab 
be 


= 4 معرفة إيجابياً» فبرهن أن 4 معرفة إيجابياً. 
الدالة التربيعية 42 +( »2+ )3= موجبة» أوجد مصفوفتها ثم حللها 
إلى LDL"‏ وأوجد BS‏ بين العنصرين 2 و L‏ والدالة الأصلية/. 
rT: sls A 2 <li p-IP 5 “3 0‏ 1 

s | cats iy‏ ۸ فاکتب R‏ وتأكد من أنها معرفة إيجابياً ما لم 
تكن ۸ شاذة. 


إذا كانت 1 = 4 هرميتية (بعدد مركب (b‏ فأوجد محاورها 
ومحددتها. 


(ب) أتمم الطرف الأيمن المركب لتصبح المساواة صحيحة : 


=x "Ax =a |x,|? +2Reb x, x» +e |x|? =a 4 


(ج) ماهي المعايير التي تقرر كون 0< /لضمان أن تكون 4 معرفة 
إيجابياً ؟ 
(د) هل المصفوفتان التاليتان معرفتان إيجابياً ؟ 


EAT‏ الجبر الخنطي وتطبيقاته 


l-i 2 4-i 6 


k Ati 


١ Iti 


٠۲-١-١‏ قررهاإذا كان للدالة (2 - ×2 F= ry-‏ نهاية صغرى عند 1= ر=×(بعد 
اثبات أن المشتقتين الأوليين يساويان الصفر عند تلك النقطة) . 
1-1-5 ماهي الشروط التي يجب أن يحققها Sabe‏ يكون : 


ax + 2bxy + cy > xX + y‏ لكل xy‏ ؟ 


۲-١‏ معايير التعريف الإيجابي 

ماهي المصفوفات المتناظرة التي تتمتع بتحقيق العلاقة 0< ×74 لكل متجه «غير 
صفري ؟ إن هناك أربعة أو خمسة طرق للإجابة عن هذا السؤال» نأمل أن نكتشفها 
كلها . لقد ابتدأ البند السابق بتلميحات 3 تى باشارة القيم الذاتية» لكن هذه المناقشات 
كانت معلقة بالهواء . عوضاً عن ذلك» قد اعطت مسألة القيم الذاتية مكانا لشرطين 


Hl aai‏ ا 

a> 0, a-b? <0 فإننا نحتاج‎ 4- as ols إذا‎ 
5 5 5 d 1 =: B e 
.a>0,ac-P>0 معرفة إيجابياء من الضروري أن يكون‎ A = ae لتكون‎ 


هدفنا OVI‏ هو تعميم هذا الشرط لتشمل المصفوفة ذات المرتبة cn‏ وإيجاد علاقة 
ذلك باشارة القيم الذاتية . في الحالة 2 × 2ء على الأقل» يعني هذان الشرطان أن 
القيمتين الذاتيتين موجبتان : جداؤهما المحددة 0 c ac- b>‏ أي أن القيمتين الذاتيتين 
موجبتان معاً أو سالبتان cle‏ ويجب أن يتحقق الأول لأن مجموعهما الأثر a+c>0‏ 

يلاحظ كيف يعكس» من قريب» هذان الفرضان_ الأول مباشر وحسابي 
والثاني أكثر تعلقاً pol dL‏ الذاتية للمصفوفة (قيمها الذاتية) ‏ جزأي هذا الكتاب . 
في الحقيقة إذا نظر بدقة في المعيار الحسابي» فمن الممكن اكتشاف ظهور المحاور . لقد 


المصفوفات المعرفة إيجابيا AV‏ 


بدت عندما فرقنا ۶ إلى مجموع مربعين : 


١ 2 p 
(\) 55 by 4 a b y?. 
a 


a 


ax? + 2bxy + cy? =a 


المعاملان (ac - b) /a‏ و »هماء Sad‏ محورا المصفوفة ذات النوع 22 . إذا بقيت 
هذه العلاقة صحيحة من أجل المصفوفات الكبيرة» فانها تعطينا معياراً سهلاً جداً 
للتعريف الإيجابي : نفحص المحاور . بالوقت ذاته سيكون لذلك التفسير المألوف : 
يكون ×4 معرفاً إيجابياً إذا وإذا فقط أمكن كتابته كمجموع bey yom‏ مستقلة . 
هناك ملاحظة تمهيدية اضافية . يرتبط جزءا هذا الكتاب بواسطة نظرية 
المحددات» لذا نتساء ل عن الدور الذي تلعبه المحددات في التعريف الإيجابي. من 
ا مؤكد أنه لايكفي أن نتطلب 0 < ۲4ء . OY‏ هذا المتطلب محقق» في مثالناء إذا كانه 
1-= »دو 5-0 0 الأمر الذي يؤدي إلى 7--4» وهو شكل معرف سلبياً. النقطة 
المهمة هنا هو أن معيار المحددة لم يطبق e‏ فقط » على المصفوفة 4 ليعطي 66-8:<0 بل 
Lal gb‏ على المصفوفة 4 الجزئية ۾ ذات النوع 1 × | الواقعة في الزاوية اليسرى 
العليا يجب أن يحيط التعميم الطبيعي بجميع المصفوفات الجزئية اليسارية العليا : 


aiy an ag 
a2 an 823 |. 
a3) a32 33 


a dı 


2 
aza an 


A, =[an] 42 = 


5 


إليك النظرية الاساسية وبرهانها المفصل : 
٦ب‏ كل من المعايير الأربعة التالية شرط لازم وكاف لتكون المصفوفة الحقيقية المتناظرة 
معرفة إيجاباً : ّ 

)1( 0< ×۸4 لكل متجه غير صفري * . 

)1( جميع القيم الذاتية للمصفوفة 4 تحقق ۸<0 . 

. محددات موجبة‎ A, المصفوفات الجزئية‎ ot (Y) 


SAA‏ الجبر الخطي وتطبيقاته 


.4<0 BE ) جميع المحاور (بدون مبادلالت سطرية‎ (E) 


البرهان الشرط الأول يعرف المصفوفة المعرفة إيجابياً وستكون خطوتنا الأولى هي 
برهان تكافؤ هذا الشرط مع الشرط الثاني . لذاء نفرض أن )١(‏ محقق» ولنستنتج أن 
كل قيمة ذاتية ,۸ موجبة . البرهان سهل . لنفرض أن »هو المتجه الذاتي الواحدي 
المقابل . لذا l‏ 
Ax; =Ajx;‏ لذا xTAx, =x] Ajx; =A;‏ 
لأن x= ١‏ 7 . لما كان الشرط )١(‏ محقق لكل ×» فانه صحيح» بصورة خاصة من 
أجل المتجه الذاتي هه لذاء فإنه من الضروري أن يكون AK =A,‏ × موجباً. أي 
للمصفوفة ا معرفة إيجابياً قيم ذاتية موجبة . 
ننتقل الآن إلى الاتجاه الثاني » نفرض أن جميع ۸<0 ولنستنتج أن 0 < 4" 
(يجب برهان ذلك لكل متجه × وليس» فقط e‏ للمتجهات الذاتية) . يا أن للمصفوفة 
المتناظرة مجموعة كاملة من المتجهات الذاتية النظامية القائمة والمستقلة خطياً (نظرية 
الطيف)» فانه يمكننا أن نكتب أي متجه كتركيب خطي من الصورةيي» LH aat‏ 
لذاء فإن 
=C AX] + ... + Cn AnXa-‏ محف + Ax =C Ax] He‏ 
بسبب كون المتجهات + نظامية ومتعامدة فان ox! x1‏ 
cot E‏ 1*1 را( وتيك (Y) xTAx = ext Fot‏ 
SEA E we HOGA‏ 
إذا كان كل 0< 6A,‏ فإنه ينتج من (۲) أن 0< ×4 . لذاء فإن الشرط الثاني يؤدي إلى 
JM‏ 
ننتقل الآن إلى (۳) و (5) المكافئين ل(١)‏ وسنبرهن ذلك على ثلاث مراحل : 
إذا كانت )1( صحيحة فان (Y)‏ كذلك : أولاً. محددة أي مصفوفة تساوي 


المصفوفات المعرفة إيجابيا EAA‏ 
جداء قيمها الذاتية . وإذا كان )1( صحيحاً فقد عرفنا سابقاً أن القيم الذاتية موجبة 
سبب (7). لذاء يكون : 

detA =A,A,...A, >0. 

لبرهان الأمر ذاته من أجل جميع المصفوفات الجزئية cA,‏ نحقق أنه إذا كانت A‏ 
معرفة إيجابياً فان كل ,4 كذلك . الطريقة هي فحص المتجهات التي مركباتها ال4-/ 
الأخيرة أصفار : 
Ax ‘| x |‏ 

> «|| 9 

]13 كانت 0 Ar>‏ لكل متجه غير صفري Ox‏ فإنه يكون» بصورة خاصةء يتيك 
0< × لكل pbx,‏ صفري . لذاء فإن الشرط )١(‏ صحيح لكل ,4 وإن هذه المصفوفة 
الجزئية تجيز المناقشة التي أجريناها ل 4ذاتها . قيمها الذاتية (التي هي ليست A,‏ ذاتها !) 
موجبة ومحددتها تساوي جداء هذه القيم الذاتية . 

إذا كانت (Y)‏ صحيحة فان )£( كذلك : إن ذلك سهل البرهان لأن هناك علاقة 
مباشرة بين الأعداد der A,‏ والمحاور . وفقاً U‏ جاء في البند (EE)‏ المحور ,4 يساوي 


x Ax =x o] =x A kX. 


LE‏ النسبة بين ,414 و ,14ء4 . لذاء إذا كانت هذه المحددات موجبة فان جميع 
المحاور موجبة كذلك ‏ وليس هناك ضرورة لمبادلات بين الأسطرلمصفوفة معرفة 
إيجابياً . 

إذا كانت )٤(‏ صحيحة فإن )١(‏ كذلك : لقد فرضنا أن المحاور موجبة وعلينا 
أن نستنتج أن 0<+4”د. هذا ماقمنا به في حالة 22» بالإتمام إلى مربع . لقد كانت 
المحاور هي الأعداد الواقعة خارج المربعات . لبرهان الأمر ذاته من أجل مصفوفات 
متناظرة من أي حجم كان» علينا أن نعود إلى منشأ المحاور ‏ الحذف الغاوسي و A=‏ 
LDU‏ . هاهي ا حقيقة الأساسية : في ا حذف الغاوسي لصفوفة متناظرة» كانت 
المصفوفة ا مثلثية العليا U‏ هي منقول ا مصفوفة ا مثلثية الدنيا 1. لذاء فإن LDU‏ = ۸ 


= r 
.A= LDL تصبح‎ 


.4 الجبر الخطي وتطبيقاته 


مثال 


© 


0 = LDL" 


0 

2 

‘ie 
0 0 


2 
4 3 
3 1 


لنضرب من اليسار بالمتجه ”× ومن اليمين بالمتجه x‏ فنحصل على مجموع مربعات 
معاملاتها المحاور ى , 2,2 : 


N 
دت | دم‎ 


u 
v 
w 


xTax =[u v w ]Î 


onli- = 


0 
2 
3 
1 


= 2u- iv) + 3(y-2w)? + 4)’. 
2 2 3 3 


هذه المحاور موجبة مضروبة بمربعات كاملة تؤدي إلى كون ×4× موجبة . والشرط 
(5) يؤدي إلى الشرط )١(‏ وهذا ماينهي البرهان . ستكون هذه النظرية ذاتها صحيحة» 
في ا حالة المركبة» من أجل المصفوفات الهرميتية حيث "۸= ۸. 

إنه شيء جميل أن يكون انشاءان اساسيان الحذف والاتمام إلى مربع كامل- 
متطابقين فعلاً. المرحلة الأولى من الحذف تحذف :من جميع المعادلات التي تلي 
الأولى. بصورة مشابهة يتعلق المربع الأول بكل حد من *4”د يحوي a‏ جبرياًء 
مجموع المربعات (التي bay‏ بها كون 0< GTA‏ هو : 

(Y)  xTAx = TLD) x) =d, (L™x)} + dı (Lx) + ... + dg (LTA. 

المحاور واقعة في الخارج . المضاريب ,؛ في الداخل ! يمكننا أن نرى + Fo‏ 
(وجميع أعمدة ) داخل مربعات JAI‏ الثلاثة . 


ملاحظة قد يكون من الخطأ أن نتخلى عن انطباعنا في الشرط الثالث وهو كون 


المصقوفات المعرفة إيجابيا ۹۱ 
المصفوفات الحزئية العلوية ,4 حالات خاصة تماماً. يمكننا بصورة مطابقة أن نختبر 
محددات المصفوفات الجزئية اليمنى والدنيا. ويمكنناء أيضاً» استخدام أي سلسلة من 
المصفوفات الجزئية الرئيسية منطلقين من عنصر قطري , ه كمصفوفة جزئية أولى» ثم 
اضافة سطر وعمود (متزاوجين) جديدين في كل مرة. بصورة ciol‏ هناك شرط 
ضروري للتعريف الايجابي وهو أن يكون كل عنصر قطري , ۾ موجباً . ذلك هو فعلاً 
معامل oF‏ كما رأينا في الأمثلة» لكن النظر في عناصر القطرء فقطء لايمكنه أن 
يكون أبداً كافياً . 

لايجوز الخلط بين المحاور 4 والقيم الذاتية . لمصفوفة نموذجية معرفة إيجابياً» 
توجد مجموعتان مختلفتانء LUE‏ من الأعداد الموجبة . في مثالنا ذي النوع 

33 . من المحتمل أن يكون معيار المحددات هو الأكثر سهولة : 
detA; =2, detA, =3, detA; = detA =4.‏ 
من أجل مصفوفة كبيرة» من الأسهل النظر في المحاور من خلال عملية الحذف» وهي 
هنا النسب 4/3 -,4 , 3/2 -,4 , 4=2. iole‏ يكون معيار القيم الذاتية هو الأطول» 
لكنناء في هذا ا مثال نعلم أن جميعها che ye‏ 
12+ 2د A, =2-V¥2, 1 =2, Az‏ 

رغم أنه من المتعب تطبيق ذلك على مصفوفة معينة 4» فانه» فعلاً» أكثر المعايير 
استخداماً في القضايا النظرية . كل معيا ركاف بحد ذاته . 


المصفوفات المعرفة إيجابياً والمربعات الأصغرية 

آمل أنك تسمح بتقديم معيار إضافي للتعريف الإيجابي . لقد أصبح الآن قريباً 
وسيعطي فهماً أفضل للمعايير القديمة ‏ وللارتباط مع بقية الكتاب. لقد ربطنا 
المصفوفات المعرفة إيجابياً بالمحاور (الفصل الأول) وبالمحددات (الفصل الرابع) 
وبالقيم الذاتية (الفصل الخامس) . سندرسها الآن في مسائل المربعات الأصغرية الواردة 
في (الفصل الثالث)ء منطلقين من المصفوفات المستطيلة من (الفصل الثاني) . 


gay‏ الجبر (Jad!‏ وتطبيقاته 


ستكون المصفوفة المستطيلة ۸ ومسألة المربعات الأصغرية Re=b‏ لهذا النظام 
m‏ معادلة حيث man‏ (تدخل في ذلك الأنظمة المربعة). نحتاج إلى الحرف ۸ 
للمصفوفة المتناظرة 8 التي تظهر في المعادلات النظامية : × اختيار المربعات 
الأصغرية هو حل RIR X =Rb‏ المصفوفة RIR‏ ليست» فقطء متناظرة بل معرفة 
إيجابياً كما سنبين الآن شرط أن تكون أعمدة ۸ ال ۸ مستقلة خطياً : 
” ج تكون 4 مصفوفة متناظرة معرفة إيجابياً إذا وإذا hä‏ حققت الشرط : 

)0( توجد مصفوفة R‏ باعمدة مستقلة تحقق 778 = 4 . 

لكي نرى أن RIR‏ معرفة إيجابياً نلاحظ أن ORR‏ هو مربع طول» ”|| x‏ ۸| لايمكنه 

أن يكون سالباً وهوء Lal‏ » لايمكنه أن يكون صفراً YP‏ إذا كان 0=×)» وذلك لأن ل 
R‏ أعمدة مستقلة : إذا كان ×لايساوي الصفر فان Re‏ لايساوي الصفر . لذاء فإن 
|R x ||?‏ = ×4 موجب وإن 1-878 معرفة إيجابياً. 

بقي علينا أن نبرهن أنه إذا كانت 4 محققة للشروط )4-1( فانها تحقق أيضاً 
الشرط (5). علينا أن نجد 5 التي تحقق RR‏ -4» وبالفعل قد وجدناها مرتين قبل 
الآن: 

(O)‏ في المرحلة الأخيرة من النظرية الاساسية» فرق الحذف الغاوسي 4 إلى 
LDL!‏ . كانت المحاور موجبة» وإذا حوت ۷5 الجذور التربيعية لهذه المحاور على 
طول قطرها 

الرئيسي » فسيكون 17 A= LVD VD‏ . لذاء سيكون هناك اختيار واحد 
للمصفوفة R‏ وهي المصفوفة المثلثية 17 VD‏ . 

(Y)‏ برهان آخرء يعطي مصفوفة R‏ مختلفة عن السابقة ويقوم على استخدام 
Le ge (Y)‏ عن (E)‏ قيم ذاتية موجبة عوضاً عن محاور موجبة . توضع المتجهات 
الذاتية في مصفوفة قائمة © : 

(£) A = QAQ" = (QVA WA QT) =R'R. 


المصفوفات المعرفة إيجابيا gaY‏ 


هناك احتمال ثالث هو 01/0 -8. وهو ا جذر التربيعي ا معرف إيجابياً للمصفوفة 
A‏ 

كانت هذه الاختيارات الثلاثة ل R‏ مصفوفات مربعة . LS‏ بحاجة لفرض R‏ 
مستطيلة . هناك العديد من الاختيارات» مربعة أو مستطيلة ويمكننا تفسير ذلك . إذا 
ضربت أحد الاختيارات بأي مصفوفة old‏ أعمدة متعامدة نظامية (مثل (Q‏ فان الجداء 
سيحقق elI . (QR) OR)=R'O'OR=RTR =A‏ سيكون 8 اختياراً آخر. النقطة 
الاساسية هي أن مسائل المربعات الأصغرية تؤدي إلى مصفوفات معرفة إيجابياً-وفي 
doaki‏ نننجت l gs‏ 


ملاحظة ts‏ ما يسأل صفى عن المصفوفات غير المتناظرة المعرفة إيجابياً. إنني لم 
استخدم» قط» هذا التعبير . تعريف واحد ممكن هو أن يكون الجزء AHAN‏ + المتناظر 
معرفاً إيجابياً . (تحتاج ا حالة المركبة أن يكون الجزء الهرميتي LAHAN‏ معرفاً إيجابياً) . 
ذلك يكفي لضمان كون الأجزاء الحقيقية للقيم الذاتية موجبة» لكن ذلك غير لازم 
كما يبين ذلك البرهان والمثال التاليان : 


شرط كاف ليكون ReAD>O‏ : إذا كان =Ax‏ مد فإن دصة- عممدو = wAm‏ 
Anr‏ . بالجمع نجد الجزء الحقيقي 

(Reh) xx = jra +A")x <0 

1 1 2 A 1 4 = «© . 0 ry 
Lasane|} 1 نجد #2<0 لكن‎ cali / | شرط غير لازم : في‎ 
غير متعرف.‎ 


)1( لقد ادخلت تطبيقات المصفوفات المعرفة إيجابياً فی الفصل الأول من كتابى Introduction to‏ 


. Applied Mathematics (wellesley - Cambridge Press) 


٤‏ الجبر gad!‏ وتطبيقاته 


مجسمات القطع الناقص في فضاء gd‏ بعداً 

خلال هذا الكتاب» كانت تأتي الانشاءات الهندسية خلف جبر المصفوفات . 
في الفصل الأول مثلت المعادلة الخطية مستوياً. نظام المعادلات 5-+ةأدى إلى 
تقاطع مستويات وإلى إسقاط عمودي (المربعات الأصغرية) عندما لاتلتقي المستويات . 
المحددة كانت عبارة عن حجم متوازي سطوح . والآن» بالنسبة للمصفوفة 4 المعرفة 
إيجابياً وكذلك بالنسبة للدالة التربيعية :74 حم نحصل على شكل منحن . إنه 
القطع الناقص في الفضاء ذي البعدين » ومجسم القطع الناقص في فضاء ذي Magn‏ 

المعادلة التى ننظر فيها هى Axl‏ إذا كانت 4 مصفوفة الوحدة فإن هذه 
العادلة تبسط لتصبح : 1= #2 ات x}‏ + 2 . إنها معادلة «كرة الوحدة» . لاحظ 
إنه إذا ضربت المصفوفة 4ب 04 بحيث يكون 4= 4. فإن الكرة تصغر وتتغير المعادلة 
فتصبح 1= 4 +......+ 2× 4+ 427 » وبدلاً من نقاط مثل (1.0.....0) فإن الكرة 
تمر بالنقطة (0.....0.-1). مركز القطع الناقص هو نقطة الأصل» لأنه إذا كان المتجه × 
يحقق 1 A=‏ فإن المتجه المعاكس + - يحققها أيضاً. إننا نتعامل مع صيغ تربيعية 
محضة» والخطوة التالية_الخطوة المهمة-هى الانتقال من مصفوفة الوحدة إلى مصفوفة 
a5‏ - 


7 2 2 2 - g. g 
x Ax = 4} taztixzal تكون المعادلة‎ A= 


4 
| dele 


Le‏ أن العناصر غير متساوية (وموجبة !) فاننا نتحول من الكرة إلى مجسم قطع 
ناقص . 

بامكانك أن ترى الحلول الرئيسية للمعادلة . أحد هذه الحلول هو )00 )= × 

واقع على المحور الأول. وحل آخر هو (0,1.0) x=‏ واقع على طول المحور ,د. وفي 

الاتجاه الثالث» تقع النقطة )0,0,3( = × وهي أبعد نقطة عن المركز يصل إليها المجسم . 

النقاط )0,0 9-5 )0 1-,0) و (3-,0,0) تقع عند النهايات الأخرى للمحور الصغير 


المصفوفات المعرفة إيجابيا موع 


والوسط والكبير. إنه يشبه كرة القدم أو كرة الركبي ولكن ليس LE‏ هذان المجسمان 
Jol‏ : 22-1 + ×+ × . يجعل المعاملان المتساويان هاتين الكرتين دائريتين 
في المستوي ,× ex,-‏ يقطعهما المحور الكبير في (0,0/2) . 

والآن» نأتي إلى الخطوة النهائية fot‏ الأعداد غير الصفرية خارج القطر 
الرئيسي Ad‏ 
مثال 1 È‏ ۸4و 1= 5+ س 8 +52 عه . إنه قطع ناقص في المستوي „u-v‏ 
مركزه في نقطة الأصل» لكن المحاور ليست واضحة . فالعددان (E)‏ اللذان يقعان 
خارج القطر يبقيان المصفوفة معرفة إيجابياً» لكنهما يدوران القطع الناقص- لايقع 
محوراه على ال محورين الاحداثيين(شكل (YT‏ سنبين أن محوري القطع الناقص 
في اتجاهي ا متجهين الذاتيين للمصفوفة A‏ با أن المصفوفة متناظرة» فإن متجهاتها 
الذاتية متعامدة. المحور الكبير للقطع الناقص -المقابل للقيمة الذاتية الصغرى ل -A‏ 
عمودي على المحور الصغير الذي يقابل القيمة الذاتية الكبرى . 

للتعرف على القطع الناقص نحسب القيمتين الذاتيتين: ۸,=9, 1= ۸. المتجهان 
الذاتيان المنظمان هما ( 1/1/2-. 1/1/2) و (1//2 , 1//2). olis‏ المتجهان يصنعان 
زاوية £0 مع المحورين -» ويقعان على محوري القطع الناقص . الطريقة التي تريناء 
بوضوح» القطع الناقص هي في اعادة كتابة المعادلة بالصورة : 
)0( 


u ¥ 


v2 2 


v 


2 v2 


2 2 
Su + 8uv +v“ = +9 


القيمتان الذاتيتان 9,1تقعان خارج المربعين. ويقع المتجهان الذاتيان في 
wt: gee 1 1 seta ‘ vj‏ 
الداخل” . المربع الأول يساوي ١‏ عند النقطة ( سح = ) الواقعة في نهاية الخور 


)1( هذا يختلف عن الإتمام إلى المربع الكامل ٠“‏ + ”( ۷ + ») 5 حيث المحاور تقع في الخارج . 
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شكل .(Y-‏ القطع الناقص 1 -*50 + Suet Suv‏ ومحاوره الأساسية . 

القيمتان الذاتيتان 9.1تقعان خارج المربعين. ويقع المتجهان الذاتيان في 
الداخل”". المربع الأول يساوي ١‏ عند النقطة ) لل -. ل ) الواقعة في نهاية المحور 
aca SH |‏ القاقي جار Chabal ace‏ ول لماح قىم مجاحة 
لكبير. المربع الثاني يساوي ١‏ عند ج t‏ ونحن بحاجة 
للمضروب ”( !) لحذف العدد 9. إن طول المحور الصغير هو ! . 

يمكن تيسيط أي مجسم TAx = ١‏ بالطريقة نفسهاء بعد أن bagi‏ ماذا حصل 
للمعادلة )0(. وكما هي العادة» فان الخطوة الرئيسية كانت تقطير ۸ . هندسياً» نقوم 
الشكل بتدوير المحاور. Lye‏ تذهب متجهات 4 الذاتية إلى مصفوفة قائمة O‏ وتصبح 
007 -4.. لقد كانت تلك إحدى الأفكار الرئيسية فى الفصل الخامس» وأدى التغيير 
O'x‏ = ( إلى مجموع مربعات: 


©) xTAr = xO) A (Q'x) =y Ay =A,y] +... + Dave 


× برهو مركبة‎ =O, sry? + ee 
: باتجاه المتجه الذاتي الأول . ماهو كبر هذه المركبة ؟ أكبر مايمكن أن تصل إليه هو‎ 


+ Ay? =1 : OW تصبح المعادلة‎ 
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=« » وذلك عندما تكون جميع المربعات الأخرى أصفاراً. لذاء فإن المحور 
3 
الكبير الذي يقع على المنجه الذاتي المقابل للقيمة الذاتية الصغرى يصل إلى مسافة 


Eia 
يه‎ 
المحاور الأساسية الأخرى تقع باتجاه المتجهات الذاتية الأخرى . أطوالها‎ 
لے مب . لاحظ يجب أ جبة-ا فة يجب‎ E S 
أن تكون مو لمصفوة‎ Coed أن قيم‎ T“ i هي‎ 


أن تكون معرفة إيجابياً وإلا فان هذه الجذور التربيعية ستحدث اضطراباً . المعادلة 
y?-9y2=1‏ تمثل قطعاً زائداً وليس ناقصاً. 

إن تبديل المتغير من + إلى ”0 -« دور المحاور في الفضاء لتنطبق على محاور 
مجسم القطع الناقص . بالمتغيرات cy‏ يمكننا أن نرى أنه مجسم قطع ناقص» OY‏ 
المعادلة تصبح سهلة الانقياد : 
١د‏ نفرض Of‏ مصفوفة معرفة إيجابياً : © ۸ 0 -4 حيث ۸<0 . عندئذ» يكن 
للدوران 072 y=‏ أن يبسط 1 دعه/ إلى : i‏ 


5 a u b T 9 
hin? Fate -1 أو‎ y'Ay=1 gl x QAQ'x =| 


1 1 3 5 
هذه معادلة مجسم قطع ناقص . أطوال محاوره ع7 00 rn‏ 
فضاء » الاصلي تقع هذه bll‏ على المتجهات الذاتية . 


تمارين 


١-۲-١‏ من أجل أي مدى للعددين 5,#تكون المصفوفتان AB‏ معرفتين إيجابياً؟ 


لاتق 


A-Y-1\ 


1-44 


I $ 
b 1 
b 


الجبر الخطي وتطبيقاته 
قرر ما إذا كانت المصفوفات الآتية معرفة إيجابياً : 


, C= 


-1 
2 
1 


Si 
1 
2 
: كوّن مصفوفة غير معرفة عناصرها الكبرى تقع على القطر الرئيسي‎ 


= 4 إذاكان 1 > [bl‏ فمن الممكن أن تكون 0> detA‏ 


بين c‏ مستعيناً بالقيم الذاتية » أنه إذا كانت 4 معرفة إيجابياًء YS op‏ 
من 9A?‏ 43 تكون كذلك . 

بين أنه إذا كانت المصفوفتان 4 و 8 معرفتين إيجابياً فان 8+ 4 كذلك . 
أي من الشروط 5-١‏ هو الأنسب في هذه ال حالة ؟ 

اعتماداً على المحاور والقيم الذاتية والمتجهات الذاتية للمصفوفة 
]4 |۰4 اكتب 4 على الشكل #۴ في كل من الطرائق الغلاث 
المبينة في برهان ٦ج‏ : 


(IND )WD L"), (CVA JWA Q), و‎ (QVA Q")(CVA QT) 


إذا كانت "۸0 © = A‏ متناظرة ومعرفة إيجابياً» عندئذ » تكون © = ۸ 
VRQ”‏ جذرها التربيعي ا متناظر وا معرف إيجاباً . لماذايكون ل ۸ قيم 
ذاتية حقيقية ؟ احسب R‏ وتأكد من أن 8-4 من أجل : 


إذا كانت 4 متناظرة ومعرفة إيجابياً و © غير شاذة» فأثبت أن المصفوفة 
© =8 هى» Lal‏ متناظرة ومعرفة إيجابياً . 
إذا كانت FR‏ = م2 برهن متراجحة شوارتز العامة 


IxTAy|? > @TAx) wTAy). 


۱۰-۲-٦ 


الي ا 


اا ا 


\¥-Y¥-1 


\g-Y-1 
160-15-5 


ا 
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تقابل القطع الناقص 4# جم المصفوفة | | -4 . اكتب القيم 
الذاتية والمتجهات الذاتية وارسم القطع الناقص . 

اجعل المعادلة 1 -2 + Bu? 210/2 u v‏ مجموع مربعات وذلك بايجاد 
القيم الذاتية للمصفوفة 4 المقابلة للمعادلة» وارسم القطع الناقص . 
في الفضاء ذي الأبعاد الثلاثة ¢ تمثل المعادلة 1 -2 رو AoyZ+‏ +2 رة 
مجسم قطع ناقص عندما تكون جميع ۸<0 . صف أصناف السطوح 
المختلفة التي تظهر في حالة شبه التعريف الإيجابي عندما يكون واحد 
أو Ast‏ من القيم الذاتية صفراً. 

اكتب الشروط الخمسة لمصفوفة من النوع 3 ×3 كي تكون معرفة سلبياً 
-A (‏ معرفة إيجابياً) مع الاهتمام بشكل خاص بالشرط الثالث : ماهي 
علاقة محددة A)‏ -) بمحددة GA‏ 

إذا كان عنصر قطري صفراً فبين أن 4 لايمكن أن تكون معرفة سلبياً. 
فرر ما إذا كانت المصفوفات الآتية معرفة إيجابياً» معرفة سلبياً» شبه 


معرفة أو غير معرفة : 


هل هناك حل حقيقي للمعادلة 1 = Ç - x2 - Sy?- 9z?- 4xy - 6xz - Byz‏ 
لتكن 4 مصفوفة معرفة إيجابياً ومتناظرة و © قائمة : 

خ 0840 مصفوفة قطرية. 

خ 0780 مصفوفة متناظرة ومعرفة إيجابياً. 

€ 0 مصفوفة لها قيم 4 الذاتية . 

E‏ *» مصفوفة متناظرة ومعرفة إيجابياً. 


1545 
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2317-1-7 إذا كانت 4 معرفة إيجابياً و , ۾ قد ازداد» فاثبت» اعتماداً على العوامل 
المرافقة أن المحددة تزداد تبعاً لذلك . بين» من خلال مثال» أن ذلك 
يمكن أن لايتحقق إذا كانت 4 غير معرفة . 

۱۸-۲-٦‏ بین» من خلال ۸۸ = 4» أن ,۾ =„ ۾, ۾ > 1۸ء4 من أجل المصفوفات 
المعرفة إيجابياً. (إرشاد : مربع طول العمود زمن ۸هو a,‏ استخدم 
المحددة = الحجم. ) 

AM + M'A = -1 لنفرض أن‎ (M لاستقرار‎ Lyopunov (معيار ليابينوف‎ ۱۹-۲-٦ 
: (إرشاد‎ ReA<O بين أن‎ 6 Mx=Ax حيث 4 معرفة إيجابياً. إذا كان‎ 
). + اضرب المعادلة الأولى ب “دو‎ 


۸+ = 21+ $ المصفوفات شبه المعرفة و غير المعرفة‎ ۳ - ٦ 

هدف هذا البند» بعد أن توطدت معايير المصفوفات المعرفة إيجابياًء هو أن 
نلقي على طريقنا بعض التوسيع . هناك ثلاث قضايا تخطر على البال : 

)١(‏ معايير للمصفوفات شبه المعرفة إيجابياً. 

(Y)‏ العلاقة بين القيم الذاتية لمصفوفة متناظرة ومحاورها. 

-Ax =AMx المسألة المعممة للقيم الذاتية‎ (Y) 

القضية الأولى مباشرة وسريعة؛ إذ إن جميع الأعمال الضرورية لذلك قد 
أجريت سابقاً. ستخفف المعايير UI‏ بالمصفوفات شبه المعرفة من المتراجحات 
الضيقة 5x7Ax>0‏ 0< 7و 4<0و cdet>0‏ فتسمح بظهور الصفر. وحينئذ تسمح 
المصفوفات غير المعرفة بظهور قيم ذاتية سالبة ومحاور سالبة وتؤدي إلى النتيجة الرئيسية 
لهذا البند : إشارات القيم الذاتية نماثلة لإشارات المحاور. وهذا هو «قانون العطالة». 
وأخيراً ننتقل إلى Ara ame‏ التي تصادف» دائماً» في التحليل الهندسي . مادامت 
المصفوفة 1 متناظرة ومعرفة إيجابياً» فان المسألة المعممة توازي المسألة العادية:ة Ax=‏ 
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ماعدا كون المتجهات الذاتية متعامدة بطريقة جديدة . في كثير من التطبيقات» تمثل 
M‏ مصفوفة كتلة . سوف ندرس مثالاً غوذجياً في هذا البند ونقدم طريقة العنصر 
المحدود في البند (5-5) . 

من أجل المصفوفات شبه المعرفة» ستكون النقطة الرئيسية هي البحث عن 
تشابهها مع حالة التعريف الإيجابي . 
1 ه كل من المعايير التالية شرط لازم GIS‏ لتكون المصفوفة ۸ شبه معرفة إيجابياً: 

G)‏ 0< عه" لكل متجه »(هذا هو التعريف). 

)1( جميع القيم الذاتية للمصفوفة Gata‏ ۸<0 . 

)1( لجميع المصفوفات الجزئية الرئيسية محددات غير سالبة . 

CE)‏ ليس :هناك glows‏ ضالبة. 

)0( توجد مصفوفة #» قد تكون أعمدتها مرتبطة» بحيث يكون ۸'۸ = 4 . 
إذا كانت 4 .من الرتبة ” فان م -/تساوي مجموع مربعات تامة عددها ۲ . 

العلاقة بين 0< ×4 و ۸<0 التي هي الأكثر أهمية» هي» تماماً» كالسابق : 
يؤدي التقطير "۸0 © -4 إلى : 

(1) x "Ax =x OAO x =y Ay = Ary? + Ray: 

يكون هذا التركيب غير سالب إذا كانت ۸ غير سالبة . إذا كانت رتبة 4» فان هناك 
+ من القيم الذاتية غير الصفرية و من المربعات التامة . 

سيكون الأمر ذاته للمحددة التي هي جداء القيم ,3 والتي يجب أن تكون أيضاً 
غير سالبة. لما كانت المصفوفات الحزئية الرئيسية شبه معرفة إيجابياً فان قيمها الذاتية 
ومحدداتها غير Late‏ وبذلك» نكون قد استنتجنا الشرط C)‏ . (تتكون مصفوفة 
Ape‏ رايس بحلاف pal‏ وأحسنفة باز اعاستا كل الأول el My‏ سن الأسظر 
والأعمدة» الأمر الذي يبقي على تناظر 4 ويحافظ أيضاً على شبه التعريف : إذا كان 
0 <عه#دلكل ×فإن ذلك يبقى صحيحاً عندما تكون المركبة الأولى والرابعة لهذا المتجه 
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صفرين) . الأمر الجديد يعني أن (۳) تطبق على جميع المصفوفات الجزئية الرئيسية 
وليس» فقطء على تلك الواقعة في الزاوية العليا اليسرى. من ناحية أخرى» ليس 
بامكاننا أن هيز بين مصفوفتين جميع محدداتهما العليا اليسرى أصفار : | ؟ ( | شبه 
EE‏ یترتا 

يظهر هذان ا مثالان أنه من الممكن أن تكون مبادلات سطرية ضرورية . في ا حالة 
الجيدة» تكون المحددات ال ”الأول التي تقع في الزاوية العليا اليسرى غير صفرية- 
مصفوفة القرنة الحزئية ذات النوع xr‏ ” معرفة إيجابياً- ونحصل على + محوراً موجباً 
دون تبادل للأسطر. الأسطر الأخيرة التي عددها ۸-۲ هي أصفار كما يحدث عادة 
بعد GUL‏ في الحالة التي هي أقل جودة» clos‏ إلى ميادلة أسظر_وكذلك إلى 
مبادلة الأعمدة المقابلة كي نحافظ على التناظر . تصبح المصفوفة على شكل PAP‏ 
بمحاور موجبة عددها or‏ في ال حالة الأسوأء يكون القطر الرئيسي ممتلئاً بالاصفار وهذه 
الأصفار تكون كذلك على قطر المصفوفة "48 لذاء فليس هناك محاور متوقعة . إلا 
أن مثل هذه المصفوفة لن تكون شبه معرفة مالم تكن صفرية وحينئذ ينتهي الأمر . 

تؤدي الانشاءات السابقة نفسها إلى ۸. كل واحد من الاختيارين 
A=(LVD)(VDL’)‏ و A=(QVA)WVAQ")‏ وحتى A =(QVA QOVA Q)‏ 
ينتج ASRR‏ (في الاختيار الثالث» نجد ۸ متناظرة » وهي الجذر التربيعي شبه المعرف 
للمصفوفة 4). أخيراًء نعود من OD SCO)‏ إذ إن كل مصفوفة من الشكل ARR‏ 
شبه معرفة إيجابياً (على الأقل). الشكل التربيعي :878" يساوي ”|| ||Rx‏ فلا يكن 
أن يكون UL‏ وهذا يغلق الحلقة . 
مثال : المصفوفة 


شبه معرفة وفقاً للمعايير التالية : 


A =(OVA Q (QOVA O") وحتى‎ A=(QVA)WA O) و‎ A=(LVD) (VDL) 


المصفوفات المعرفة إيجابيا Sy‏ 
Ax = (x,- xP + x,- x, + (4-4)? (1)‏ . 
ICY)‏ الذاتية هي : ۸.=0,۸,=2,=3. 
(Y)‏ محددات المصفوفات الجزئية الرئيسية تساوي ۲ إذا كانت من النوع 11و 
۳ إذا كانت من النوع 22 و detA=0‏ 


0 
3 
2 
0 


ملاحظة يكن لشروط شبه التعريف أن تستنتج من الشروط الأصلية 0-١‏ بالحيلة التالية 
: نضيف إلى المصفوفة مضاعفاً صغيراً لمصفوفة الوحدة لنحصل على مصفوفة معرفة 
إيجابباً /4+8. ثم نجعل ع يتقرب من الصفر . لما كانت المحددات والقيم تتعلق باستمرار 
ب 6 فانها ستكون موجبة حتى آخر لحظة ؛ وعند 0 - ع ستكون غير سالبة . 


التحويلات التوافقية وقانون العطالة 

تعرضنا سابقاً في هذا الكتاب؛ عند البحث في الحذف والقيم الذاتية» للعمليات 
التي تجعل مصفوفة أكثر بساطة من الأصل . في كل حالة» كان الشيء الرئيسي الذي 
نبحث عنه هو معرفة الخواص التي لم تتغير في المصفوفة . عندما طرحنا مضاعف 
سطر من آخر» بقيت قائمة lol a WI‏ إلى حد ماء طويلة : الفضاء الصفري» 
فضاء الأسطر» الرتبة والمحددة» كل ذلك بقي كما هو . في حالة القيم الذاتية» كانت 
العملية الأساسية هي تحويل التشابه» (A MAM gl) A— S'AS‏ وبقيت 
القيم الذاتية نفسها لم تتغير (وكذلك صيغة جوردان) . نسأل OY‏ السؤال ذاته من 
أجل المصفوفات المتناظرة : ماهي «العمليات الأولية» وماهي اللامتغيرات فيها من 
أجل حاتد ؟ 

العملية الأساسية للشكل التربيعي هي تبديل المتغيرات . المتجه الجديد LS py‏ 
بالمتجه × بمصفوفة غير شاذة» © =× » فيأخذ الشكل التربيعي الصورة :76460. 


0.٤‏ الجبر الخطي وتطبيقاته 


لذاء فإن العملية المصفوفية الأساسية في نظرية الأشكال التربيعية هي التحويل التوافقي 
المعرف كما يلي : 
CAC‏ جه A‏ حيث © مصفوفة غير شاذة (Y)‏ 

إن تناظر 4 محفوظ لأن ٤‏ متناظرة أيضاً . السؤال الواقعي هنا هوء ماهي 
الخواص الأخرى للمصفوفة التي لاتتغير بتأثير التحويل التوافقي ؟ يعطى الجواب 
بقانون العطالة لسيلفستر Sylvester‏ 
٦‏ و للمصفوفتين CAC‏ و 4 عدد القيم الذاتية الموجبة ذاته وكذلك عدد القيم الذاتية 
السالبة وعدد القيم الذاتية الصفرية . 

بقول آخر» إن إشارات القيم الذاتية (وليست القيم الذاتية نفسها) يحافظ عليها 
في التحويل التوافقي . سنفرض في البرهان» للسهولة» أن 4 غير شاذة. لذاء Op‏ 
€ غير شاذة» Lal‏ ولن توجد قيم ذاتية صفرية قد تسبب لنا بعض الازعاج . 
(إذا كان الأمر حلاف ذلك » فانه يمكتنا أن نعمل على المصفوفة غير الشاذة /ع +4 أو 
اع -4 ثم نجعل 0 سج ع). 

نريد أن نقتبس حيلة من الطبولوجيا أو » بصورة أدق» من نظرية التشوه باستمرار 
Homotopy‏ . لنفرض أن © مرتبطة بمصفوفة قائمة © بواسطة سلسلة من المصفوفات © 
el)‏ ليس فيها واحدة شاذة : عند 0-/,1 -: يكون CMHC‏ 0 -(2)1 . لذا فان 
القيم الذاتية للمصفوفة ( ٥)۸۲‏ تتحول بالتدريج عندما يتحول :من الصفر إلى 
الواحد» من القيم الذاتية للمصفوفة LCAC‏ القيم الذاتية للمصفوفة 0710 . با أن 
()© لن تكون شاذة البتة» فلا يمكن GY‏ واحدة من هذه القيم الذاتية أن تبلغ الصفر . 
AJ‏ فإن عدد القيم الذاتية للمصفوفة ٤‏ الواقعة عن يمين الصفر وعدد قيمها 
الذاتية الواقعة عن يساره » يساويان العددين المقابلين للمصفوفة QAO‏ وهذان 
العددان هما نفسهما المتعلقان بالمصفوفة 4 التي لها القيم الذاتية نفسها المتعلقة 


المصفوفات المعرفة إيجابيا E‏ 


بالمصفوفة المشابهة 0740 = 0140 . وهذا هو البرهان. 


مثال ١‏ إذا كان 4-7 فان CC‏ -7846© وهذه المصفوفة معرفة إيجابياً. CHR isb‏ 
في الشرط )0( . للمصفوفة CC‏ ولمصفوفة الوحدة من القيم الذاتية الموجبة وفق 
قانون العطالة . 
مثال ۲ إذا كانت | © ل | = 4 فان للمصفوفة 46 محددةسالية : 
det CAC = (det C")(det A)(det C) = - (det 02 <0.‏ 

ما أن هذه المحددة هي جداء القيم الذاتية» فان على إحدى القيمتين الذاتيتين 
للمصفوفة ©84©أن تكون موجبة والأخرى سالبة» كما للمصفوفة A‏ وهكذا يكون 
القانون قد تحقق من جديد . 


مثال Y‏ هذا التطبيق من أهم التطبيقات : 
ز في مصفوفة متناظرة A‏ تتفت إشارات ا محاور مع إشارات القيم الذاتية . لمصفوفة 
القيم الذاتية 4 ومصفوفة المحاور 2 عدد العناصر الموجبة» وعدد العناصر السالبة 
وعد العداصر الصفرية ذاتها. 

يمكننا أن نفرض أن 4 تحقق دائماً التحليل A =LDU‏ (بدون مبادلة بين الأسطر) . 
يما أن 4 متناظرة» تكون U‏ منقول yL‏ 7717 -4.. نطبق على ذلك قانون العطالة : 
للمصفوفتين 4و < العدد ذاته من القيم الذاتية الموجبة . لكن القيم الذاتية للمصفوفة 
2 هي» بالضبط» عناصر قطرها(المحاور) . لذاء OP‏ عدد المحاور الموجبة للمصفوفة 
A‏ يساوي عدد قيمها الذاتية الموجبة . 


)© نحتاج هنا أن تكون © قائمة. أحد الاختبارات الجيدة ل © هو تطبيق غرام شميدت على 
أعمدة ©. نجد أن C= OR‏ وسلسلة المصفوفات هي OR‏ (1-1) + 10 -(1)©. تسير 
الجماعة C(t)‏ ببطء من خلال غرام شميدت من 08 إلى © . هذه الجماعة قابلة للعكس 


. قابلة للعكس والعامل المثلثى ۸ (1-1) +11 ذو قطر موجب‎ © oY 
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هذا جميل وعملي . إنه جميل لأنه يربط ( من أجل المصفوفات المتناظرة) جزءين 
من هذا الكتاب كناقد تركناهما سابقاً منفصلين : المحاور والقيم الذاتية . وهو عملي 
Lal‏ لأنه من السهل إيجاد المحاور. والآن بإمكاننا أن نحدد مواقع القيم الذاتية . خذ 
مثلاً المصفوفتين 


للمصفوفة 4 محاور موجبة» وللمصفوفة /4-2 محور سالب . لذاء فإن للمصفوفة 
A‏ قيماً ذاتية موجبة أحدها أصغر من ۲» OY‏ طرح العدد Y‏ سوف يجعله أقل من 
الصفر . الخطوة التالية تركز اهتمامها على المصفوفة 4-1 لنرى ما إذا كانت القيمة 
الذاتية أقل من ١‏ . (إنها كذلك لأن للمصفوفة 4-7 محوراً سالباً). إن مدى عدم 
التأكد يتقلص إلى النصف عند كل خطوة» وذلك باختبار الإشارات . 

لقد كانت هذه في الغالب» هي الطريقة العملية الأولى لحساب القيم الذاتية . 
لقد كانت مهيمنة حوالي عام cp ١147٠‏ بعد اجراء تحسين واحد مهم سوه جحل a‏ 
مثلثية الأقطار أولاً. حينئذ» يستدعي حساب المحاور 2# خطوة بدلا من 2 . . وتصبح 
عملية الحذف أسرع ويصبح البحث عن القيم الذاتية أسهل . E‏ 
جيفن Given)‏ . أما الطريقة المفضلة فهي طريقة 0۸ التي ستعرفها في الفصل السابع . 


مسألة القيم الذاتية ا معممة 
لست متأكداً من الاقتصاد» لكن» لدى الفيزياء والهندسة والإحصاء قدرة كافية 
لاحداث مصفوفات متناظرة في مسائل قيمها الذاتية . هي بالأحرىء قادرة على إعطاء 
مصفوفتين لا واحدة» فقط» من هذا النوع . يكن للمسألة Ax - AM‏ أن تستبدل 
بالمسألة المعتادة car - Ax‏ كمثال على ذلك سننظر في حركة كتلتين غير متساويتين . 
قانون نيوتن من أجل الكتلة الأولى F= m,a,‏ ومن أجل الكتلة الثانية هو 


المصفوفات المعرفة إيجابيا 0.۷ 


v يمكننا أن نصف الوضع الفيزيائي كما يلي : إذا انتقلت الكتلتان بالمسافتين‎ . F= m,a, 
AH فان النوابض ستشد هاتين الكتلتين إلى‎ (T-V و . كما هو ظاهر في الشكل‎ 
تظهر النقطة الجديدة ذات الشأن» في‎ F, =v-2w بالقوتين س + 20 = ,۴ و‎ 
: الطرفين الأيسرين للمعادلتين حيث تقع الكتلتان‎ 


2 
mı فك‎ 0 


e 


u أو‎ 


2 
m2 Ow =v -2w 
dt 


Y=-1 w= 1 


شكل )1 - elbs. (Y‏ تذبذب بكتلتين غير متساويتين . 
عندما كانت الكتلتان متساويتين m=m=1‏ ظهر النظام القديم w= Au‏ أما الآن 
فهو Mu = Au‏ حيث M‏ مصفوفة الكتل . تظهر مسألة القيم الذاتية عندما نبحث عن 
حلول أسية من الصورة ex‏ 


00 MUD) ex =Ae™x تصبح‎ Mu" =Au 
: عن :(10)» فنجد‎ la sek لنختصر الطرفين على “© ولنكتب‎ 


x أو‎ Ax =AMx 


5 rt 


5 m 0 
=a] 0 m2 


هناك حل عندما تكون A -AM‏ شاذة» أي عندما تكون 2 جذراً لمعادلة كثيرة 
الحدود (A-AM)=0‏ 4۲ . يُظهر » من جديد» الاختيار الخاص Mar‏ المعادلة المعتادة 
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det )4-21(‏ . سنحل Vibe‏ يكون فيه 2=,, 1=" : 


det A- AM) = de 7 27 * 1 E .قت وم‎ 


- 2-2 


القيمتان الذاتيتان سالبتان والتواتران المعتادان هما VTA;‏ = .لقد حسب 
المتجهان الذاتيان بالطريقة المعتادة : 


(A - A علا‎ = 


| 
wl! 


(A -A,M)x2 = 


l 
N 


يعطي هذان المتجهان الذاتيان الأشكال المعتادة للاهتزازات. من أجل التواتر 
الأصغر o‏ « تتذبذب الكتلتان cles‏ لكن الكتلة الأولى» في الواقع» تتحرك بمقدار 
13 - ۷3. في الحالة الأسرع» سيكون لمركبتي OW LE] x,‏ مختلفتان وتتحرك 
الكتلتان باتجاهين مختلفين . في هذه الحالة» تبتعد الكتلة الصغيرة بمسافة أكبر من 
الثانية . 

يكن تفسير النظرية الأساسية بسهولة إذا جزئت M‏ بالصورة -RR‏ (نفرض أن 
M‏ معرفة إيجابياً كما في هذا المثال). لذاء OB‏ التعويض +8 = «يغير 

AR'y =AR'y إلى‎ Ax =AMx =AR'Rx 

لتكتب R zakop t‏ ولنضرب الطرفين ب © -87(0)» فتصبح هذه المسألة 
مسألة معتادة من مسائل القيم الذاتية للمصفوفة الوحيدة CAC‏ : 

(0) CTACy =)y. 

القيم الذاتية ,2 مطابقة لتلك المتعلقة بالمعادلة الأصلية cA = AM‏ أما المتجهات الذاتية 


المصفوفات المعرفة إيجابيا 0.4 


فانها مرتبطة بالعلاقة i giall polg’. y= Rr‏ المتناظرة CAC‏ تؤدي مباشرة إلى 
الخواص المقابلة للنظام : :Ax=ìMx‏ 


. القيم الذاتية حقيقية‎ )١( 
وذلك استناداً إلى قانون‎ 6A إشارات القيم الذاتية المعتادة للمصفوفة‎ L(Y) 
. العطالة‎ 


)1( يكن اختيار المتجهات الذاتية للمصفوفة CAC‏ نظامية متعامدة. وبالتالي 
تكون المتجهات الذاتية × متعامدة نظامية بواسطة |M‏ 

(YW i#j واذاكان‎ i=j, اذاكان‎ x] Mx; =x] R™Rx; = yy =1 

M 7د يساوي ,2 أو صفراً. المصفوفتان ۸و‎ 4» =2 Mx بشكل مشابه‎ (E) 
لاحظ أنه تحويل‎ . SMS=I و‎ SAS=A OWS جعلتا معاً قطريتين . إذا كانت «أعمدة‎ 
. 5١ توافقي بمصفوفة عن اليسار» وليس تحويل تشابه بالمصفوفة‎ 

إن لذلك معنى هندسياً لم ندركه بصورة جيدة . في ا حالة ا معرفة إيجابياً» يكون 
كل من السطحين ١‏ -:/”دو 1 = ×4 مجسم قطع ناقص . يظهر أن المعادلة جد x=‏ 
تعطي اختياراً جديداً للاحداثيات ليست ناتجة عن دوران صرف» OY‏ 5 ليست 
مصفوفة قائمة ‏ فيصبح مجسما القطع الناقص هذان متضافين» LE‏ إنهما : 

(y) xTAx =z STASz E A y AE 
x™Mx =z'S"MSz =z} +... +22 =1. 

الجسم الثاني كرة ! من السهل تلخيص النقطة الاساسية للنظرية : Wh‏ ۸ معرفة 

إيجابياً» فان مسألة القيم الذاتية المعممة 4-340 تتصرف LU‏ مثل +( - ندا. 


)1( اسرع طريق لانتاج مصفوفة فريدة هي 3 MALE‏ لكن M'A‏ ليست متناظرة» لقد فضلنا 
أن نضع نصف "1 في كل طرف من 4 فنحصل على مصفوفة متناظرة CAC‏ 


01. 


\-¥-1 


t 


tr 


تمارين 
من أجل المصفوفتين شبه المعرفتين : 
1 1- 1- 2 
Ai)‏ | 11 8511 و Az=|-1 2 -1/(¥as))‏ 
111 2 21 1ت 


اكتب كمجموع مربعين و ×8 كمربع واحد. 
طبق ثلاثة معايير على كل من المصفوفتين : 


A=‏ اق 


1 1 
11 
1 1 


12 1 
11 1 
12 0 


كي تقرر ما إذا كانت معرفة إيجابياً أو شبه معرفة إيجابياً أو غير معرفة . 
من أجل H‏ ! |=4و| ؟ | -» تأكد من أن للقيم الذاتية للمصفوفة 
6 إشارات القيم الذاتية للمصفوفة 4 نفسها. أنشى سلسلة من 
المصفوفات غير الشاذة () © تربط © بمصفوفة قائمة ©. لماذا يستحيل 
انشاء سلسلة غير شاذة تربط © بمصفوفة الوحدة ؟ 

إذا كانت المحاور جميعها أكبر من »١‏ هل تكون حينئذ القيم الذاتية 
جميعها أكبر من ١‏ ؟ اختبر ذلك على مصفوفات ثلاثية الأقطار 1 .1,2 - 


ا“ | 3 
اتية | <= 
ذاتية اقل من 2 


كرك 


v-Y-1 


A-¥-1 


المصقوفات المعرفة إيجابيا LAR)‏ 


يبدأ برهان جبري لقانون العطالة بالمتجهات الذاتية المتعامدة النظامية 


×..... ,× للمصفوفة A‏ المقابلة للقيم الذاتية ۸<0 » والمتجهات الذاتية 
المتعامدة النظامية ,ر د «للمصفوفة LUU CAC‏ للقيم الذاتية 0> بل . 
(أ) لبرهان أن os X, Cree Cy,‏ مستقلة » نفرض تركيباً خطياً مساوياً 
الصفر : 
aX, +... + aty =b Cy, +... t bgCyg (=z, Se).‏ 
salei‏ 

2742 3, ++ hap 20 
ZAz= Ub? وكذلك 0< ا‎ 


(ب) استنتج أن الأعداد » والأعداد 0 أصفار (مبرهناً الاستقلال 
الخطي). واستنتج من ذلك أن »> و+ م 

(ج) يؤدي التبرير نفسه من أجل الأعداد «السالبة التي عددها gn-p‏ 
ال Nae hin‏ عددها و-” إلى «ك>و-«+م-«(نفرض أنه لاتوجد 
قيم ذاتية صفرية ‏ وهو مايناقش بشكل منفصل). أثبت أن -و+م 
n‏ وهكذا فإن العدد م للقيم A‏ الموجبة يساوي العدد n-g‏ للقيم لإ 
الموجبة ‏ وهو قانون العطالة . 

إذا كانت © غير شاذة» بين أن للمصفوفتين 4و 4٥‏ الرتبة نفسها. 
(يمكن الرجوع إلى البند CAP‏ لذاء فإن لهما العدد نفسه من القيم 
الذاتية الصفرية . 

أوجدء بالتجريب» عدد القيم الذاتية الموجبة والسالبة والصفرية 
للمصفوفة : 


I B 
a| jh 4 
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حيث الكتلة 8 (من المرتبة (Ln‏ غير شاذة. 
۹-۳-٣‏ هل تحقق 4و CAC‏ قانون العطالة دوماً حينما تكون © غير مربعة ؟ 
٠٠-۳-١‏ في المثال المحلول حيث gmail‏ 2 -,» تحقق من أن النموذج النظامي 
متعامد بوساطة x7 84-0 : M‏ . إذا أزيحت الكتلتان معا بمقدار 
وحدة الأبعاد ثم اطلقتا بسرعتين إبتدائيتين Oye -1 ,,- ١‏ فأوجد 
المعاملات ه في الحركة المحصلة 
a,cos 00,1 X,‏ + ند ۵1 دمع ,۾ = ». ماهو بعد الكتلة الأولى الأعظمي عن 
وضع التوازن (عندما يكون جيبا التمام مساويين ١+‏ أو -١)؟‏ 
۱1-۳-٦‏ أوجد القيم الذاتية والمتجهات الذاتية لما يلي : 


6 -3 >A |41 
[L$ «=| 


1١1-75-1‏ إذاكانت المصفوفتان cA sM‏ اللتان من النوع 2 » غير معر فتين فانه 
من الممكن ألا يكون للنظام 1( - Ar‏ قيم ذاتية حقيقية . أوجد مثالاً 


Rayleigh مبادىء النهاية الصغر: ى ونسبة رايلي‎ ٤-٣ 

في هذا البند» سنتهرب في الفترة الأولى من المعادلات الخطية. لن يعطى 
المجهول × كحل للنظام -هه أو Ard‏ بل سيتعين وفق مبدأ النهاية الصغرى . 

من المدعش أنه يكن التعبير عن الكثير من القوانين الطبيعية يبدأ التهاية 
الصغرى . في الواقع » هبوط السائل الثقيل إلى الأسفل ماهو إلا تصغير لطاقته الكامنة . 
وأنت عندما تجلس على كرسي أو تستلقي على سرير» فان النوابض تعدل نفسها بحيث 
تنقص طاقتها . حتماً» هناك العديد من الأمثلة العلمية العالية : البناء يشبه كرسياً 
معقداً جداً يحمل ثقله الذاتي» وإن المبدأ الأساسي في هندسة البناء هو تصغير الطاقة 
الكلية . في الفيزياء» يوجد « اللاغراجيان » « وتكامل الفعل» ؛ قشة على سطح الماء 


المصفوفات المعرفة إيجابيا 0\۳ 


a AE TE اقل‎ days لفن‎ OM بای‎ gh 

يجب علي أن أذكر أن هذه «الطاقات» ماهي إلا شكل تربيعي معرف إيجابياً. 
من الواضح أن مشتقة شكل تربيعي هي دالة خطية . لذاء فإن إيجاد النهاية الصغرى 
سيعيدنا إلى المعادلات الخطية المعتادة» وذلك عندما نضع جميع مشتقات المرتبة الأولى 
مساوية الصفر . هدفنا الأول في هذا البند هو إيجاد مبدأ النهاية الصغرى ا مكافىء 
للنظام cAx=b‏ والآخ رالمكافىء للنظام „Ax= hx‏ سنعمل في فضاء عدد أبعاده محدود 
تماماًكما نجري حسابات التحولات في مسألة متصلة» حيث جعل المشتقة الأولى صفراً 
يعطي معادلة تفاضلية (معادلة أويلر). في كل حالة سنكون أحراراً في البحث عن 
حل لنظام المعادلات الخطية أو عن النهاية الصغرى للشكل التربيعي -وفي كثير من 
المسائل» كما يظهر ذلك في البند التالي» يجب أن لانتجاهل الاختيار الأخير . 

الخطوة الأولى» فعلاً» غير معقدة : نريد أن نجد القطع المكافىء ۲ الذي تقع 
نهايته الصغرى في النقطة التي يكون فيها Arab‏ . إذا كان A‏ عدداً فالعمل سهل : 

<=Ar-b او‎ Pix) =1 Ax? -bx 

يكون ذلك في نهاية صغرى» فقطء إذا كانت 4 موجبة . إن القطع المكافىء 
مفتوح نحو الأعلى » وإن جعل المشتقة الأولى صفراً يعطينا - مه (شكل (EAN‏ 
في الفضاء ذي الأبعاد المتعددة» ينقلب القطع المكافىء هذا إلى مجسم قطع مكافىء 
ولكن يبقى القانون ذاته من أجل ؛ ولتحقيق نهاية صغرى » هناك» Leal‏ شرط 
الإيجاب . 


)1( لدي قناعة أكيدة أن النبات والانسان يتطوران وفقاً لمبدأ النهاية الصغرى. رما تكون الحضارة نفسها 
مبنية حسب قانون الفعل الأصغر. إن اكتشاف مثل هذه القوانين يعتبر الخطوة الرئيسية قي الانتقال 
من الملاحظات إلى التفسيرات ولابد أن هناك ما يمكن اكتشافه في مجال علمي الاجتماع والحياة. 


0\٤‏ الجبر الخطي وتطبيقاته 


T‏ إذا كانت 4 معرفة إيجابياً فان P(r) = + Axa b‏ يحقق نهايته الصغرى عند 
النقطة التي يكون فيها ط = ×4. عند تلك النقطة يكون 74م JP E FPA‏ 


min 


Ax —be‏ 4 = زوم 


(أ) قطع مكافىء (ب) طاس ذي بعدين 
شكل (1 - 5). النهاية الصغرى لدالة تربيعية P(x)‏ 
البرهان لنفرض أن »هو حل 6دجه . لأي متجه cy‏ حل : 


(\) Ply) - P(x) =1 y Tay - y BES 2 Tax +x'b 
y "Ay - A + er 
ek -x)" A (y-x). 


ا 


لما كانت 4 معرفة إيجابياً» فإنه لايمكن لهذه الكمية أن تكون سالبة أبداً وهى 
تساوي الصفر» فقطء عندما يكون 0= ×-«. في جميع النقاط الأخرء POOK‏ 
( أكبر من () ۴ء لذاء OP‏ النهاية الصغرى تقع عند ×. 


5 P(x)=x? -xx + X2 -b x -b x, مثال : أوجد النهاية الصغرى للدالة‎ 


المصفوفات المعرفة إيجابيا 010 


المعالجة المألوفة في حساب التفاضل هي في جعل المشتقات أصفاراً : 


OP/dx, = 22, -x2 -b =0 
رع - ع وعواط0‎ + 2x2 - b, =0. 


يكتب الجبر الخطي النتيجة نفسها على النحو PY sony (Arad‏ 
بالصورة 


2-1 
: تقع النهاية الصغرى عند 46 - «حيث‎ yall -1 2 |x-xb 
(Y) Prin = 4 (A'b)A(A'b) - Ab) "b = -1 bA b. 


في التطبيقات z“‏ تعني الطاقة الداخلية و garb‏ العمل الخارجي . النظام 

الفيزيائي يسير بشكل طبيعي إلى cx‏ نقطة التوازن حيث تأخذ الطاقة الكلية م 
قيمتها الصغرى . 

هدفنا الثاني هو إيجاد مسألة نهاية صغرى تكافىء × = Ar‏ إن ذلك ليس أمراً 
Se‏ لايمكن للدالة التي سنجد نهايتها الصغرى أن تكون مجرد شكل تربيعي» كما 
أن اشتقاقها لن يؤدي إلى معادلات خطية ‏ مسألة القيم الذاتية هي » بصورة رئيسية » 
ليست خطية . الحيلة هي النظر في نسبة شكلين تربيعيين» والنسبة التي نحتاجها تعرف 
باسم نسبة رايلي Rayleigh‏ : 


ننتقل مباشرة إلى النظرية الأساسية : 
ba‏ مبدأ رايلي : تكون النسبة (x)‏ ۸ في نهايتها الصغرى عند أول متجه ذاتي x=‏ 
× وتكون هذه النهاية الصغرى مساوية ,۸ أصغر القيم الذاتية : 


T T 
عدم رع‎ XA x 

Rei) AEE, AT ود‎ 
XX! XX! 


هندسياً» لنفرض أننا ثبتنا البسط عند القيمة )١(‏ وجعلنا المقام أكبر مايمكن. يعرف 
البسط 1 = ×4× مجسم قطع ناقص» على الأقل» إذا كانت 4 معرفة إيجابياً. المقام 


للك 41 الخطي وتطبيقاته 


هو ”| || xx=‏ وهذا يعني أننا نبحث عن أبعد نقطة» من مجسم القطع الناقص» 
عن نقطة الأصل_بقول آخر المنجه SV yor‏ طولاً . نتيجة لوصفنا من قريب لمجسم 
القطع الناقص» نجد أن قطره الأكبر يتجه باتجاه المتجه الذاتي الأول . 

۸ hi . من السهل أن نرى ذلك (دون ضرورة للتعريف الإيجابي)‎ ele 
: ×= 0« بفرض‎ .0"40 =۸ JÈ : بمصفوفة قائمة‎ 


5 ووم‎ = AON _ yy" Ay _ Aayi tot Ando 
(Qy)"@y) yy vit... درج‎ 


تقع النهاية الصغرى لهذه النسبة حتماً عند النقطة التي يكون عندها = aly‏ ر 
0= برت...... عند هذه النقطة» تكون النسبة مساوية A,‏ وفي أي نقطة أخرى تكون 
السبة أكبرمن ذلك + 

ALOT +y +... +800 Aiyi + hoy} +... + Aaa) 
من .(ولن تكون أكبر من . إن نهايتها الصغرى ستكون‎ JOS إن نسبة رايلي لن‎ 
ونهايتها العظمى عند +. المتجهات الذاتية الوسطى تمثل نقاطاً‎ x, عند المتجه الذاتي‎ 


سرجية . 
إحدى النتائج المهمة هي : كل عدد قطري مثل aba,‏ بين ۸و 3. تساوي 
نسبة رايلي  d‏ عندما نختار المتجه )0 re‏ 2-0 . 


مبادىء أصغر النهايات العظمى المتعلقة بالقيم الذاتية 
الصعوبة في النقط السرجية هي أننا لانعرف فيما إذا كان () #تقع فوقها أو 


مبدأ مفيد فعلاً » هو مبدأ النهاية الصغرى أو العظمى . لذاء فإننا نبحث عن مثل هذا 


المصفوفات المعرفة إيجابيا 0\۷ 


المبدأ واضعين نصب أعيننا أن النهاية الصغرى أو العظمى ستتحقق عند المتجه الذاتي × 


)\( 3 
5 الفكرة الرئيسية تنبع من خاصة أساسية للمصفوفات المتناظرة : leer‏ مع 
بقية المتجهات الذاتية . 


٦‏ ي لن تزيد النهاية الصغرى ل Rix)‏ الخاضعة لشرط واحد0 = 7 » أبداً على 
A,‏ . إذا كان z‏ هو المتجه الذاتي الأول» عندئذ» تكون هذه النهاية الصغرى المقيدة ل 
#مساوية i A,‏ 

(£) 


A2 = max 


min R(x) Aa 2 min R(x) 
z 5 


x'z=0 xTz=0 


lia‏ هو «مبدأ النهاية العظمى» ل ,۸ . إنه يعطينا طريقة لتقدير القيمة الذاتية الثانية دون 
معرفة القيمة الأولى . 


مثال : لو استبعدنا السطر الأخير والعمود الأخير من أي مصفوفة متناظرة : 


عندئذ » تفوق القيمة الذاتية الثانية للمصفوفة A‏ أصغر قيمة ذاتية ل 8. (فى هذا 
المثال» العددان هما ١‏ و١).‏ أصغر قيمة ذاتية ل cA‏ وهي 0.6 2-۷2 أقل من أصغر 


BI 


البرهان : إن نسبة رايلي ل 8 تتطابق مع نسبة رايلي ل ۸ عندما ( 0, :د , ) = × . هذه 
هي 


)١‏ إن هذا الموضوع خاص بعض الشي» ‏ وإن إيجاد النهاية الصغرى ل P(x)‏ و R(x)‏ ماترتكز عليه 
طريقة العنصر المحدود. ليس هناك أي صعوية بالتحول إلى البند (0-5). 


o1۸‏ الجبر الخطي وتطبيقاته 


المتجهات المتعامدة مع (0,0,1) =» ومن أجل هذه المتجهات» نجد أن : x'Ax =x Bx‏ 
. النهاية الصغرى على القيم oder‏ » هي أصغر قيمة ذاتية A (B)‏ لايمكنها أن تقل 
عن أصغر قيمة ذاتية ل 14 لأنها النهاية الصغرى على قيم × . إلا أن (B)‏ 2 سوف 
تكون أقل من القيمة الذاتية الثانية ل A‏ السبب : هو أن أحد التراكيب الخطية للمتجهين 
الذاتيين الأولين ل A‏ يتعامد مع . إذا عوضنا ذلك التركيب الخطي في نسبة رايلي 
bp‏ نحصل على عدد أقل من (۸,)4وأكبر من A (B)‏ . لذاء OB‏ (2,)4(<2)8 . 


: الصورة الكاملة هي حصر القيم الذاتية‎ 
(0) 2 (A)S A, (B)S A2(A)S A2(B)S ... S Ag (BJS An (A). 


هندسياً» لهذه المتراجحات تفسير طبيعي . لنفرض أن مجسم قطع ناقص فطع 
بمستو مار من نقطة الأصل» سيكون المقطع مجسم قطع ناقص عدد أبعاده أقل بواحد 
عن عدد أبعاد الأصلي . لايمكن أن يزيد طول المحور الكبير لهذا المقطع عن طول المحور 
الكبير للمجسم الأصلي : A (BA (A)‏ . إلا أن المحور الكبير للمقطع هو على 
الأقل» مساوياً طول المحور الثاني للمجسم الأصلي: BISA A)‏ ,2 . بشكل 
مشابه» المحور الصغير للمقطع أصغر من المحور الثاني الأصلي وأكبر من المحور 
الصغير الأصلي : A(A)SA(B)SA(A)‏ 

في إحدى الحالات الخاصة» عندما يكون المستوي القاطع متعامداً مع المحور 
الكبير الأصلي ٠‏ يكون A (B) =A, (A)‏ . بشكل عام إذا كان المستوي القاطع هو 
المستوي الأفقي 0= LG cx‏ نتوقع متراجحة . المتجه العمودي على هذا المستوي القاطع 
هو (0,0,1) z=‏ » وقد استبعدنا السطر الأخير والعمود الأخير من A‏ 

يمكننا أن نرى الشيء ذاته في الميكانيك : ليكن لدينا نظام اهتزاز مكون من 
نوابض وكتل» لنفرض أن إحدى الكتل أجبرت أن تبقى في حالة سكون. حينئذ » 
يتزايد التواتر الأصغرء لكنه لن يزيد على ,3 . أما التواتر الأعظم فانه يتناقص ولكنه 
لن يقل عن 4 


nol 


المصفوفات المعرفة إيجابيا 0۹ 


ود 


minor axis of cross section 


minor axis 


major axis 


major axis of cross section 


شكل( 2-5). مبدأ النهاية العظمى وأصغر النهايات العظمى 33> 2ل|> 12 > MS pi‏ 
حان الوقت لندور حول هذه النظريات كي نصل إلى مبد أ أصغر نهاية عظمى . 
يعني ذلك أن نجعل نسبة رايلي في نهايتها العظمى» ثم» تميز النهاية الصغرى الممكنة 
لهذه النهاية العظمى . 
هناك عدد من الطرائق للمعالجة يتعلق كل منها بالقيمة الذاتية التي نريدها. 
لإيجاد أكبر قيمة ذاتية od‏ نجعل (۲) ۸ في نهايتها العظمى فنحصل عليها. لكن» 
لنفرض أننا نريد البقاء مع ,3 . لما كانت نسبة رايلي تساوي : 


a 8 2 
Ay, tAgys + ... + وررة‎ 


2 2 2 
ورج ... + وبر+ وى 


فإن طريقة الحصول على LESA,‏ عظمى هو أن نتطلب كون 0= ر=..... =« . هذه 
القيود التي عددها 2- NN SL bee a Bab hn‏ راان 
La gle cal Mca‏ التضاء ppl‏ ذي «grt‏ وة الهاية incl sual‏ 
(x)‏ ۸ هي ۸-لكن المتجهان الذاتيان دو «جزء من هذه المسألة وهما غير معلومين . 


oy,‏ الجبر الخطي وتطبيقاته 


عندما حصلت هذه الحالة لمبدأ النهاية العظمى» كانت الفكرة الأساسية هي 
السعي إلى النهاية الصغرى تحت قيد واحد هو) - 2 "× . لذا نحاكي هذه الفكرة 
ونسعى ب R(x)‏ نحو نهايتها العظمى على فضاء جزئي اختياري ذي بعدين . لايمكننا 
أن نعرف ما إذا كان هذا الفضاء الجزئي حاوياً أي متجه ذاتي ؛ إن AUS‏ فعلاً » بعيد 
الاحتمال. على الرغم من ذلك» توجد متراجحة تتعلق بالنهاية العظمى . لقد كانت 
النهاية الصغرى سابقاً تحت القيد) - ext z‏ أصغر من ۸ ؛ والآن ستكون النهاية 
الصغرى على الفضاء الجزئي أكبر من A,‏ . إذا كان ,5 أي فضاء جزئي ذي بعدين من 
oR"‏ فإن : 
max R(x)S A»‏ 
× فى ر 
البرهان إذا كان × متجهاً من الفضاء الجزئي ومتعامداً مع المتجه الذاتي الأول cx,‏ فمن 
المعلوم. من أجل هذا المتجه + الخاص» أن ,3< ۸)0 . ينتج عن ذلك مبدأ أصغر 
النهايات العظمى مباشرة : 
ك إذا جعلت Re)‏ في نهايتها العظمى على كل فضاء جزئي ممكن ذي بعدين 
,ك فان قيمة أصغر النهايات العظمى هي ۸ : 


CO 


A, = min | max R(x) 
8 S, في ره‎ * 
COV) استناداً إلى‎ a, لايمكن للكمية الموجودة ضمن الحاضنتين أن تكون أصغر من‎ 
A وتكون من أجل الفضاء الجزئي الخاص المولد بالمتجهين الذاتيين الأولين مساوية‎ 
ننهي هذا البند بملاحظتين. أتمنى أن يدرك حدسكم أنهما صحيحتان دون براهين‎ 
. مفصلة‎ 

ملاحظة ١‏ يتوسع مبدأ أصغر نهاية عظمى من فضاء جزئي ذي بعدين إلى فضاء جزئي 
ذي زبعداً وينتج 1 : 


(y) 


المصفوقات المعرفة إيجابيا 0 


2 = min | max R(x) 


(A) 5 


في ر5 d‏ 

ملاحظة ۲ نبقى» في مسألة القيم الذاتية المعممة AM‏ = »4ء جميع المبادىء ذاتها 
صحيحة إذا جعلنا مقام نسبة رايلي عو ضا عن xx‏ إذاعوضنا Sz‏ =×ووضعنا 
المتجهات الذاتية للمصفوفة 14 فى أعمدة eS‏ فان Riv)‏ تتبسط إلى الصورة : 


(4) R(x) = KAR ے‎ Mazi + Rae 
x Mx Zl Fon FZ 


لقد كانت هذه النقطة هى تقطير المصفوفتين ۸و M‏ معاً في البند (7-5) . كل 
من الشكلين التربيعيين أصبح مجموع مربعات كاملة وكانت À = min R (x)‏ مثلما 
كانت =marR (x)‏ ۸. بالفعل» عندما جعلنا في نظام الاهتزاز ذي الكتلتين واحدة 
من الكتلتين ساكنة» فان التواتر الأصغر قد ازداد وتناقص التواتر الأعظم . 


تمارين 


: المعطى بما يلي‎ 4× =b انظر في النظام‎ ١-٤-٦ 


jm‏ الشكل التربيعي المقابل (,×,,×, eP‏ احسب المشتقات الجزئية 
OP‏ وحقق أنها تنعدم عند الحل المطلوب . 
(x -A ree =‏ 5774م - = 2b‏ ت وا 
م لأن الحد الذي قبله SEY‏ أن یکو ن سالباً. (dU)‏ ؟ 


1-8 9 3 5 و كه‎ f 
ج = ود‎ +xy+y-3y J e أوجد النهاية الصغرى 6 إذا وجدت‎ 5-4-5 


o۲ 


الجبر الخطي وتطبيقاته 


mas ös i 1.2‏ 
P= ox -3y‏ . ماهي المصفوفة الموافقة ل SP,‏ 
شكل تربيعي آخر تقع نهايته الصغرى عند Ax=b‏ هو : 


Q(x) =1 || Ax - bl|? =1 xT ATAx -x A'b + 2 b’b. 


قارن © مع باهمال الثابت Po‏ ماهي المعادلات التي تصل إليها 
عند نهاية © الصغرى ؟ ماذا كانت تسمى هذه المربعات في نظرية 
المربعات الأصغرية ؟ 

لكل مصفوفة متناظرة» احسب النسبة Ra)‏ من أجل الاختيار الخاص 
(1......1) = × . ماهي العلاقة بين مجموع العناصر »مع 2و TA‏ 
من أجل المصفوفة | a=]? J‏ أوجد اختياراً × يعطي أصغر قيمة 
R(x) J‏ بحيث ينتج الحد 2 عن pole‏ القطر . ماهي القيمة 
الأصغرية ل ERG)‏ 

إذا كانت 8 معرفة إيجابياً» برهن» انطلاقاً من نسبة رايلي» أن أصغر 
قيمة ذاتية ل 8+ 4 أكبر من أصغر قيمة ذاتية ل 4. 

إذا كانت ۸ أصغر قيمة ذاتية ل 4 و ل أصغر قيمة ذاتية ل 8» برهن أن 
أصغر قيمة ذاتية JO,‏ 4+8 هي » على الأقل» أكبر من FH,‏ (جرب 
المتجه الذاتي المقابل + في نسبة رايلي. ) 

تنبيه : يمكن أن يكون هذان التمرينان أكثر نغوذجية وأهم ماينتج عن 
مبدأ رايلي بسهولة » لكن ذلك ينتج بصعوبة من معادلات القيم الذاتية 
ذاتها. 

إذا كانت 4 معرفة إيجابياً » برهن انطلاقاً من مبدأ النهاية الصغرى 
للنهاية العظمى (Y)‏ أن القيمة الذاتية الثانية في الصغر تزداد 
باضافة 8: à )4+8(<2 (A)‏ . 


٠١٠١-4-5 


\\-2=4 


Y¥-2-1 


\¥-&-1 


\2=t=1 


تتو 


المصفوفات المعرفة إيجابيا oY‏ 


إذا حذفت عمودين من tA‏ ماهي المتراجحة التي د تتوقعها بين أصغر 
قيمة ذاتية م للمصفوفة الباقية والقيم الذاتية الأصلية hw‏ 


: أوجد القيم الأصغرية لكل ما يلي‎ 
2 2 2 2 
ROSIE E 5 R(x) = Xi -X12 + X2 
xi + وج‎ 2x? + ×3 


برهن» انطلاقاً من (۳) أنه لايمكن أبداً ل (x)‏ ۸ أن يكون أكبر من القيمة 
الذاتية 3 . 
مبدأ النهاية الصغرى للنهاية العظمى المتعلق بالقيمة الذاتية ذات الترتيب 


زيحوي مصفوفة جزئية S‏ عدد أبعادها زر : 


max R(x). 


Àj = min 
S; 


0 إذا كانت A‏ موجبة » اس ستنتج أن كل 5 يحوي متجهاً × يحقق 
2-00 

(ب) استنتج أن كل 5 يحوي متجهاً ×= ر يحقق 
cCACy /y'y>0‏ "رد زرو R‏ . 

uh (>)‏ ستنتج أن القيمة الذاتية ال زللمصفوفة 74€ء» انطلاقاً من مبدأ 
النهاية الصغرى للنهاية العظمى » موجبة أيضاً - نبرهن بذلك أيضاً 
قانون العطالة (أقدّم شكري حامعة مينيسوتا (Minnesoto‏ 

برهن أن أصغر قيمة ذاتية Ax Mx Sd,‏ ليست أكبر من النسبة  a/m‏ 
لعنصري القرنتين . 

أي فضاء جزئي خاص » في مبدأ النهاية الصغرى للنهاية العظمى (V)‏ 
يعطي القيمة الصغرى ,£2 بعبارة أخرى» على أي ,ك تكون النهاية 


غ0 الجبر الخطي وتطبيقاته 


العظمى ل (*) ۸ مساوية GA‏ 
1١5-85-5‏ بدون حساب للقيم الذاتية» قرر عدد الموجب والسالب والصفري من 


القيم الذاتية للمصفوفة : 


٦‏ - 5 طريقة العنصر المحدود 
لقد حوى البند السابق فكرتين أساسيتين : 

. في نهايته الصغرى‎ ۲ )۰(= Arab حل النظام =۸ يكافىء جعل‎ )١( 

)1( حل النظام a‏ ×4 يكافىء جعل »'د/هه': - () في نهايته الصغرى . 
نريد الآن محاولة بيان كيف يمكن تطبيق هاتين الفكرتين . 

القصة طويلة؛ OY‏ هذا التكافؤ معروف قبل AST‏ من قرن. في بعض المسائل 
التقليدية » في هندسة البناء والفيزياء» مثل التواء صفيحة معدنية أو الحالات الدنيا 
للذرة (القيم الذاتية والدوال الذاتية) > كانت هذه النهايات الصغرى تستخدم للحصول 
على تقريبات ضعيفة الدقة للحل . في بعض الحالات» يضطر قبولها؛ كانت الأدوات 
الوحيدة المستخدمة هي القلم والورق وآلة صغيرة. لقد كانت المبادىء الرياضية 
موجودة ولكنها غير مطبقة . 

من الواضح أن الحواسيب الرقمية أدت إلى ثورة» لكن الخطوة الأولى لهذه 
الثورة كانت إهمال مبادىء النهاية الصغرى ؛ بدعوى أنها قديمة جداً وبطيئة جداً . لقد 
قفزت إلى الأمام طريقة الفروق المحدودة» GY‏ كان من السهل معرفة كيف يعطى 
لمعادلة تفاضلية شكل منفصل . لقد رأينا سابقاً في البند )7-١(‏ كيف عوضت كل 
مشتقة بنسبة فرقين . غطيت المنطقة الفيزيائية بشبكة وفي كل نقطة من خلية الشبكة 
كان =hf‏ »- »2+ »-. تمثل هذه المسألة بالمعادلة ozal g Au =f‏ التحليل العددي 


المصفوفات المعرفة إيجابيا ovo‏ 


في الخمسينات من هذا القرن بتطوير طرق سريعة لحل أنظمة ضخمة ومتناثرة . 

الشيء الذي لم ندركه تماما هو أنه حتى مسائل الفروق المحدودة» تصبح معقدة 
بصورة لاتوصف من أجل مسائل هندسية فعلية مثل إجهاد طائرة أو التوتر الطبيعي 
لجمجمة إنسان . الصعوبة ا حقيقية ليست في حل ا معادلات بل بتنظيمهما . من أجل 
منطقة غير منتظمة» نحتاج إلى شبكة غير منتظمة مقسمة في وقت معاًء إلى مثلثات 
أو رباعيات أو رباعيات وجوه ثم نحتاج إلى طريقة نظامية لتقريب القوانين الفيزيائية 
الأأساسية . بقول آخرء لايكتفي الحاسوب بالمساعدة في حل مسائل منفصلة بل يساعد 
أيضاً بصياغتها . 

بامكانك أن تخمن كيف حدث ذلك . لقد عادت الطرائق القديمة من جديد 
ولكنها باسماء جديدة وافكار جديدة . الاسم الجديدهو طريقة العنصر المحدود 
والفكرة الجديدة جعلت من الممكن استخدام قدرة الحاسوب الآلي بصورة واسعة- 
بتكوين تقريبات منفصلة وحلها واظهار النتائج -مثل أي تقنية أخرى في الحسابات 
العلمية . النقطة الأساسية . هي أن تظل الافكار الرياضية الأساسية بسيطة ؛ ومن الممكن 
أن تكون التطبيقات معقدة. انتقل تضخم هذه التطبيقات بعيداً من تصميم طائرة إلى 
دراسة أمان مفاعل ذري» ويجري الآن نقاش عنيف لتمديد ذلك إلى ميكانيك 
السوائل. من أجل مسألة من هذا المستوى» الصعوبة غير المتنازع فيها هي الكلفة- 
شيء رهيب ! بلغ التقدير المتحفظ GW‏ حتى الآن بليون دولار. نأمل أن يهتم 
بعض القراء باتقان طريقة العنصر المحدود وأن يضعها في الاستعمال الصحيح . 

لتوضيح هذه الطريقة ننطلق من مبدأ رايلي - ريتز Rite‏ - «هذءاره#التقليدي e‏ 
ثم» ندخل فكرة العناصر المحدودة الجديدة . يمكننا أن نعمل على المعادلة التفاضلية 
ذاتها  0”-/)(‏ يشروط البدء نفسها 0= (1) »= (0) cu‏ وقد درست» من قريب » 
بالفروق المحدودة. من المفروض أن هذه ULM‏ ذات لانهاية من الأبعاد» حيث 
استعيض عن المتجه « بدالة #وعن المصفوفة 4 بالمؤثر *:ه/47- . إلا أنه يمكننا أن 


كلاه الجبر الخطي وتطبيقاته 


نعمل بصورة مشابهة» ونظهر الشكل التربيعي الذي يطلب جعله في نهايته الصغرى » 
وذلك بتعويض الحداء الداخلى بتكامل z‏ 
1 


1 
(\) Pw) =1v"Av-v"b= ! | v (x) v" oa- | v(x) f (x) dx. 


على هذا التكامل أن يسعى إلى نهايته الصغرى على كل دالة «تحقق شروط الحدود» 
والدالة التي تعطي النهاية الصغرى التي ستكون ا حل ». لقد تحولت ال معادلة التفاضلية 
إلى مبدأ نهاية صغرى وبقي علينا أن نكامل بالتجزئة : 


1 
1 
1 


1 
P(v) =; (v)? dx-| vf dx لذا‎ | v(- v") dx -| (v) dx -[vv']%=4 
0 


0 
0 
0 


الحد ٠‏ :ا يساوي الصفر عند حدي التكامل وذلك v=0 DY‏ هناك . التكامل Joo k‏ 


متناظر» مثل ×4»» بالاضافة إلى كونه موجباً؛ لقد ضمنا OV‏ نهاية صغرى. 

كيف وجدنا هذه النهاية الصغرى ؟ حسابها بدقة يكافىء LE‏ حل المعادلة 
التفاضلية بدقة» إن هذه المسألة لانهائية الأبعاد. ينتج مبدأ رايلي - ريتز مسألة ذات n‏ 
nen‏ باختيار ‏ دالة تجربةء فقط 1 -...... 0-1٠‏ . يقبل كل تركيب من الصورة 
E) tty V a)‏ ۷ =۷ ۰ ثم يحسب التركيب الخاص :ا الذي يجعل SPW)‏ 
نهايتها الصغرى . لنعيد : الفكرة هي السعي إلى النهاية الصغرى على فضاء جزئي 
عوضاً عن جميع الدوال « الممكنة» وجعل الدالة التي تعطي النهاية الصغرى ا بدلا 
قن 7 

إذا وضعنا ۷ عوضاً عن « » يأخذ التكامل الصورة : 


1 
(Y) 1 5 . 22 i 
PV) => | iV) +... +Yyp Vg) جل‎ - | (yi Vi +. +¥nVadf dx. 


لنذكر أن الدوال 17 قد اختيرت مسبقاً ؛ المجاهيل هي yay‏ . إذا وضعنا هذه 


المصفوفات المعرفة إيجابيا oV‏ 
الاحمال في متجه PV) = LyAy -yb OB cy‏ يظهر بأحد الاشكال التربيعية 
التي اعتدناها . عناصر المصفو فة ,4 التي هي معاملات yy‏ تساوي 


TM vj dx‏ هي y Jota gy | fx‏ . يمكننا حتماً إيجاد 


النهاية الصغرى ل t y"Ay-y"b‏ إن ذلك يكافىء حلط =4 . بناء على 
ذلك فإن خطوات طريقة ad) s J=) 5 kl‏ اختيار دوال التجربة» 
(Y)‏ حساب العاملات tb yA,‏ )۳( حل النظام Ay =b‏ و(٤)‏ طبع JH‏ 
التقريبي ۷ +...+ الا > لا : 

كل شيء يتعلق بالخطوة الأولى . إذا لم تكن الدوال ۷ بسيطة op chis‏ 
الخطوات الأخرى ستكون فعلاً مستحيلة . إذا لم يكن تركيب للدوال ۷ قريباً من الحل 
الصحيح cu‏ فان هذه الخطوات لا نفع فيها. المسألة هي تركيب الحساب مع الدقة» 
والفكرة الأساسية جعل طريقة العنصر ا محدود ناجحة هي استخدام كثيرات ا حدود 
قطعة فقطعة كدوال تجرية V‏ . 

أبسط العناصر واكثرها استخداماً هو كثيرة الخطوط الخطية. نبدأ بوضع عقد 
في النقاط 8# - ,».... , 20 bléx =h, xE‏ مثل ما فعلنا سابقاً من أجل الفروق . في 
النقطتين النهائيتين 1 , ×, 0= × تستدعي شروط البدء» أن تكون كل دالة لامساوية 
للصفر . لذاء فإن الدالة ۷ هي دالة سقف وهي تساوي tol I‏ عند العقدة « والصفر 
عند بقية العقد (شكل 5-5 .))١(‏ إنها متكاثفة في فترة صغيرة حول عقدتها وهي 
تساوي الصفر في أي موضع آخر . يجب أن يساوي كل تركيب YV +....+« V‏ 
القيمة عند العقدة OY cj‏ بقية الدوال V‏ أصفارء لذاء فإن بيان هذا التركيب سهل 
الرسم (شكل MOTH‏ 


o۸‏ الجبر الخطي وتطبيقاته 


ij 


هذاينهى الخطوة الأولى . بعدذلك» نحسب المعاملات dx‏ ]= 


في (مصفوفة الصلابة» ۸. الميل '7 يساوي ١/5‏ فى الفترة الصغيرة الواقعة عن 
يساور × ويساوي 0 في الفترة اليمنى . الأمر ذاته صحيح من أجل y‏ كرت 


عقدتها x,‏ وإذا لم يكن بين هاتين الفترتين اشتراك فإن ا جداء ۷۷ يطابق الصفر . 
يقع هذا الاشتراك» ehä‏ عندما يكون $ 


أو 
es 59‏ 1 : 
VV, dee rae =— Caz 1‏ 
Hag || h g~“‏ 


وعندئذ تكون مصفوفة الصلابة ثلاثية الأقطار فعلاً: 


الصفوفات المعرفة إيجابيا ova‏ 


يظهر هذاء LE‏ مثل حالة الفروق ! لقد أدى ذلك إلى ألف نقاش حو ل العلاقة بين 
هاتين الطريقتين . كثير من مسائل العناصر المحدودة المعقدة-كثيرات حدود من درجات 
عليا عرفت على مثلثات أو على رباعيات وجوه من أجل معادلات تفاضلية جزئية- 
أنتجت أيضاً» مصفوفات متناثرة A‏ يمكنك أن تعتبر أن طريقة العناصر المحدودة 
طريقة نظامية لإنشاء معادلات فروق دقيقة على شبكات غير منتظمة » بحيث تقع طريقة 
العناصر المحدودة في تقاطع طريقة رايلي ‏ رايتز وطريقة الفروق المحدودة. الشيء 
الأساسي هو بساطة طريقة كثيرات الحدود قطعة فقطعة ؛ على كل فترة جزئية من السهل 
إيجاد الميول ومكاملاتها . 

إن مركبات « في الطرف الأيمن جديدة . عوضاً عن قيمة عند ز× التي هي فرق 
محدود» أصبحت الآن متوسط /حول هذه النقطة b=] ۷, fide:‏ ثم نحل في 
(Y): an‏ انام الثلاثي ني اقطان * Ay=b‏ الذي يعطي a FO‏ بة 


هذه القيم اللي oO supe jail ae‏ 
مثال 2=“ - بشرط بدء 0-(0,:)1-(0)» » الحل weer" ys‏ سيستخدم التقريب 
ثلاث فترات ب + -/ ودالتي سقف . المصفوفة 4 قد كونت من قبل» ويحتاج المتجه ط 
إلى تكامل دالة السقف مضروبة ب /عدة مرات . با أن 2 -/» فإن ذلك ينتج ضعفي 

المساحة الواقعة تحت السقف : 


b= 


دم |سا دہ | 


حل ط= ۸هو 5---- . لذاء فإن أفضل لاهو -2V,+2V,‏ فى هذه Ml‏ 


or.‏ الجبر الخطي وتطبيقاته 


يتفق هذا ا حل مع ا حل الصحيح glu =x wane‏ )2 - 2) في نقطتي العين . 

في أمثلة أكثر تعقيداً» لن تكون التقريبات صحيحة عند العقدء 
ولكنها قريبة بصورة ملاحظة . النظرية الأساسية مشروحة في كتاب للمؤلف An:‏ 
Analysis of the Finite Element Method‏ الذي كتب بالاشتراك مع Georges Fix‏ 
(Printice Hall 1973 )‏ . تعطي كتب أخرى تطبيقات هندسية وأنظمة حاسوب . لقد 
أصبح موضوع العناصر المحدودة جزء مهماً من التعليم الهندسي؛ وقدعولج 
بتوسع pasi‏ في كتابي الجديد Introduction to applied Mathematics‏ 
Wellesley __ Cambrdge Presse 1986 )‏ ( . كما sl‏ ناقشت هناك معادلات تفاضلية 
جزئية » عندما جاءت الطريقة فعلاً بصورة مستقلة . 


مسائل القيم الذاتية 

إن فكرة رايلي ‏ رايتز التي تستدعي السعي إلى النهاية الصغرى على مجموعة 
من الدوال ۷ ذات عدد منته من الأبعادء عوضاً عن جميع الدوال المقبولة ay‏ مستخدمة 
في مسائل القيم الذاتية مثلما كانت مستخدمة في معادلات الحالات الثابتة . في هذه 
المرة ستكون نسبة رايلي هي التي تسعى نحو نهايتها الصغرى . نهايتها الصغرى الحقيقية 
هي التواتر الأساسي cA,‏ وستزداد نهايتها الصغرى التقريبية A,‏ عندما نقصر صنف 
دوال التجربة « على الدوال ۷. ستكون المسألة المنفصلة سهلة LEYI‏ من جديد» 
ويمكن» WS‏ للمبدأ أن يطبق وذلك فقط عندما تكون الدوال ۷ سهلة الحساب. 
ومع ذلك» فان المرحلة التي أخذ فيها بهذا المبدأًء خلال الثلاثين سنة الماضية» كانت 
طبيعية LLE‏ وحتمية : تطبيق أفكار العنصر المحدود الجديدة على هذا الشكل التحولي 
لمسألة القيم الذاتية الذي توطد منذ زمن طويل . 

أفضل مثال لذلك هو التالي وهو الأكثر بساطة : 

u (0) =u (1) =0 ب‎ -u"=Au 


المصفوفات المعرفة إيجابيا لان 


المتجه الذاتي الأول هو cw =sinme‏ المقابل للقيمة الذاتية = ۸ . تعطي الدالة 
v= sin nx‏ النهاية الصغرى في نسبة رايلي المقابلة» 


1 
T- yy [Pona [ova 


فيزيائياً» تلك هى النسبة بين الطاقة والقدرة الحركية» وهي متوازنة مع المتجه 
الذاتى . عادة» يكن أن يكون هذا المتجه الذاتى مجهولاً. ولتقريبه» نقبل» فقطء 
الدالة المرشحة لذلك ,ىلا + ... + ولا رباع 37 : 


_ y "Ay 


1 
| FER ASS وو توي‎ 
R(V) =£ : 
1 y'My 


OVi Pact, G 
0 


نواجه OW‏ مسألة إنهاء النسبة ,ر /«4”ر إلى نهايتها الصغرى . إذا كانت M‏ 
مصفوفة الوحدة. فان ذلك يؤدي إلى مسألة القيم الذاتية المعتادة Ay= Ay‏ . لكن» 
يمكن لمصفوفتنا أن تكون ثلاثية الأقطارء وهذا هو الوضع الذي ظهرء فعلاً» في مسألة 
القيمة الذاتية ا معممة . قيمة النهاية الصغرى ۸ هي أصغر قيمة ذاتية للنظام Ay=AMy‏ 
t‏ ستكون قريبة من . المتجه الذاتي المقابل « سيعطي تقريباً إلى الدالة الذاتية : = U‏ 


مثلما هو في مسألة الإحصاء. يكن تلخيص الطريقة بأربع مراحل )١(‏ اختيار 
7 حساب 4و eM‏ (۳) حل )٤( tay=AMy‏ إظهار ,۸و -U‏ لاأدري لماذا تبلغ 
الكلفة ملياراً. 


ory 


a 


استخدم ثلاث دوال سقف ب 1 = لحل 2 = Cu‏ بفرض 

=u (1) =0‏ (0) » وتحقق من كون التقريب يتفق مع” » - + w=‏ عند العقد. 
حل ×=“ - بفرض أن 0= (1) - (0)» » ثم حلها بالتقريب بدالتين 
سقفيتين وب ل n=‏ أين يقع الخطأ الأكبر ؟ 

نفرض أن 2 -“» - بشرط بدء 0-(0,*)1-(0)» . الشرط المفروض 
على *؛ «طبيعي» ولا يفرض على دوال التجربة. ب 1 ha‏ سيكون 
هناك دالة نصف - سقف ,إضافية تتحول من 0 إلى 1 بين =+و × 


.= 1 


احسب 55-08 dx‏ و | > واوحل Ay=b‏ من أجل 


حل العنصر المحدود Vey E e,‏ 
حل 2= -u‏ بدالة سقفية واحدة ولكن ضع عقدتها في = بدلا 
عن + = × . (ارسم هذه الدالة ,۷). بالشرط الابتدائي - (1) » = (0) » 

60 قارن تقريب العنصر المحدود مع JH‏ الصحيح ×-×=». 
تنطلق طريقة غالير كين Galerkin‏ بمعادلة تفاضلية )-»“=f Jee)‏ 
بدلا من السعي بالشكل التربيعي 5 إلى نهايته الصغرى. يبقى 


نجعل الفرق بين su‏ /متعامداً مع كل ۷ : 


egg" y = Say ~ xe PG) PY dv=| J Vjdx. 


المصفوفات المعرفة إيجابيا oyy‏ 


A بالتجزئة لتصل إلى 41-7 مثبتاً بذلك أن طريقة يقة غاليركين تعطي‎ pls 
. رينز‎ hh نفسها كما في طريقة‎ b 9 
: هناك متطابقة أساسية للشكل التربيعي (استخدمت من قريب)‎ 


PO) =; y Ay - y'b= 50- A" Aly- A'b)- Lpr A'b. 


النهاية الصغرى المطلقة ل مهي A b‏ «. النهاية الصغرى على الفضاء 
الجزئي لدوال التجربة هي «الأكثر قرباً من 410 لأن ذلك يجعل الحد 
الأول من الطرف الأيمن صغيراً بقدر الأمكان. (هذا هو أساس تقارب 
نانحو ) . إذا كان 4-1و (1.0,0)-5» فماهو مضاعف (۷=)1,1,1» 
الذي يعطي أصغر قيمة ل FP‏ 


1, 2 1 5 5 a ٤ 
-| 0 dx melts 5 من أجل دالة سقف واحدة متمركزة عند‎ 


و m= | ode‏ تعطي مسألة القيمة الذاتية ذات النوع 1× اء ASA‏ 
۷ هل هذه القيمة هي أكبر أو أصغر من القيمة الذاتية الحقيقية Cram‏ 
من أجل دالتي السقف V, V,‏ المتمركزتين عند shat‏ × و x=2h=Ž‏ 
احسب M, = 5 7 dx‏ » مصفوفة الكتل ذات النوع 2 ×2» وحل 
مسألة القيم الذاتية 4 = Ax‏ الواردة في التمرين .)١1-17-5(‏ 
ماهي مصفوفة الكتل viv, dx‏ | =۷ من أجل #ذالة سقف 


؟n=1/(n‎ +1) 


g)‏ السايم 
خصايات باستو قات 


۱-۷ تمهيد 

لقد كان هدف هذا الكتاب تفسير بعض الأجزاء التطبيقية من نظرية المصفوفات . 
بمقارنة ذلك بالنصوص المعتادة للجبر الخطي النظري» نلاحظ أن النظرية الأساسية لم 
تتغير بصورة جذرية ؛ هناك نقطة من أهم النقاط المتعلقة بهذا الموضوع» هي أن الجانب 
النظري أساسي cle‏ من أجل التطبيقات . الاختلاف الوحيد هو تغير النقاط التي 
يجري ابرازها وفق وجهة نظر جديدة. يُظهر الحذف أكثر من طريقة لايجاد أساس 
لفضاء الأسطرء كما أن طريقة غرام-شميدت لم تعد مجرد برهان : لكل فضاء جزئي 
أساس نظامي متعامد. نحن» Sad‏ بحاجة لهذه الطرائق كما LÍ‏ بحاجة لوصف 
ملائم لعمل العلاقتين -A=LU,A=QR‏ 

سيقدم هذا الفصل مزيداً من الخطوات في الاتجاه ذاته . نعتقد أن هذه الخطوات 
محكومة بالضرورة الحسابية» أكثر من الاناقة بالتعبير» ولاندري ماإذا كان من 
الضروري الاعتذار عن ذلك . إن ذلك يجعلها تظهر سطحية ولكن ذلك Uns‏ إننا 
لانزال نتعامل مع أقدم وأهم المسائل الأساسية للموضوع dx‏ دعهو b‏ دعة. مع ذلك 
لايزال لكل من هاتين العلاقتين تقدير فعلي من قبل جيل الرياضيين الحالي. يوجد 
UL‏ في التحليل العددي نوع من انتقاء الأصلح» ونريد هنا وصف بعض الأفكار 
التي لاتزال حية حتى الآن . إنها تقع في ثلاث فئات : 


كك 


o۳٦‏ الجبر الخطي وتطبيقاته 


١-تقنيات‏ لحل Ax =b‏ الحذف طريقة متازة للحل إلا من أجل بعض المسائل 
الخاصة التي لها خواص استثنائية كما يحصل UE‏ لأي مسألة . سنركز مناقشتنا على 
الخاصة التناثرية حيث أكثر pols‏ ۸ أصفار وعلى توسيع طريقة التكرا ر AN‏ من 
الطرائق ا مباشرة وذلك لحل النظام م مه . إحدى الطرائق التكرارية هي التصحيح 
الذاتي» التي تكرر التصحيح مرة بعد مرة . لن نصل أبداً إلى الجواب الصحيح» ولكن 
هدفنا سيكون التقرب منه بسرعة أكبر من سرعة طريقة الحذف وسيكون ذلك ممكناً في 
بعض المسائل؛ في كثير من المسائل الأخرى» سيكون الحذف أكثر سلامة وإحكاماً 
فيما إذا استغل وجود الاصفار. لاتزال هذه المناقشة بعيدة عن نهايتها وسيكون هدفنا 
الأول تعيين الشروط التي تضمن لنا التقرب من الحل الصحيح A'b‏ وما يتحكم 
بسرعة ذلك . سنطبق بعد ذلك هذه الشروط على طريقة زيادة الاسترخاء وغيرها من 
قواعد التكرار وذلك في البند .)٤-۷(‏ 

۲-تقنيات حل النظام × Ar=‏ تعد مسألة القيم الذاتية إحدى أروع إنجازات 
التحليل العددي» AB‏ عرفت بوضوح واصبحت أهميتها جلية . لم يتمكن قبل زمن 
قليل أحد من معرفة حلها. لقد اقترحت عشرات الطرائق وما لاشك فيه أنه لا يمكن 
ترتيبهاء من حيث الافضلية» ترتيباً صحيحاً؛ الأمر كله يتعلق باتساع المصفوفة A‏ 
وخواصها وبعدد القيم الذاتية التي نبحث عنها . بقول آخرء من الخطير جداً أن نطلب 
إلى مركز حسابات برنامجاً جزئياً للقيم الذاتية دون معرفة أي شيء عن محتواه. 
(طبعاً» آمل أن لانحتاج إلى التحقق من كل تعبير من تعابير فورتران). لقد اخترت 
فكرتين أو ثلاثاً حلت محل كل ماسبقها تقريباً : طريقة ۸۵ وجماعة طرائق القوى 
والطريقة التي تجعل مصفوفة متناظرة ثلاثية الأقطار . 

الطريقتان الأوليان تكراريتان والثالثة مباشرة . تقتضي مهمتها عدداً منتهياً من 
الخطوات ولكنها لاتنتهي بالقيم الذاتية ذاتها وإنغا بمصفوفة أكثر تبسيطاً تستخدم في 
خطوات التكرار. 


حسابات بالمصفوفات oV‏ 


: JH قياس حساسية‎ (Y-Y) العدد الشرطي لمصفوفة . سيحاول البند‎ - ٣ 
إذا تحولت 4و 0 بصورة طفيفة فما حجم تأثير ذلك على 48 - ×. قبل الانطلاق في‎ 
نريد أن نظهر عقبة (من السهل التغلب عليها) . لقد وجدت طريقة لقياس‎ LL هذه‎ 
التغير 84 وتقدير حجم 4 نفسه . لقد عرف سابقاً طول متجه ونحتاج الآن إلى تعريف‎ 
۸ ثم العدد الشرطي وحساسية 4 الذين ينتجان مباشرة عن نظيم ۸و‎ e نظيم مصفوفة‎ 
. إن مصفوفات هذا الباب مربعة‎ .' 


۲-۷ نظيم المصفوفة وعددها الشرطي 
الخطأ والتخبط أمران مختلفان . الخطأ غلط بسيط من المحتمل أن يقع فيه رياضي 
أو حاسوب ممتازان. التخبط أكثر خطورة وأكبر من حيث القدر . عندما يدور حاسوب 
عدداً إلى المرتبة الثامنة المعنوية» مثلاً» فان ذلك خطأ؛ ولكن عندما تكون المسألة شديدة 
الحساسية بحيث أن خطأ التدوير هذا يغير الحل LLS‏ فمن المؤكد أنه ارتكب تخبطاً . 
سيكون هدفنا في هذا البند تحليل تأثير الخطأ بحيث يمكننا عندئذ تحاشي التخبط . 
سنتابع الآن المناقشة التي بدأناها في الفصل الأول مع : ˆ 


a=! |‏ و 1 Soo‏ | 
نتطلب أن تكون '4 حسنة الشروط oly‏ لاتكون بصورة خاصة» حساسة لأخطاء 
التدوير» إلا إذا طبق الحذف بطريقة سيئة» فان المصفوفة تصبح عندئذ» شديدة 
الحساسية . من التخبط قبول 0001. أول محور وعلينا أن نصر على اختيار أكبر وآمن 
وذلك Dole‏ بين سطري “4. عندما نجري #محورة جزئية»'في طريقة الحذف» فان 
الحاسوب يبحث بصورة آلية عن المحور الكبير» وعندئذ» لايمكن للمقاومة الطبيعية 
لأخطاء التدوير أن تسوى . f‏ 


o۸‏ الجبر الخطي وتطبيقاته 


كيف نقيس هذه المقاومة الطبيعية ونقرر متى تكون مصفوفة حسنة الشروط ومتى 
تكون سيئة الشروط ؟ إذا حصل تغيير طفيف في ط أو في 4 فما هي ضخامة التغيير 
الذي يصيب الحل $x‏ 

نبدأ بإجراء تغيير على الطرف الأين وذلك من طإلى )8 b+‏ . يكن لهذا الخطأ 
أن يكون ناتجاً عن معطيات التجربة أو عن التدوير ؛ يمكننا أن نفترض أن 55 صغير 
ولكننا غير قادرين على معرفة اتجاهه . يتغير الحل بالمقابل من + إلى +ة ++ : 


A (8x) = 5b بالطرح‎ JZ +ع) ۸ لذا‎ 8x) = b+ 8b 


هذه الحالة» بصورة خاصة» سهلة؛ نعتبر 8 مثلة لجميع الاضطرابات. تقدر 
الاضطرابات الناتجة عن ذلك ب 480 r=‏ . سيكون هناك تغيير كبير في الجواب 
عندما تكون "4 ضخمة- 4 شاذة تقريباً وسيكون هذا التغيير e‏ بصورة خاصة. كبيراً 
عندما يكون اتجاه التزايد 80 بحيث يتضخم كثيراً بوساطة "۸ . 


للبدء» نفرض أن 4 متناظرة وقيمها الذاتية موجبة SA SA‏ 0>۸ . إن أي 
متجه Òb‏ سيكون تر Ls‏ خطياً فى المتجهات الذاتية الواحدية المقابلة الو OX,‏ وإن 
n =‏ 


أسوأ الاخطاء هو خطأ في اتجاه المتجه الذاتي الأول ×. المعامل ع يعنى أن AS‏ من Bb‏ 
و ×8 صغير. 
o) =‏ 


إذاكان OB db=er,‏ كه = بق 
1 


يتضخم ا خطأ ذو الطول || jòb‏ با معامل .1/3 الذي هو أكبر قيمة ذاتية للمصفوفة "۸ 
. سيكون التضخيم أكثر كب رأعندما تكون ,۸ قريبة من الصفر فتكون ا مصفوفة القريبة 
من الشاذة هي الأكثر حساسية . 

هناك عائق واحد لقياس هذه الحساسية» وهو عائق خطير. لنفرض أننا ضربنا 
جميع عناصر 4 بالعدد ٠٠٠١‏ فان ,2 تضرب بالف» أيضاًء ويمكن. عندئذ e‏ أن 
تبدو المصفوفة أقل شذوذاً. إن مثل هذا التدريج الجديد للقياس غير قادر على جعل 


حسابات بالمصفوفات o4‏ 


مصفوفة سيئة الشروط مصفوفة حسنة الشروط . صحيح أن 8x‏ قد صغر بمعدل ٠٠٠١‏ 
ولكن الحل د" ۸= × سيكون كذلك . أما الخطأ النسبي || ×ا|/ || [Ox‏ فسيبقى كما 
كان قبل . العامل || ×|| الموجود في المقام يسوي المسألة مقابل تغيير تافه في سلم القياس . 
بالوقت ذاته» توجد تسوية مقابلة من أجل 85 : مسألتنا هي مقارنة التغير النسبي 
| 5|/ | 56 | بالخطا النسبي || || / || Mö‏ 

تظهر أسوأ حالة عندما يكون البسط || òx‏ كبيراً يقع الاضطراب في اتجاه 
المتجه الذاتي :د وعندما يكون المقام || ×|| صغيراً. سيكون JH‏ غير المضطرب ‏ 
صغيراً بقدر الامكان مقارنة ب 0 غير المضطرب . وهذا يعني أن ILU‏ الأصلية- عه 
قد تكون في الوضع الأقصى الآخرء في اتجاه المتجه الذاتي الأخير x‏ : 


(Y) x=A "b= ob bax, إذاكان‎ 


إن هذا التركيب بين er,‏ -+8 و - م سيجعل الخطأ النسبي كبيراً. هذه هي 
الحالات القصوى في المتراجحات التالية : 
/- ألكل مصفوفة معرفة إيجابياًء يحقق JH‏ «'4-+: والخطأ ط8" 4 = ءة دائماً 
مايلي : 


(r) PE a و‎ lalis ll. 


لذلك يكون الخطأ النسبي محدوداً كما يلي : 


(£) llall < An llall 1 
املا مله اجا‎ 


تدعى النسبة . =A A‏ 1/3 -» بالعدد الشرطي للمصفوفة LA‏ 


mn 
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مثال ١-‏ القيمتان الذاتيتان للمصفوفة : 


هما بالتقريب 4,=2 » 10°72 =4 . لذا يكون عددها الشرطي مقارباً للعدد 
ce = 0‏ وعلينا أن نتوقع تغييراً فاضحاً في ا حل ناتجاً عن تغيرات عادية جداً في 
المعطيات . لقد قارنا في الفصل الأول» المعادلتين Axt =b‏ و Ax =b‏ : 
u+v=2 ; u+v=2‏ 
u+1.0001v=2; w+ 1.0001 = 2.0001.‏ 
لقد تغير الطرف الأيمن بالمقدار 10 || [5b‏ »فقط. فتحول الجواب 
من 2,«=0=» إلى waved‏ هناك خطأ نسبي : 
v2‏ _ لے dal‏ ہے a {lool‏ 


2, 10? ا‎ Ee 
loll 7 lel = ez, ol} 2 


بدون القيام ch‏ اختيار للاضطراب ( دو 80 يصنعان زاوية قدرها Eo‏ مع 
الحالات الخاطئة » التي تعتبر من أجل العدد 2 الضائع» واقعة بين “2.10 و الامكان 
الأقصى "4.10 =( فقد حصل تغيير ضخم في الحل. 

لنلاحظ أن العدد الشرطي ‏ لم Shy‏ مباشرة بضخامة المصفوفة ؛ إذا كانت = ۸ 
1 أو حتى 0 ح- 4ء فان العدد الشرطي هو c= ۸/۸, - ١‏ بالمقارنة» يجد أن 
المحددة مقياس رهيب لسوء الشروط e‏ وذلك لأنه لاتتعلق» فقط » بتدريج المقياس 
بل بالمرتبة Lain‏ إذا كانت 1/10= 4 فان محددة ۸هي ”10 . في الحقيقة» هذه 
المصفوفة شاذة تقريباً » ولكنها جيدة الشروط بقدر الامكان. 


مثال ۲ لننظر في مصفوفة الفرق المحدود ذات النوع nxn‏ 


إن أكبر قيمة ذاتية لهذه المصفوفة تقارب 4= ۸ وأصغر قيمة ذاتية لها تقارب hans‏ 
لذاء Op‏ عددها الشرطي يساوي تقريباً ۸ - cc‏ وفي هذه المرة» ستكون علاقة 
العدد » بكبر « حقيقية . الافضل أن نقرب cu =f‏ بزيادة عدد المجاهيل» والامر 
الصعب» هناء هو حساب القيمة التقريبية . إنها لاتكتفي بازدياد الطول بل سيزداد 
تأثرها بالتدوير . عند بعض blä‏ التصالب» تؤدي الزيادة في Sei on‏ إلى جواب 
T‏ 

لحسن حظ المهندسين» يظهر هذا التصالب عندما تكون الدقة في الاصل؛ إلى 
حد ماء جيدة . قديقع حاسوب نموذجي» إذا كان يعمل في حالة دقة فريدة» في خطأ 
تدوير من رتبة "10 إذا استخدم التقريب 100 ١=‏ من المجاهيل» فان 5000=ء» 
وعندها يتضخم مثل هذا الخطأ برتبة لاتزيد على ”10 »وهو مع ذلك» أكثر دقة من 
أي قياس معتاد . ولكن قد يقع اضطراب مع عشرة ألاف مجهول أو مع تقريب فروق 
محدود لمعادلة تفاضلية من مرتبة عالية مثل (+)/- ed wde‏ حيث يكبر» من أجل 
ذلك» العدد الشرطي حتى الرتبة “. 

لم يستخدم تحليلناء حتى الآن» سوى المصفوفات المتناظرة ذوات القيم الذاتية 
الموجبة . يمكننا بسهولة حذف كونها موجبة أو استخدام القيم المطلقة؛ يصبح عندئذ 
العدد الشرطي |12 131/0 c= max‏ . لكن أهمال فرضية التناظر» كما نريد أكيداً 
فعله» يؤدي إلى تغيرات رئيسية . من السهولة رؤية ذلك على المصفوفتين : 


a3) 1 | 
0 1 


00 5 at | 


=| 1 
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كل قيمة ذاتية لهاتين المصفوفتين تساوي الواحد. لكن من المؤكد إن التغير النسبي في 
× محدود بالتغير النسبي في ob‏ أمر غير صحيح ؛ لايعطى العدد الشرطي بالعلاقة 
A /2 =1‏ . لنقارن الحلين : 


min 


bie x= 1 


8 ,_| 100 5 ps 
1 =| 0 عتدما‎ x= 


ا 
مقابل تغير قدره TN‏ في ط حصل تغير يساوي مئة ضعف في × : معامل التضخيم هنا 
يساوي 100° . لما كان free‏ الحد الأعلى للتضخيم» فان عليه أن يكون على الأقل» 
مساوياً 10.000 . الصعوبة التي تكمن في هاتين المصفوفتين هي كون وجود عنصر 
ضخم غير قطري في 4 يؤدي إلى وجود عنصر مماثل في الضخامة في 4_الامر 
المخالف للتوقع الحدسي الذي يفرض أن على "۸ أن تزداد صغراً عندما تزداد 4 كبراً . 
لإيجاد تعريف خاص للعدد الشرطي» علينا أن نعيد النظر في المعادلة (M‏ 
لقد جربنا جعل x‏ صغيراً و ×4 -0 كبيراً. (تظهر ال حالة القصوى عند المتجه الذاتي 
.د عندما تكون النسبة Ax‏ مساوية فعلاً CA‏ الشيء الوحيد المختلف. عندما 
لايمكن أن تكون A‏ مصفوفة متناظرة» هو : قد توجد النهاية العظمى للنسبة 
ll‏ | 4 | من أجل متجه × لايساوي متجهاً ذاتياً. تبقى هذه القيمة العظمى» 
مع ذلك» قياساً ممتازاً لحجم المصفوفة 4 ؛ يسمى هذا العدد نظيم المصفوفة ويمثل 


بالرمز || 4|| . 
۷ ب نظيم المصفوفة 4 هو العدد المعرف كما يلي : 
Jall = max a‏ 5 


بقول آخرء || 4|| يحدد «قوة تضخيم» المصفوفة : 
lAl [ll‏ < ااعماا لكل متجه (v) x‏ 
تتحقق المساواة من أجل قيمة غير صفرية واحدة ×على الأقل . 


of ا‎ ld oes 

سيكون للمصفوفتين yA‏ "4 الواردتين في المعادلة )0( نظيمان واقعان بين ٠٠١‏ و 
١‏ . بعد قليل» سنحسب ذلك بالضبط . لكن نريد» أولاً» أن ننتهي من الترابط 
بين النظيم والعدد الشرطي . لماكان ×4 = م و ط8" 4= Gx‏ فإننا نجد مباشرة من التعريف 
(۷) أن : 

(A) llall < lla "I| lool] و‎ loll < lall lel. 
إن ذلك تعويض للعلاقة (3) » عندما تكون 4 غير متناظرة؛ في حالة التناظر يكون‎ 
مطابقاً ل ,17% . التعويض الصحيح للنسبة‎ |4 afa العدد || 4|| مطايقاً‎ 
. الذي هو العدد الشرطي‎ - JJA | . at] دمر‎ 2 


۷ج العدد الشرطي للمصفوفة 4 هو ||" || lAl‏ = » ويحقق الخطأ النسبي : 


انها , ے اا res‏ 


3 


IIx] اما‎ 


إذا احدثنا اضطراباً فى المصفوقة 4 عوضاً عن اضطراب الطرف الأيمن 5 » فسيكون 
اھا ے (Qs) lall‏ 


ee 
lx+ axl llall 


المتراجحة (9) صحيحة لكل مولكل 0 وهی 6 «UE‏ جداء المتراجحتين الواردتين في 
(8) . يلاحظ أن العدد الشرطى نفسه يظهر فى (10) » عندما تكون المصفوفة ذاتها 
مضطربة : إذا كان ٠ gAx=b‏ - (×ة +») (4+84) فانه ينتج بالطرح : 


ûx = - عزوة) م‎ + dx) و‎ AQ + 04) + ox) - ) 


A ow ,All‏ يضخم أي متجه Le‏ لايزيد على النظيم | كنك لذاء» op‏ الضرب 
بالمصفوفة "4 يضخم ما لايزيد على [At]‏ وهكذا : 


o‏ 41 الخطي وتطبيقاته 


llall > lla "ll aall Ilx + axl], 


lal -all gal] =e Heal 
ea or 


تعني هاتان المتراجحتان أن Lad‏ التدوير مصدرين : الأول هوا حساسية ا معتادة 
للمسألة التي تقاس بالعدد > . والثاني هو الخطأ الواقعي «8 أو 84 . لقد كان ذلك 
أساس تحليل الأخطاء لويلكينسن Wilkinson‏ . لما كانت طريقة الحذف تنتج 
»عادة» عاملين تقريبيين هما “سآ و“نلاء فانها تحل المسألة باستخدام مصفوفة خاطئة 
' نا +ALL‏ 4 عوضاً عن المصفوفة الصحيحة 4-10 . لقد برهن أن المحورة 
الجر as‏ كافية لكي تبقي 84 تحت المراقبة ‏ انظر كتابه Rouinding Errors In Algebraic)‏ 
(Processes‏ لذاء فإن العدد الشرطي © يتحمل خطأ التدوي ركاملاً . 


قانون للنظيم 

يقيس نظيم 4 أكبر تضخيم يصيب متجهاً (متجهاً ذاتياً أو غير ذاتي) بوساطة 
ضرب مصفوفي : ( || ×| /|| [A || = max (Ax‏ نظيم مصفوفة الوحدة يساوي 
الواحد. لحشاب «معامل التضخيم» هذاء بصورة dale‏ نربع الطرفين : 


axl un xTATAx‏ 2 لف 
ا 5 


يعيد ذلك إلى الذاكرة تناظر 44 ونسبة رايلى المتعلقة بها . 


۷دنظيم 4هوالجذر التربيعي SY‏ قيمة ذاتيةللمصفوفة DATA‏ 


A | =2, (ATA)‏ عندماتكون همتناظرة فان 4-842 #4ويكون عندئذ 


حسابات بالمصفوفات مه 


النظيم أكبر قيمة ذاتية (بالقيمة المطلقة) : max |a;‏ = || 4||. في كل DE‏ يكون 
المنجه الأكثر تضخماً هو المتجه الذاتى للمصفوفة 44 المقابل لذلك : 
xT maxX)‏ حم ماج 
ل اش يف 

P 11 x x 
في المسائل‎ 6A ليس من المعتاد حساب النظيم والعدد الشرطي لمصفوفة‎ ١ ملاحظة‎ 
العملية» بل يقدر تقديراً. ليس هناك وقت لحل مسألة قيم ذاتية من أجل‎ 
.2 (AA) 


max 


=À max = la | 9 ١ 


ملاحظة Y‏ يطبق العدد الشرطي على المعادلة النظامية 870 = ×44 في مسألة المربعات 
الأصغرية. العدد الشرطي (4'4)» هو مربع ps a. (A)‏ فكوين Haaa‏ 
سليمة إلى أخرى معيبة» وسيكون من الضروري استخدام إما طريقة غرام ‏ شميدت 
أو التحليل وفق القيمة الشاذة "20 © -4 . 

ملاحظة co ٣‏ عناصر المصفوفة EH bil)‏ هي القيم الشاذة للمصفوفة 4 وستكون 
مربعاتها هي القيم الذاتية للمصفوفة 44 . لذلك سيكون =٠ ١‏ | 4|| قانوناً آخر 
للنظيم. تحافظ المصفوفتان © و © القائمتان على الأطوال في 
| +© 2 ,0| = || عهلاء لذا فان أكبر معامل تضخيم هو أكبر الأعداد 6. 
ملاحظة ٤‏ لايؤثر خطأ التدوير في المعادلة م = ×4 فقط بل يؤثر أيضاً في ا معادلة = +4 
. إن ذلك يثير سؤالاً جديداً : ماهو «العدد الشرطي لمسألة القيم الذاتية» ؟ الجواب 
الذي يتبادر للذهن خاطىء؛ ليس هو العدد الشرطي للمصفوفة نفسهاء بل هو 
العدد الشرطي للمصفوفة المقطرّة 5 الذي يقيس حساسية القيم الذاتية . إذا كانت ل 
قيمة ذاتية للمصفوفة ئ + ۸ فإن بعدها عن إحدى القيم الذاتية للمصفوفة 4 هو : 


OY) la -4l < Iisll ls هاا‎ =e) lle). 


oft‏ الجبر الخطي وتطبيقاته 


في الحالة التي تكون فيها 5 مصفوفة قائمة 60 تكون مسألة القيم الذاتية حسنة 
الشروط تماماً : ١‏ = (0)ء» وإن الفرق -A‏ ٠إ‏ بين القيمتين الذاتيتين لن يكون أكبر من 
التغير ‏ في المصفوفة 4. يحدث ذلك عندما تكون المتجهات الذاتية نظامية متعامدة- 
إنها أعمدة 5. لذلك تكون أفضل الحالات عندما تكون 4 متناظرة أو بصورة أعم 
عندما يكون AAAA‏ . أي عندما تكون المصفوفة 4 نظامية» ومقطرتها 5 مصفوفة 
قائمة ٥لبند‏ 1-0 وقيمها الذاتية حسنة الشروط تماماً. يمكنك أن ترى وجود 5 في 
قانون الاضطراب بصورة منفصلة» في كل قيمة ذاتية : إذا كان × العمود ذا الرقم » 
في 5و السطر ذا الرقم »في '5 فان : 
حد من مرتبة || oY) M-A =y Ex, + JE‏ 
سلا Ex Of‏ « تقدير واقعي جيد لتغير القيمة الذاتية. هدف أي طريقة 
جيدة هو أن تبقي مصفوفة الخطأ E‏ أصغر ما يمكن -عادة» يحصل ذلك بالإصرارء 
كما تفعل 0# في البند التالي على المصفوفات القائمة في كل من خطوات التكرار. 


تمارين 


١٠-۲-۷‏ إذاكانت 4 مصفوفة قائمة «OQ‏ برهن أن 1 = || ©|| وكذلك 0(=1)ء 
. المصفوفات القائمة (وكذلك مضاعفاتها (ad‏ هي وحدها المصفوفات 
الحسنة الشروط بصورة كاملة . 

Y-Y-V‏ ماهي التراجحةالشهيرةالتي تعطي 
+B ) x || > lax |] + ||Bx ||‏ 4 ولماذاينتج عن (6) أن : 
sla +B || > lal + B|‏ 


[Bk fN‏ ا || A || l8‏ < || عقهواستنتعجمن6) 


o-Y-¥V 


\=Y-¥ 


حسابات بالمصفوفات o۷‏ 


أن | 8|| .|| AB || > JA‏ برهن أن ذلك يؤدي» Lal‏ إلى 
.c (AB) > c(A).c(B)‏ 

احسب من أجل المصفوفة المعرفة إيجابيا | 3 | A=‏ كلا من 
lA || =a, lA] = 172,‏ بدببة - (4)ء . أوجد طرفاً أن م 
واضطراباً #8 بحيث يكون الخطأأسوأماهكن 
I7‏ ضقاء - axl lel‏ 

برهن أنه إذا كانت ۸ أيقيمة ذاتية للمصفوفة 4 وكان +3 -عه OB‏ 
ASA‏ 

أوجد النظيم الحقيقي للمصفوفتين الواردتين في (5) . 

برهن » انطلاقاً من التمرين (-05-5)» أن AT]‏ = | 4| وذلك 
بالمقارنة بين القيم الذاتية للمصفوفتين "4۸ و 44ء أن lA || = JAT]‏ 
لكل مصفوفة 4 معرفة إيجابياً» يكون تفريق شولسكي هو = "101 - ۸ 
RR‏ حيث 1/517 -8. برهن» منطلقاً مباشرة من COV)‏ أن العدد 
الشرطي للمصفوفة ۸ هو الجذر التربيعي للعدد الشرطي . ينتج عن ذلك 
أن طريقة غاوس لاتحتاج إلى مبادلة بين الأسطر في حالة مصفوفة معرفة 
إيجابياً؛ إن هذا الشرط غير سيء أن( =e) (e)‏ رمه . 

برهن أن gash‏ 413.1 ليست نظيماً مرضياً» وذلك بايجاد مثال 
معاكس من النوع 2×2 من أجل 8) اذ +(4) ۸ ك Rac ATB)‏ 
(ومن أجل (8) A AB) SA (ADA‏ 

نفرض أن || [lx‏ تغير من الطول الاقليدي 22/2 +......+ 7) إلى 
«النظيم الاعظمي» أو «النظيم 88 : ا Well = mach‏ . (مثال 
ذلك 2 = ||(2,1-,1)||) . احسب نظيم المصفوفة المقابل : 


ofA‏ الجبر الخطي وتطبيقاته 


I|Ax||.. 
lale = 0 
0 


_[i 2] neg 
a=) 2] ols إذا‎ 


۱۱-۲-۷ برهن أن القيم الذاتية .| B=[9 A‏ هما cto‏ القيمتان الشاذتان 
د اإورشناد جرب 8 

۱۲-۲-۷ (أ)هل ل 4و "4 العدد الشرطى ء نفسه ؟ 
(ب) بصورة موازية للحد الأعلى (9) للخطأء برهن أن الحد الأدنى 


هو: 


ı lel‏ ى dèl‏ هن . ا 
لے p =, b.d = S‏ ضاعن Ax =b‏ . 
il lel‏ (أنظر في × 4 عوضاعن Ax =b‏ .) 


۳-۷ حساب القيم الذاتية 

لاتوجد طريقة مفضلة لحساب القيم الذاتية لمصفوفة. لكن de ght‏ حتماً 
ء بعض الطرائق الرهيبة التي لم تجرب أبداً. كما توجد بعض الأفكار التي لاتزال 
تستحق مكانتها الدائمة . سنبدأ بوصف واحدة منها تتميز بكونها تقريبية جداً وجاهزة 
للعمل « إنها طريقة القوى التي تتاز OL‏ خواص تقاربها سهلة الفهم . سنتحرك بهدوء 
نحو طريقة متطورة جداً تنطلق من جعل مصفوفة تناظرية ثلاثية الأقطار» وتنتهي بان 
مجعل منها مصفوفة قطرية . لقد قدمت مرحلتها الأخيرة من قبل غرام-شميدت» وقد 
عرفت بالرمز OR‏ 

تعمل طريقة القوى العادية استناداً إلى مبدأ معادلة الفروق . تنطلق من تخمين 
أولي ,: ثم» HS‏ على التوالي كت ,لاو w= Au,‏ وبصورة عامة؛ ,1 4= „u‏ 


تكن كل خطوة من ضرب مصفوفة بمتجه. وبعد k‏ خطوة» ينتج »4= cu‏ رغم أن 
المصفوفة “4 لن تظهر أبداً . في الحقيقة فإن الأمر الاساسي في ذلك هو أن يكون الضرب 
بالمصفوفة A‏ سهلاً_إذا كانت هذه المصفوفة كبيرة فانه من المفضل نثرها (جعل كثير من 
عناصرها أصفاراً)_إذ أنه كثيراً مايكون التقارب نحو المتجهات الذاتية بطيئاً جداً . إذا 
فرضنا أن للمصفوفة مجموعة كاملة من المتجهات الذاتية *..... : » فان u adl‏ 
يعطى بالقانون المعتاد لمعادلة فروق : 
o thy Ate‏ ¥ جوع لومت يه 

لنتصور أن القيم الذاتية قد رقمت وفق قيمها المطلقة المتزايدة ولنفرض أن القيمة 
الذاتية العظمى وحيدة وهذا يعني أنه لاتوجد قيمة عظمى من القدر ذاته وأن .غير 
مكررة» أي | ۱۸ >..... S‏ 13,1 > 121 . لذا مادام التخمين الاصلي يحوي إحدى 
مركبات المتجه الذاتي ex‏ أي أن #0 ce‏ فان هذه المركبة ستصبح بالتدريج مهيمنة : 


k 4 k 
(\) Te op, A, Xj و در ع‎ ate Xn-1 + CnXn- 
a‘ An A 


يتقرب المنجه » بدقة أكثر فأكثر نحو اتجاه :د ويكون معامل التقارب هو 
النسبة ١ lA ٠7 Ir ١‏ . إن ذلك مشابه تماماً للتقارب نحو الوضعية الثابتة التي 
درسناها من أجل عمليات ماركوف. باستثناء كون القيمة الذاتية العظمى ۸ لايمكنهاء 
هناء أن تساوي الواحد. في الحقيقة» نحن لانعرف معامل القياس في () ! 
لكن» لابد من إدخال معامل قياس في هذه ا معادلة؛ من ناحية أخرى يكن ل ofu‏ 
يصبح كبيراً جداً أو صغيراً جداً وفق ا حالتين 1 < Ià l‏ أو 1< Ke . IAT‏ عادة أن 
نقسم مباشرة كل »على مركبته الأولى Sa,‏ أن نقوم با خطوة التالية ؛ بتغيير القياس 


البسيط lis‏ تصبح طريقة القوى من الصورة 0 / 40- eu,‏ وتتقارب نحو مضاعف 


,00 الجبر الخطي وتطبيقاته 


مثال (من كاليفورنيا) حيث ,» متقارب من المتجه الذاتي | :| : 
لقدكانت مصفوفة انتقال السكان [2: ]=4 ؛ 


_| 871 _{ 747 
e ig =| a | #4 -| 253 | 


9 83 
١ “=| | uw =| 83 


التحديد الأكثر أهمية واضح في هذا المثال : إذا كان r‏ قريباً من الواحد فان 
التقارب سيكون بطيئاً. في كثير من التطبيقات» يكون 9. < er‏ وهذا يعني ننا نحتاج 
إلى AT‏ من ٠١‏ من التكرارات لتخفيض AJA)‏ بمعامل يساوي عشرة . (فى المثال» 
كان 7. = r‏ ولقد كان بطيئاً جداً) . Lab‏ . إذا كان eral‏ فذلك يعني da lalà lof‏ 
ولايمكن عندئذ للتقارب أن يقع أبداً. هناك العديد من الطرائق للوصول إلى جوار 
هذا التحديد» pikaj‏ ثلاثاً منها : 

(O)‏ طريقة قوى الكتل تعمل على عدد من المتجهات في آن واحد» بدلا من 
متجه واحد u,‏ إذا انطلقنا ب م من المتجهات المتعامدة النظامية وضربنا كلاً منها 
بالمصفوفة iP A‏ طبقنا طريقة غرام - شميدت لحعلهاء من جديد» متعامدة هذه 
خطوة واحدة من الطريقة_فستكون النتيجة تصغير نسبة التقارب إلى ré‏ 
171K]‏ لات tS, Sotho‏ سه فی وقت معا تقريبات aU‏ 
cpt 3‏ |= علاو على ذلك» سنحصل» في وقت > على تقريبات للقيم 
الذاتية ال م المختلفة ولمتجهاتها الذاتية . 

Y)‏ طريقة القوى العكسية تعمل على ':4 عوضاً عن 4. خطوة واحدة من 
معادلة الفروق 50 =A‏ « تعني أن علينا أن نحل نظاماً خطيا ۷= hilbsis)Av‏ 
على العاملين .1و 17 !). النظرية هنا تضمن تقارباً نحو القيمة الذاتية الصغرى e‏ 


)1( يتقارب عوامل التدرج م © أيضا ؛ إنها تقرب ,۸ 


حسابات بالمصفوفات أده 


شرط أن يكون معامل التقارب | ر 12 =IAI/‏ “«أصغر من الواحد . كثيراً ما تكون في 
التطبيقات» القيمة الذاتية الصغرى هي pisi‏ لذاء يكون التكرار المعكوس هو 
الاختيار البدهي . 

)1( طريقة القوى العكسية ا محورة هي أفضل من كل ذلك . لنفرض أن له A-‏ 
قد استبدلت ب 4. لذافان = جميع القيم الذاتية ۸ قد تحولت بالمقدار » ذاته كما أن 
معامل التقارب للطريقة العكسية قد تحول إلى r“ ح١ 2.01/17 Al‏ إذااختير» 
بحيث يكون تقريباً جيداً ل 3 فان ““ + سيكون صغيراً جداً ويتسارع التقارب بصورة 
هائلة . كل مرحلة من هذه الطريقة تحل النظام ,=« ( يه - 4) وستكون معادلة 
الفروق هذه محققة ب : 

الل Cay Ea‏ ا جه 

(A, -* Az- a As <a" 

إذا اشترطنا » قريبة من ^ فان الأول من هذه المقامات سيكون قريباً من الصفر» 

لذاء فإن خطوة أو خطوتين تكفيان لجعل الحد الأول مهيمناً . بصورة خاصة » إذا حسبنا 

A,‏ مسبقاً بطريقة أخرى (مثل i COR‏ » ستكون هذه القيمة المحسوبة . الطريقة 

القياسية هي تحليل ET‏ وحل Ux - i‏ بالتعويض التراجعي . 

إذالم تكن ۸ قد قربت مسبقاً بطريقة مستقلة» فان الطريقة المحورة ستوجد 

اختيارها الخاص ل gla‏ بما أنه Ke‏ تحويل التحوير في كل خطوة إذا أردنا ذلك» 

فانه يجب اختيار » الداخلة في (A-a 1(۷ =w,‏ إن أبسط إمكان هو العمل مع 

عامل القياس الذي يعيد كل « إلى حجم معقول» لكن» هناك طرق أخرى 
pail‏ من هذه. في حالة التناظر cA =A"‏ يبدو أن Gal‏ اختيار هو نسبة رايلي : 


)1( يظهر أن ذلك سىء الشروط جداً» ON‏ 01 - 4 قريبة جداً من أن تكون شاذة وبامكاننا اعتبارها 
كذلك . لحسن الحظ الخطأ قريب Tae‏ من اتجاه المتجه الذاتي . يما أن كل مضاعف لمتجه ذاتي هو 
Lal‏ متجه ذاتى» فان علينا أن نجرب الحساب فى هذا الاتجاه فقط 
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ï 
wyAw , 


F 
WkWk 


a, =R(w,) = 


لقد عرفنا سابقاً أن لهذه النسبة نهاية صغرى عند المتجه الذاتي الصحيح ‏ مشتقة ۸ 
تساوي الصفر وبيانها يشبه أسفل قطع مكافىء . ob‏ الخطأ » -۸» في القيمة 
الذاتية» يساوي تقريباً مربع الخطأ في المتجه الذاتي . لقد تغير عامل التقارب 
gr -١3- », ۱/۱۸, ».|‏ كل خطوة » وبالفعل لقد تقارب tair“‏ من الصفر . 
aa e‏ 1 )00 

النتيجة الأخيرة» نسبة رايلي هذه المحورة» هي تقارب تكعيبي ل » نحو A‏ 


الثلاثية الأقطار وأشكال هيستبرغ Hessenberg‏ 

تعد طريقة القوى معقولة في حالة مصفوفة ضخمة ومتناثرة . عندما يكون معظم 
عناصرها غير صفرية» يكون اختيار هذه الطريقة أمراً خاطتاً . مع ذلك» نتساءل ما إذا 
كانت توجد طريقة سهلة لإيجاد أصفار ضمن هذه العناصر . إن ذلك هو هدف البند 
التالي . 

يمكننا القول» منذ البداية : بعد حساب مصفوفة مشابهة UAU‏ تحوي أصفاراً 
أكثر من 4 فإننا لن نعود إلى طريقة القوى . هناك كثير من الطرائق المتنوعة والمتطورة» 
وإن أفضلها طريقة OR‏ . (سيكون لطريقة القوى العكسية المحورة مكانها في النهاية 
عندما نريد إيجاد المنجهات الذاتية . ) في كل الاحوال» ستكون أول خطوة هي إيجاد 
أكبر عدد تمكن من الاصفار وأن يجري ذلك بالسرعة الممكنة . إن القيد الوحيد للسرعة 
هو استخدامنا التحويل الواحدي (أو القائم) الذي يحافظ على التناظر والطول . إذا 


)١(‏ التقارب الخطي يعني أن في كل خطوة يضرب الخطأ بعامل ثابت 1 > ” . التقارب التربيعي 
يعني أن الخطأ يربع في كل خطوة كما في طريقة نيوتن FO)‏ ار x‏ دمن أجل 
حل 0= )0 التقارب التكعيبي يعني أن الخطأ يتكعب في كل خطوة منتقلاً من "٠١‏ إلى 
8 ل" 
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كانت 4 متناظرة فان U'AU‏ كذلك ولن يصبح بعض poball‏ كبيراً بصورة خطرة . 

للانتقال من 4 إلى UAU‏ يوجدء على الأقل» إمكانان رئيسيان : يمكننا 
JS‏ منهما أن نوجد صفراً واحداً في كل خطوة (مثل طريقة الحذف) e‏ أو LS‏ أن 
نعمل بعمود كامل دفعة واحدة. من أجل صفر واحد يكفي أن نستخدم دوراناً مستوياً 
كما هو موضح با معادلة (V)‏ أدناه؛ يقع 0 sin 0 gcos‏ في الكتلة ذات النوع 2×2. لذا 
يمكنناء بالتنقل خلال جميع العناصر الواقعة تحت القطرء أن نختار في كل خطوة 
دوراناً مناسباً بحيث نحصل على صفر t‏ هذا هو مبدأ طريقة جاكوبي . لسوء CBL‏ 
سيتضاء ل إمكان تقطير 4 بعد عدد من الدورانات وذلك لأن الأصفار التي أنجز إيجادها 
في الخطوات الأول يمكن أن يقضى عليها عند إيجاد أصفار أخرى فيما بعد. 

للمحافظة على هذه الاصفار والتوقف عند ظهورهاء علينا أن ننهي» على 
الاقلء شكلاً مثلثياً واحداً؛ نقبل قطراً واحداً غير صفري تحت القطر الرئيسي . هذا 
مايسمى شكل هيسنبرغ Hessenberg‏ . إذا كانت المصفوفة متناظرة» فان على الجزء 
المثلثي العلوي أن يكون نسخة مطابقة للجزء المثلثي السفلي وستكون المصفوفة ثلاثية 
الأقطار. 

للحصول على كل من هذين الشكلين نستخدم سلسلة من الدورانات في 
المستوي الملائم . إنها فعالة جداً . ولكن هاوسهولدر am‏ انارو طريقة 
جديدة للقيام بهذا الأمر بصورة كاملة . تعطي فكرته «الخطوة الق ار" oR‏ 
. تحويل هاوسهولدر أو العاكس الأولي» هو مصفوفة من الصورة : 


H=1-2 UU 


Tel?” 


)1( قدترغب تحاشى هذا التحضير والذهاب مباشرة إلى طريقة 08 . هذا التحضير هو حاجتك 
لايجاد أضفار أولا . 
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فى الغالب» ينظم المتجه v‏ ليصبح متجه وحدة || ||/< =» وعندئذ» ist‏ 

المصفوفة H‏ الصورة »2 -1. فى هاتين ا حالتين تكون H‏ متناظرة و قائمة معاً : 
H'H=u- Quu™)d 3 2 =1-4uu" + 4uu uu" =1.‏ 

وهكذا يكون HEH =H"‏ فى الحالة المركبة» تكون المصفوفة المقابلة 2u”‏ -1 
بالوقت ذاته» هرميتية وواحدية . إن مخطط هاوسهولدر هو إيجاد أصفار بوساطة 
هذه eoU giall‏ ويتعلق نجاح هذا المخطط بالمتطابقة التالية : 
۷ه إذافرضنا ج المتجه العمود ")1,0,...,0( و || ×ا| = هو op » «=× +٥2‏ 
)6,0,...,0-(= و .Hx=-‏ 


البرهان : 


(Y) T T 
Hr =x- YX كرك جه + ¢( دم‎ O 
ll (x + Oz) (x + oz) 


(لأن دعام =x - (+ Oz)‏ 
Oz.‏ - = 
يمكن استخدام هذه المتطابقة مباشرة . ننطلق من العمود الأول من 4 ونتذكر أن الشكل 
النهائي 0'۸۷ هو مصفوفة ثلاثية الأقطار في حالة التناظر (أو شكل هيسنبرغ بصورة 
عامة). لذاء فإن ehä en-1‏ من العناصر الواقعة تحت القطر ستستخدم : 


25 azı 1 -0 
x= 3 z= 0 . B= 0 3 
anı 0 0 


حتى هذه النقطة› لمصفوفة هاوسهولدر مرتبة تساوي ۸-1 فقطء. JU‏ فإنها واقعة فى 
القرنة اليمنى والدنيا من المصفوفة ذات الحجم الكامل U,‏ : 
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ss 10 0 0 0‏ ل 
-G* #* *# * 0‏ 
H =U;',‏ 0إدرن و |****0 |= UAU,‏ 
Ox * * * 0‏ 
QO*+* * * 0‏ 


بسبب كون العدد )١(‏ واقعاً في الزاوية اليسرى والعليا للمصفوفة U,‏ » فإنها تترك 
العنصر , »كما هو_والأهم من ذلك» أنها FY‏ الأصفار التي تظهر في (7) . Wi‏ 
تكون الخطوة الأولى قد تمت وحصلت UAU‏ على العمود الأول المطلوب . 

المرحلة الثانية مشابهة : ×يتكون من العناصر ال 2 - الأخيرة من العمود 
الثاني» > هو المتجه الاحداثي الواحدي و ٨1,‏ من المرتبة ۸-2 . عندما توضع هذه 
المصفوفة في ,ا فانه ينتج : 


1 0 0 0 0 * * * * * 
010 00 kee KK 
U,=|00 H, |=U3', U3'(U;'AU,)U2 =| 0 * * * * |. 
00 CU *-* 
00 00 * wa 


أخيراً» تهتم المصفوفة U,‏ بالعمود الثالث» ومن أجل مصفوفة من النوع 5× 5» ينتهي 
هنا شكل هيسنبرغ . بصورة عامة تكون نا جداء المصفوفات , 'ا.... ,نا نا ويكون عدد 
العمليات الضروري حسابها من مرتبة ”0 . 

مثال : 


بوضع في U‏ تكون النتيجة مصفوفة ثلاثية الأقطار : 
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ا" ا مصفوفة مستعدة لاظهار قيمها الذاتية -طريقة OR‏ مهيئة للابتداء ‏ ولكننا 
سننحرف عن الموضوع لفترة لنقدم تطبيقين آخرين لتحويل هاوسهولدر. 

)١(‏ التحليل OR‏ =4 . لقد كان ذلك اختزالاً لطريقة غرام ‏ شميدت الواردة 
في الفصل الثالث . يكن الآن تنفيذ ذلك ببساطة أكثر وثبات أكبر . لنذكر أن ۸ كانت 
مثلثية عليا لم يعد بامكاننا قبول عنصر إضافي غير صفري واقع تحت القطرالرئيسي 
لأنه لن يكون هناك ضرب من اليمين بمصفوفات من الشكل ا أومن الشكل 8 (كما 
في 4" 0ا) الامر الذي كان يؤدي إلى حذف الأصفار التي أوجدت سابقاً. لذلك» 
فإن المرحلة الأولى في تكوين © هو العمل مع العمود الأول من 4 كاملا : 


1 5 
m 0 vy! 


ull 


V =X + llliz, H, =1-2 


0 
العمود الأول من A‏ مطابق تماما لما هو مرغوب ويساوي ‏ || ¢_[[x‏ عناصره الواقعة 
تحت القطر الرئيسي أصفار» وهو العمود الأول في ۸. المرحلة الثانية تتعامل مع العمود 
الثاني من HA‏ اعتباراً من المحور ونحو الأدنى» فينتج 1,1۸4 التي تحوي أصفاراً 
تخت المحون.. (الطريقة كاملة تشبه» LL‏ طريقة الحذف وهي بالفعل بديل بطيء 
وهزيل لها. ) تعطي نتيجة 1 -: من الخطوات من جديد» مصفوفة مثلثية CR Lle‏ 
ولكن المصفوفة التي تمثل هذه المراحل ليست مثلثية دنيا ok‏ بل هي» الجداء- © 
, ,1...۸ الذي يكن تخزينه بهذه الصورة التحليلية والتي لم تحسب أبداً بصورة 

صريحة . وهذا ماينهي طريقة غرام ‏ شميدت . 
(Y)‏ التحليل وفق القيمة الشاذة OT AQ =E‏ . سيبين الملحق كيف يعطي هذا 
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التحليل الحل الأمثل × لأي مسألة مربعات أصغرية  .‏ مصفوفة قطرية من شكل A‏ 
نفسه» عناصرها (القيم الشاذة) هي الجذور التربيعية للقيم الذاتية للمصفوفة A'A‏ . لما 
كانت تحويلات هاوسهولدر قادرة» فقط. على التحضير لمسألة القيم الذاتية» دون أن 
تحلهاء فانه لايمكننا أن نتوقع منها إيجاد المصفوفة النهائية < . عوضاً عن ذلك» فانها 
تنتج مصفوفة بقطرين جميع عناصرها أصفار » عدا عناصر القطر الرئيسي والذي فوقه . 
ab‏ هذه المقدمة للعملية مستقرة حسابياً OV‏ المصفوفة ASEH‏ 

الخطوة الأولى مطابقة لما هي في 0# الواردة أعلاه : :هو العمود الأول في ۸ 
ومركبات x‏ الواقعة تحت المحور أصفار . الخطوة التالية هي الضرب من اليمين 
بالمصفوفة SH‏ ستنتج أصفاراً» كما ذكرناء على طول السطر الأول : 


(£) [x ok x + |* *0 
A>H,A=|0***|>H,AH" =| 0 * * +]. 


وهكذاء فإن اثنين من تحويلات هاوسهولدر تنهيان الموضوع : 


* * 0 0 * * 0 0 
HH AHOH™=|0* *0| و‎ HoH, AH =| 0 * * * |. 
OO. OO 


وهذه هي المصفوفة ثنائية القطر التي نريدها وهي توضح» من جديد» الطريق السريع 
الذي يکن به تكوين أصفار بتحويلات هاوسهولدر. 
OR iù‏ 
هذه الطريقة سهلة بصورة سحرية» فهي تنطلق من المصفوفة ,4 محللة 
بطريقة غرام-شميدت إلى الشكل OR,‏ ومن ثم تعكس وضع العاملين: ,/ 
O,‏ -. هذه المصفوفة الجديدة مشابهة للمصفوقةالأصلية»ء 
Da! (ORo) Qo =A,‏ = و40 !2 . وتتابع الطريقة دون أي تغيير بالقيم الذاتية : 
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(0) Aksi - 8620, ومن ثم‎ Ax =QkRk 
غير المحورة التي هي طريقة متقاربة في ا حالات العامة‎ OR تصف هذه المعادلة طريقة‎ 
ا ا اا ااي‎ «pe الملائمة : ,4 تتقارب من شكل‎ 
A, قيمها الذاتية التي هي » أيضاًء القيم الذاتية لمصفوفة البدء‎ 
يبدو أن هذه الطريقة جيدة ولكنها ليست جيدة جداً. لجعلها متميزة تحتاج إلى‎ 
علينا أن نأخذ بعين الاعتبار تغيرات نقطة الاصل ؛ (ب) علينا أن‎ (Í) : عمليتي تهذيب‎ 
. سريع ؛ حقاً »في كل مرحلة‎ OR نضمن أن التحليل‎ 
)5( (أ) الطريقة المحورة . إذا كان العدد ,» قريباً من قيمة ذاتية فان الخطوة‎ 
: ستتحور مباشرة إلى‎ 
ay) Aner ومن ثم ليه + ,20د‎ Ag - د ليه‎ OR, 
: 4 يبرر ذلك کون ۸ مشابهة ل‎ 
OR Ax Ox =O (Re + UDO, =Ax+1- 


الامر الذي يقع عملياً هو أن العنصر 4) من ,4-الواقع في الزاوية الدنيا واليمنى = 
سيكون أول عنصر يتقرب نحو قيمة ذاتية . لذاء فإن هذا المدخل هو أبسط وأكثر 
الاأختيارات aplet‏ . يكون عادة تأثير ذلك انتاج تقارب تربيعي» وفى 
الحالة التناظرية » سيكون تقارباً تكعيبياً نحو أصغر القيم الذاتية . قد تبدو المصفوفة A‏ 
بعد ثلاث أو أربع خطوات للطريقة المحورة مشابهة للمصفوفة : 


ad (1)‏ المصفوفة التي ابتدأت بها المصفوفة OR‏ إذا كان هناك عدة طرق للحصول» عن طريق 
مصفوفات هاوسهولدرء على شكل ثلاثي الأقطارء فان ,4 مرتبطة بالمصفوفة الاصلية 
_U'AU =A BSL‏ 


نقبل القيمة المحسوبة “2 كتقريب جيد للقيمة الحقيقية ,7 . لايجاد القيمة الذاتية التالية» 
تتابع الطريقة OR‏ بالمصفوفة الصغرى ( 3 × 3 في التوضيح السابق) الواقعة في القرنة 
العليا اليسارية . لقد اختزلت عناصر قطرها الجزئي SWE‏ الخطوة الأولى من COR‏ 
وإن خطوتين أخريين كافيتان لايجاد ,2 . إن ذلك يعطي طريقة نظامية لايجاد جميع 
القيم الذاتية . في الواقع » أصبحت الآن طريقة OR‏ معروفة تماماً . بقي علينا فقط أن 
نتوصل إلى المتجهات الذاتية_إن ذلك خطوة قوة عكسية فريدة_والاستفادة من الاصفار 
التي أوجدتها طريقة هاوسهولدر. 

(ب) الهدف من تحويلات هاوسهولدر التحضيرية التي تضع A,‏ بصورة ثلاثية 
الاقطار أو بشكل هيسنبرغ » هي جعل كل خطوة من خطوات OR‏ سريعة حقاً. تحتاج» 
طريقة غرام ‏ شميدت Bale ٠‏ (التي هي طريقة O(n) SCOR‏ عملية . ولكن ذلك 
يصبح » من أجل مصفوفة هيسنبرغ » (*0)0 ومن أجل مصفوفة ثلاثية الاقطار » Oln)‏ 
فقط . بدون هذه التحسينات» ستكون هذه الطريقة بطيئة بصورة لاتطاق» وإذالم 
تكن كل مصفوفة جديدة A,‏ مصفوفة هيسنبرغ أو ذات أقطار ثلاثة» فال oll‏ 
ستطبق فقط في الخطوة الأولى وستكون غير مفيدة . 

لحسن e BL‏ هذا الامر لايقع . لتوضيح أن ل ,4 شكل ,4 نفسه» انظر إلى : 


k # k k * ok k k 

1 kok k k Q * te 

Qo =AoRo -| xe «ilo go «+ * | 
HOE 0 Oo * 


يمكنك أن تتأكد بسهولة أن الضرب يبقى في ,0 الاصفار الثلاثة التي كانت في 
,4 ذاتها؛ تظهر ,0 بشكل مصفوفة هيسنبرغ . لذا تتكون ,4 بعكس ترتيب العاملين : 
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* kk k k k k * 
0 * * * * ek ** 
A, =Ro@o =| û Û * * 0 * * * 
0020510005 s 


وكذلك تظهر هنا الاصفار الثلاثة نفسها من جديد في حاصل الضرب؛ تكون ۸ 
مصفوفة هيسنبرغ عندما تكون MUSA,‏ . الحالة التناظرية أفضلء A SOY‏ 
046 25 متناظرة : 
Al - 0040(00)" =Qy'AoQo =A1-‏ 

بهذه المحاكمة التي انهيناهاء يظهر أن A,‏ مصفوفة هيسنبرغ أيضاً . لذاء بسبب كون A,‏ 
Feary blac‏ وفاقوا uw Gos. gh SWS‏ 
لمعاف ee Lg IS‏ كل من الم وهات “اة (AA‏ 
أي أن كل خطوة من خطوات ü pias FOR‏ ثلاثية الأقطار . 

النقطة الأخيرة التي سنوضحهاء هي التحليل ذاته الذي يوجد ,0 و CAR,‏ 
المصفوفة الاصلية ,4(و © و ,۸ من كل ,1 أو» في الحقيقة. من (1,» - ,4)). يمكننا 
أن نستخدم طريقة هاوسهولدر من جديد ولكن» من الاسهل. جعل كل عنصر في 
القطر الجزئي صفراً» على التوالي» بدوران في المستوي . الأول منها هو : 


(y) FF * 
وو‎ © -sin @ ayy i 
Ps dig sin @ cos 6 a; SE i | 
L 0 HES 


العنصر (2,1) في هذا الجداء هو @ ca sina + a, cos‏ وعلينا أن نختار الزاوية 6 
بحيث يكون هذا التركيب صفراً. ثم» نختار ,م بطريقة مشابهة وذلك بجعل العنصر 
(3,2) من A A,‏ .م صفراً. بعد 1 -” من هذه الدورانات الأولية» تكون النتيجة الأخيرة 
هي المصفوفة المثلثية العليا ,۸ : 


حسابات بالمصفوفات ٥۱‏ 


(A) Ro EP ss PBs Ao: 


هذا أقصى مانقدر قوله فى هذا الامر -هناك أشياء أخرى فى كتب الجبر الخطى العددي 
حول واحدة من أهم الطرائق في الحسابات العلمية . 

نشير إلى واحدة منها طريقة 167605 تتعلق بالمصفوفات المتناثرة . إنها تقّوم 
متتالية Krylov‏ وهي ex, AX, AK n‏ وهي واردة في المراجع . 


\-T=V 


trey 


N 


t-¥-V 


تمارين 


TOT : F ا‎ |uwe 5 ا‎ o g 
ار 2 | = 4ذات | لقيمتين الذاتيتين 2-1و‎ | pall طبق من أجل‎ 
.»ثلاث مرات انطلاقاً من التخمين الأول‎ = Au طريقة القوى‎ A= 3 


Su ماهو المتجه الحدي‎ . u= | ١ 


من أجل المصفوفة السابقة نفسها والتخمير J‏ 
)١(‏ ثلاث خطوات في طريقة القوى العكسية . 


Uk +1 =A u = HE 


ui =‏ 03 قارن النتتائج 


UKs 
a= uj Au U u, حيث‎ » = (A-a) u خطوة محورة فريدة‎ (Y) 
LD مضاعف المتجه الذاتي الأخير‎ OYI المتجه الحدي »هو‎ 
برهن أن أي أختيار «- ×= «المتجهين مختلفين من طول واحد‎ 
Hx=y يؤدي إلى واحد من تحويلات هاوسهولدر مثل‎ elle || > y || 
. Hy=x 4 


من اجل : 


oY 


\-¥-¥ 


v-Y-V 


A-Y-V 


4-۳-۷ 
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LiL] 


we . المقابلة‎ H ومصفوفة هاوسهولدر‎ » - ||× | ,V=X +02 nel 
.Hx=- oz من أن‎ 
/الناتجة عن‎ AU الاقطار‎ ASE أوجد المصفوفة‎ » ٤-۳-۷ باستخدام‎ 


4 
.|0 
0 
برهن أنه إذا انطلقنا من | 3 | -, cA‏ فان الطريقة غير المحورة ,0 تننج 

طبق مرة واحدة 0# على : 


cos 0 sin § 
sin 9 0 


بالتحوير »= »-الذي يعني في هذه الحالة دون تحوير لأن 0 حي „a‏ 
برهن أن العناصر غير القطرية تتحول من sin‏ إلى sin?‏ - » كمثال 
من التقارب التكعيبي . 

برهن أن المصفوفة الثلائية الأقطار | ل ؟ | = 4 لاتتغير gh‏ مرحلة من 
مراحل الطريقة OR‏ لذاء فهي واحد (نادر) من الأمثلة المعاكسة 
للتقارب . تتحول من جديد بادخال تحوير اختياري . 


cs oe A 1‏ عت wie a . 5 Rl‏ 
RR)‏ 8) هي » OR JLE ed‏ للمصفوفة 4. تربط هذه المتطابقة 
OR‏ بطريقة القوة وهي تؤدي إلى تفسير لتقاربها؛ إذا كانت 
Bi TA, |‏ اا > lAl‏ فان هذه القيم الذاتية ستظهر بالتدرج» 
بترتيب هابط » على القطر الرئيسي ل A‏ 


حسابات بالمصفوفات oY‏ 


٤ - 7‏ الطرائق التكرارية لحل Ax=b‏ 

خلافاً للقيم الذاتية» عندما لم يكن هناك خيار» لم نكن حتماً بحاجة إلى طريقة 
تكرارية لحل النظام ط = جه. تنتهي طريقة الحذف إلى العدد بعد عدد منته من 
الخطوات» ومادام هذا العدد معقولاً فليس هناك مشكلة . من ناحية ثانية » عندما يكون 
العدد 3/” ضخماً» فإنه يمكننا أن نعتمد قيمة تقريبية × » Key‏ أن نحصل عليها 
بسرعة ‏ وهذا غير مستخدم لاجتياز جزء من الطريق» خلال الحذف» ثم التوقف. 
هدفنا تقديم طريقة تنطلق من أي قيمة تخمينية أولية ,× لانتاج تقريب محسن a‏ ,* من 
laca‏ + ويمكن إنهاء ذلك عندما نريد. 

يكن ابتكار مثل هذه الطريقة بسهولة وذلك بتجزئة المصفوفة 4. إذا كانت = A‏ 
5-7 » فإن المعادلة b‏ = ×4 مطابقة للمعادلة Trt b‏ -+5. لذلك» يمكننا أن نختبر 


ES] 
طبعاء لايوجد مايؤكد أن هذه الطريقة جيدة كما أن تتابع التجزئة يحتاج إلى تحقيق‎ 
5 أن يكون المتجه الجديد , + سهل الحساب. لذلك» يجب أن تكون‎ )١( 

مصفوفة بسيطة (وقابلة للعكس !) ؛ يكن أن تكون قطرية أو مثلثية . 
(Y)‏ على المتتالية أن تتقارب نحو حل صحيح ×. إذا طرحنا التكرار (1) من 
المعادلة الصحيحة +7 = Sx‏ فان الناتج قانون يتضمن الخطأ × »= ce‏ فقط : 
Sekt =Te,.‏ 
هذه معادلة فروق فعلية تنطلق من خطأ أولي , » وبعد » من الخطوات»› يتكون الخطأ 
الجديد ,» '(17؟ ) = ». مسألة التقارب هي LE‏ مثل مسألة الاستقرار : 


-€ 0 عندما‎ LU x 2 
r ' ليخ‎ 
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۷ و تكون الطريقة التكرارية (١)متقاربة‏ إذا وإذا فقط كانت كل قيمة ذاتية + للمصفوفة 
S'T‏ محققة للعلاقة 1 > Glan . 1۸١‏ معدل تقاربها بالقيمة العظمى ل 2١‏ التى 
تعرف باسم نصف القطر الطيفي ل 7" ؟ : 


A| 


(") p(S 'T) = max 
i 


لنتذكر أن حلاً غوذجياً للمعادلة Te‏ 5 -,, » هو : 
Pace ake as‏ برف PT TE‏ )£( 

من الواضح أن العدد الأكبر من IAT‏ سيكون فعلاً مهيمناً وسيكون متحكماً معدل 
تقارب » نحو الصفر . 

متطلبي التكرار نطاق تعارض . في حالة قصوى أولى. يمكننا إنهاء تقارب مباشر 
ب 5-4و 7-0 ؛ الخطوة الأولى والوحيدة للتكرار ستكون Ax =b‏ في هذه الحالة» 
ستكون مصفوفة الخطأ 7" 5 صفراء قيمها الذاتية ونصف قطرها الطيفي أصفارء 
ومعدل التقارب (المعرف عادة ب م log‏ -) مالانهاية . EL‏ قد لايكون من السهل 
عكس SHA‏ وهذا هو السبب الاساسي للتجزئة . مايلفت النظر كون اختيار بسيط 
ل 5 يؤدي إلى نجاح «ab‏ وسنناقش ثلاثة امكانات : 

-١‏ 5= مصفوفة جزء قطري من 4 (طريقة جاكوبي) 

-Y‏ 5 = مصفوفة جزء مثلثي من 4 (طريقة غاوس ‏ سايدل) 

(SOR و ۲ (زيادات متتالية من الاسترخاءات‎ ١ تركيب ل‎ = 5 -Y 
. تدعى 5 مكيفة مسبقاً وإن اختيارها حاسماً في التحليل العددي‎ 


مثال -١‏ (جاكوبي) 
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إذا كانت مر cv, w Lae ES‏ فان خطوة جا Sx =Tx +b‏ 
إذا كانت مرک بي PS TAD‏ 


wa -|i JHR 


للمصفوفة الحاسمة 'T‏ ك القيمتان الذاتيتان ct— L‏ الامر الذي يعني أن الخطأقد انخفض 


إن tall‏ لوقي اناق T‏ رضي ضعي :فى le JS,‏ الى هادا لقال الذي خر 
أصغر من أن يعتبر نموذجياً» يكون التقارب سريعا. 

إذا حاولنا تصور مصفوفة 4 أكبر من ذلك» فستكون هناك صعوبة عملية حقيقية 
في التكرار الجاكوبي . يتطلب ذلك منا الاحتفاظ بجميع مركبات حتى الانتهاء من 
حساب , *. هناك فكرة مألوفة أكثر من ذلك تتطلب» فقط » مالايزيد عن نصف 
التخزين» هي أن ننطلق مستخدمين كل مركبة للمتجه الجديد | ۸ عندما ننتهي من 
حسابها؛ debe‏ مكان rs,‏ ر لذاء فإنه يكن ل »أن يختفي 
بالسرعة ذاتها التي يوجد فيها pa‏ د . إن ذلك يعني أن المعادلة الأولى تبقى كما سبق : 


dii وتدوره- ) = ربع( رع‎ -43X3 =...“ Ain Xe + bi- 


تعمل الخطوة التالية مباشرة مع هذه القيمة الجديدة ل ,د . 


رطع Wye. =Wy‏ ع 
2wWk+1 =Vk tbo‏ 


bl 
bal 


an ريه > ربع( وح‎ eat + )- وتاووك‎ - ... - Gan Xn de + b2- 
Í pa Bde ستسخدم المعادلة الأخيرة من خطوة التكرار قيماً‎ 

On‏ الاج( COE 508 >on = Oye Sa‏ = زوج ايه 
تدعى هذه الطريقة طريقة غاوس-سايدل Gauss - Seidel‏ » رغم أنها لم تكن » على 
مايظهر » معروفة من قبل غاوس ولم ينصح بها سايدل. لنذكر أنه» عندما تتحرك 
جميع الحدود :نحو AGEN‏ اليسرى» فان المصفوفة 5 ستكون» as‏ ا جزء السفلي 
امثلثي للمصفوفة A‏ . تقع في الطرف الأيمن » مصفوفة التجزئة الأخرى» وهي مصفوفة 
مثلثية عليا . 
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کال ۷ غارس مليفل 


خطوة واحدة من خطوات غاوس- سايدل تدخل المركبتين الاق at‏ 


2vk+1 =Wk رطع‎ 
2wk+1 ربعت‎ + b2 


اد [|e‏ ]8| 
القيمتان الذاتيتان للمصفوفة حاسمتان وهما 1/4 و 0 . يقسم الخطأ على أربعة في كل 
مرة» وهكذاء فإن خطوة غاوس -سايدل واحدة تعادل اثنتين من خطوات 
Wp Sle‏ كانت كلتا الطريقتين تتطلب العدد نفسه من العمليات -لقد استخدمنا 
منذ قليل» القيمة الجديدة عوضاً عن القديمة التي هي حالياً في المخزن-فان طريقة 
غاوس -سایدل أفضل . 

هناك» مع ذلك» طريقة لجعلها أفضل من قبل . لقد اكتشف خلال فترة 
الحاسبات اليدوية (ولعل ذلك كان صدفة) أن التقارب سيكون أكثر سرعة فيما إذا 
تجاوزنا تصحيح غاوس - سايدل x74,‏ . نقول بصورة مجملة. إن الطريقة المعتادة 
تتقارب برتابة ؛ تبقى القيمة التقريبية thx‏ ذاتها بالنسبة للحل «. مع ذلك» فمن 
الطبيعي أن نحاول إدخال عامل زيادة استرخاء © وذلك لتتحرك بقرب أكثر من 


(١)هذه‏ القاعدة صحيحة فى عدد كبير من التطبيقات » ومع ذلك فمن الممكن تكوين أمثلة تكون 
فيها طريقة جاكوبي متقاربة» بينما تفشل طريقة غاوس - سايدل (والعكس). حالة التناظر هي 
الأكثر مباشرة : إذا كان 0< . »فان طريقة غاوس_سايدل تتقارب إذا وإذا فقط كانت 4 معرفة 
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إيجابياً. 


حسابات بالمضفوفات ov‏ 


الحل . إذا كان 1 -ه فاننا نعود إلى طريقة غاوس ‏ سايدل؛ أما إذا كان ١‏ < © فان 
الطريقة تدعى » عندئذ» الاسترخاءات المتتابعة (SOR)‏ الاختيار المفضل ل © يتعلق 
TLL‏ ذاتهاء وله لای جاوز del‏ العند (9) 6 وكتير] ما يكون جاورا 1,9 . 
لعرض هذه الطريقة» بصورة أكثر وضوحاً» نفرض أن 1,1,2 على الترتيب» 
المصفوفة القطرية والجزءان المثلثيان الأدنى والأعلي بالمعنى الدقيق (بدون القطر) 
للمصفوفة 4. (ليس لهذه التجزئة أي علاقة بمصفوفة GIH‏ 121 = 4» وبالفعل» 
فان لدينا هنا 0 + 1+2 -4). في طريقة جاكوبي» يقع 2 -5 في الطرف الأيسر 
ويقع 
ا - 1 - ١=‏ في الطرف الأيمن» في حين أن طريقة غاوس - سايدل تختار التجزئة 
+= 5 ون - - 7 . والآن» لتسريع التقارب نتقل إلى العلاقة : 
wb.‏ + رعإناه [D+ wL|x,,, =[(1- @)D-‏ )0( 
لنذكر أنه من أجل 1=« » لايوجد تسارع ونعود عندئذ إلى طريقة غاوس ‏ سايدل . 
لكن بصرف النظر عن 0» فان المصفوفة الواقعة في اليسار مثلثية دنيا والمصفوفة الواقعة 
في الطرف الأيمن مثلثية عليا. وهكذا يكن I‏ + أن يحل محل ox,‏ مركبة مقابل 
مركبة؛ مباشرة بعد حسابها؛ إليك خطوة نموذجية : 
4ı x, = Ki ke FARK =.= Aq Xak + bi].‏ -) أ + Hilis =i (Xi),‏ 
Gols‏ أن الاختيار القديم × منطبق على الحل الصحيح ox‏ فان الاختيار الجديد × 
يبقى نفسه وإن الكمية الموجودة داخل الحاضنتين ستنعدم . 
مثال من أجل المصفوفة | ! 7 | = 4 ذاتهاء فإن كل خطوة من 50۸ هي 


x, =| 20-0) w 
Stl 0 2)1- w) 


2 0 
8 2 Xk + @b. 


إذا قسمنا على 0 فان هاتين المصفوفتين تصبحان 5 و ST‏ التجزئة 4-5-7 ؟؛ 
1 5 : ف عزن اله ع و atl eles‏ ا 
يعود التكرار إلى م + 7 = Sx‏ وهكذا نجد أن المصفوفة الحاسمة T‏ 5 التي تتحكم 
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قيمها الذاتية بمعيار التقارب هي : 


1-0 


7 


wl-w) 1- ت‎ + 


2)1 - w) w 
0 2)1- @) 


2 0|" 
-@ 2 


j= 


الاختيار المفضل ل pro‏ ذلك الذي يجعل القيمة الذاتية العظمى للمصفوفة L‏ 
. (بقول آخر نصف قطرها الطيفي) أصغر ما يمكن . إن الغرض الكلي من زيادة 
الاسترخاء هو اكتشاف هذه القيمة ا مفضلة ل @ . جداء القيم الذاتية يساوي المحددة- 
وإذا نظرنا إلى المصفوفتين المثلشتين التين جداؤهما يساوي eb‏ نلاحظ أن المحددة 
الأولى تساوي 4 (بعد القلب) والمحددة الثانية تساوي *(ه - )1١‏ 4. لذاء فإن 


4,4» = detL = (1- ®). 


هذه قاعدة عامة» وهي أن المصفوفة الأولى (D + aL)"‏ تسهم في det D”‏ 
وذلك لأن ‏ تقع تحت القطر وأن المصفوفة الثانية تسهم في det )1- ®)D‏ لأن نا تقع 
فوق القطر. جداؤ clas‏ في الحالة cn Xn‏ هو )@-1(= MSO) - det L‏ يفسر 
ماقلناه سابقاً من آنا لن نتخطى 2=« أبداً. يكون جداء القيم الذاتية كبيراً جداً بقدر ما 
تسمح به كل العلاقات ١‏ > |۸ | ويمكن للتكرار أن لا يكون متقارباً. ) . لقد حصلنا 
على مفتاح لاكتشاف سلوك القيم الذاتية وهو : عند 1 -0 تكون القيمتان الذاتيتان 
في طريقة غاوس ‏ سايدل هما 0و 174 ¢ وإذا ما زادت « فان إحدى هاتين القيمتين 


تتقرب من الثانية . عند القيمة الفضلة ل نه تكون هاتان القيمتان متساويتين وتساويان 


7 )© 
cw- 1‏ ذلك لكي يكون جداؤهما مساوياً قيمة الحددة ‏ '. من السهل حساب wis‏ 


)١(‏ علاوة على ذلك» إذا ازدادت 0 فان القيمتين الذاتيتين تصبحان عددين مركبين مترافقين- 
يحقق كل منهما 0-1 =۱ ۸|ء وبالتالي» يبقى جداؤهما مساوياً )0-1( وتزداد قيمتهما المطلقة 
تبعا ل0) 


حسابات بالمصفوفات O14‏ 


هذه وذلك oy‏ مجموع القيم الذاتية يتطابق دوماً مع مجموع عناصر القطر (أثر Ca‏ . 


: BIL w وهكذا يتعين أفضل وسيط‎ 
St ~- 0 
(3) Ay + Az = Wop = 1) + Wop = 1) = 2 - Wom + ‘ O 


تعطى هذه المعادلة التربيعية 7 = V3)‏ - 2) 4 - ,® . لذاء تساوي القيمتان 
الذاتيتان المتساويتان تقريباً 07.= 1 -0» وذلك اختصار كبير لقيمتي غاوس-سايدل2 
,1/4 = عند 0-1 . فى هذا المثال الاختيار المفضل ل © قد ضاعف من جديد معدل 
التقارب . ذلك OY‏ 07.-*(1/4). 

لقد ظهر اكتشاف هذا التحسين بصورة سهلة جدأتكاد أن تكون سحرية» وكانت 
نقطة الانطلاق لعشرين سنة من نشاط ضخم في التحليل العددي . كانت المسألة الأولى 
هي إظهار وتوسيع نظرية الاسترخاء» وقد حوت رسالة Young‏ التي ظهرت عام ١96٠‏ 
الحل وهو قانون بسيط يعطي « المفضلة . كانت الخطوة الرئيسية في هذه الرسالة هي 
إيجاد الرابطة بين القيم الذاتية2 للمصفوفة ا والقيم الذاتية u‏ لمصفوفة جاكوبي 
الأصلية ( 1 -1-)" 2. يعبر عن هذه الرابطة بالمعادلة : 

(v) (A+@-1) =w u’. 

إن ذلك صحيح من أجل صنف واسع من مصفوفات الفروق المنتهية » وإذا اخترنا 
1 -ه (طريقة غاوس_سايدل) فان ذلك يؤدي إلى AAR‏ أي 0= ۸ أو Aap‏ 
لقد تأكد ذلك بالمثالين السابقين )1( و (Y)‏ » حيث ا += be. AaO, ha Dy‏ 
إن هذا الوضع نموذجيء LLE‏ للعلاقة الكائنة بين طريقة جاكوبي وطريقة غاوس- 
سايدل : جميع مصفوفات صنف يونغ تقبل لم قيمة ذاتية تظهر بالاشارتين زائد- 
ناقص» وبذلك» تبرهن العلاقة 0) أن قيمتي 1 الموافقتين هما 0و ”ًإ . باستخدام 
القيمة التقريبية الاخيرة ل ox‏ نكون قد ضاعفنا معدل التقارب . 

الامر المهم هو العمل بصورة أفضل Lai‏ نريد أن نختار ۵ بحيث تصبح القيمة 
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الذاتية الكبرى ۸ أصغرية . لحسن الحظ» قد حلت هذه ILAI‏ سابقاً. ليست معادلة 
يونغ سوى معادلة jat‏ لمثال من المصفوفة امن النوع 622 وقد كانت أفضل قيمة 
ل oo‏ تلك التي تجعل الجذرين ۸ مساويين ۵-1 . تماماً كما في (5) حيث كان Wa‏ 
4 . يؤدي ذلك إلى : 


/ 2 e 
عماوج‎ -zH ) أو‎ (o@-1)+(@-1)=2-20+ po’. 
we 


نقطة الاختلاف الوحيدة أنه» في حالة مصفوفة ضخمة» يجب أن يتكرر هذا 
النمط لعدد من الأزواج المختلفة .لم +- ويمكننا أن نقوم باختيار فريدء فقطء ل ©. 
يعطي أضخم هذه الأزواج قيمة جاكوبي الذاتية العظمى ٠,‏ » ويعطي» Laj‏ القيمة 
العظمى ل ه وكذلك من أجل 1 -0-:8 . AU‏ ولما كان هدفنا جعل ۸ أصغر ما 

يمكن» فان الزوج الأقصى هو الذي يعين الاختيار اللفضل O‏ 
(A) 21-1 - pax )‏ 
0 

هذا هو قانون يونغ لمعامل زيادة الاسترخاء المفضل . 

من أجل مصفوفة الفروق المنتهية 4 بعناصرها 1-.1,2- الواقعة على الأقطار 
الرئيسية الثلاثة» يمكننا أن نحسب التحسين الذي تقدمه «». في مثالناء كانت المصفوفة 
من النوع 2×2 ؛ لنفرض الآن أنها من النوع on Xn‏ تقابل عين شبكة عرضها ha V‏ 
(n +1)‏ . إن قيمة جاكوبي الذاتية العظمى الملائمة للتمرين ,)7-4-١/(‏ هي - الا 


uw = 005 A 6 حسب غاوس -_سايدل‎ e لذاء فإن القيمة الذاتية العظمى‎ . cos nh 
A) بالتعويض في‎ SOR ونستخرج القيمة العظمى الذاتية لطريقة‎ Crh 


Aii = ® opt =l و‎ Oop = 


Rosle 2(1 - sin rh) PTS rh) _ _1 - sin xh 


2 2 . á 
cos“ mth cos“ mh 1 + sin zh 


حسابات بالمصفوفات ۵۷1 


يمكن إدراك ذلك بمثال . لنفرض أن 4 من المرتبة »)7١(‏ وهي مرتبة معتدلة جدأء لذا 
يكون 99. - 50 h= 1/22 , cos‏ تكون» عندئذ» طريقة جاكوبي بطيئة ؛ إن = cos th‏ 
98 يعتي أن طريفةاغاوس-سایدل Lad‏ #طلب تکرارات كثيرة. لكنء لما كان 
sin mh =V02 =.14‏ فانه سيكون لطريقة زيادة الاسترخاء المفضلة معامل 
التقارب : 


eg the IS oe Bee ك‎ = 75 


يهبط lat)‏ معدل 5 ”/ في كل خطوة وإن خطوة واحدة من 50۸ تكافىء ثلاثين 
خطوة من خطوات جاكوبي : 75. = "(99) . 

إن ذلك نتيجة مدهشة لمثل هذه الفكرة البسيطة . تطبيقاتها الحقيقية ليست في 
المسائل ذوات البعد الواحد (معادلات تفاضلية عادية) ؛ لقد أصبح حل نظام ذي ثلاثة 
أقطار أمراً سهلاً . موضعها في أبعاد أكثر» من أجل المعادلات التفاضلية الجزئية» 
حيث زيادة الاسترخاء أكث رأهمية . إذا استعضنا عن فترة الوحدة | OS eS‏ ممربع الوحدة 
yo‏ بدك 0 وانتقلنا من المعادلة wej‏ إلى المعادلة ترد يت ود فان الفرق المحدود 
الطبيعي هو «مخطط حمس pols s NEB‏ رمد ل اعا عور دمع 
العناصر 1-.1,2- الواقعة على المحور « لتعطي قطراً أساسياً بالعدد 4+ واربعة عناصر 
غير قطرية ب 1- . oS‏ لم يعد للمصفوفة عرض حزام يساوي 15 لم يعد هناك 
سبيل لتعداد ال 77 من نقاط عين الشبكة في مربع » بحيث تبقى كل نقطة قريبة من 
النقاط الأربع المجاورة . 

إذا حصل الترتيب على سطر في كل مرة» فان على كل نقطة أن تنتظر على طول 
سطر كامل من الجوار يقع فوقها وذلك لكي تتحرر_" ويكون لمصفوفة النقاط الخمسة» 
حزام من العرض EN‏ 
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N 


k 


لقد استرعت هذه المصفوفة كثيراً من الاهتمام وهوجمت من طرق مختلفة أكثر 
من أي معادلة خطية أخرى .Ar=b‏ اعتقد أن الإتجاه OW‏ خلفي إلى الطرائق المباشرة 
القائمة على أفكار Golub‏ و Hockny‏ ؛ يكن لبعض المصفوفات الخاصة أن تقع جانباً 
عندما تهبط الطريق الصحيح . (يشبه ذلك تحويل فوريه السريع . ) قبل أن يصل ذلك 
إلى طرائق التكرا رلا نجاهات بديلة » حيث التقسيم يفصل المصفوفة ذات الأقطار الثلاثة 
في اتجاه × عن الأخرى المتعلقة باتجاه oy‏ وقبل أن نصل إلى زيادة الاسترخاء» بسبب 
كون قيمة جاكوبي الذاتية cos th‏ = .ل مساوية ماكانت عليه في مسائل البعد 
الواحد. وكذلك الأمر من أجل معامل زيادة الاسترخاء w‏ في كل حالة» تكمن 
الصعوبة في الانتقال من مسألة نموذجية إلى المسائل الواقعية» ولكل من هذه الطرائق 
امكاناتها الخاصة للعمل بنجاح مع معادلات أكثر عمومية من sesu -u =f‏ 3 
عمومية» من الناحية الهندسية» من المربع . 

لايمكننا أن ننهي هذا الموضوع دون أن نذكر طريقة التدرجات ال متوافقة التي 
اعتبرت ميتة ولكنهاء في del all‏ لاتزال ‏ فعلاً e‏ حية؛ إنها أكثر مباشرة من التكرار 
لكنها أقل من GIL‏ حيث يمكنها أن تتوقف في أي جزء من الطريق . ليس من الضروري 
أن نزعم أن على فكرة جديدة أن تبقى ظاهرة ومستهواة. لكن يظهر أنه من الجميل 
القول أن التحول من 99. إلى 75. كان Md‏ فوري في حل Ax =b‏ 


ذات القيم الذاتية 2.2+0/2, 2-۷2 ٠‏ مصفوفة جاكوبي نا --) "2 
( وقيمها الذاتية ومضفوفة غاوس_سايدل (D+LY' (U)‏ وقيمها 
الذاتية وكذلك العددين او ٠‏ «المتعلقين ب 508. لست بحاجة 
Ls‏ المصفوفة l L‏ 

من أجل المصفوفة old‏ الشكل Xn‏ ۸ : 


صف مصفوفة جاكوبي (1-1-) "<= /. برهن أن المتجه 
x = (sin th , sin Ith sinn th (‏ متجه ذاتي للمصفوفة / متعلق 
بالقيمة الذاتية )1+ À = cos nh = cos ۸ / (n‏ . 

من أجل المصفوفة 4 ذاتهاء برهن أن المتجه : 

x, = (sin kth , sin 2k Th ..., sin nk th) 

متجه ذاتي . اضرب x‏ بالمصفوفة A‏ لتحصل على القيمة الذاتية المقابلة 
a,‏ تحقق من أنه في حالة مصفوفة من النوع 3×3 » تكون القيم الذاتية 


ove 


=¥ 
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. 2-2 ,2,2+V2 
J=V2(-L-U)=1- + A ملاحظة : القيم الذاتية لمصفوفة جاكوبي‎ 
تظهر هذه القيم أزواجاً بزائد ناقص‎ 5 al- + a =cosk th هي‎ 


وتكو À Ò‏ مساوية COSTA‏ 
التمارين التالية تتطلب «نظرية دائرة» Gershgorin‏ : كل قيمة ذاتية 
للمصفوفة 4 تقع » على الاقل » داخل دائرة واحدة من الدوائر © oer‏ 
> حيث يقع مركز , © في موضع العنصر القطري , » ويساوي نصف 
r=Z lal Ls , bs‏ » مجموع القيم المطلقة لبقية عناصر السطر 


الموافق. 
البرهان : × = Ax‏ يودي إلى 
A -aixi =J ajxj or ۸ A < > “|‏ 
jä zi Xi‏ 


إذا كانت المركبة العظمى للمتجه “دهي + فإن النسبة الأخيرة تكون 
أصغر أو تساوي الواحد وهذا يعنى أن + تقع في الدائرة ذات الرقم 


dee, i رت‎ St 
1 


تدعى المصفوفة : 


مسيطرة قطرياً . ذلك لأن كل ” < ٠١,١‏ . برهن أنه لايمكن للصفر أن 
يقع في أي دائرة من الدوائر واستنتج أن المصفوفة 4 غير شاذة . 

استخرج مصفوفة جاكوبي J‏ لهذه المصفوفة المسيطرة قطرياً 4 وأوجد 
دوائر جيرشغورين الثلاث المتعلقة بالمصفوفة / . برهن أن جميع أنصاف 


حسابات بالمصفوفات oyo‏ 


أقطارها تتحقق 1 > + ؛ وفسر لماذا يكون تكرار جاكوبي متقارب . 
الحل الصحيح للنظام ‏ = ×4 مختلف قليلاً عن حل الحذف ل( = LUx‏ 
؛ LU‏ 4- نخسر ضفرا يسبب التذوير . أحد الامكانات هو عمل كل 
شيء بدقة ثنائية » لكن الطريق الافضل والاسرع هو تنقية تكرارية : 
احسب متجها واحدا hä‏ ×4 -ط = بدقة ثنائية» حل ۲= رلا » ثم 
اجمع التصحيح ox Sy‏ مسألة : اضرب «+,×= »ب LU‏ واكتب 
Zul‏ بشكل مجزأ Sr, = Ta +b‏ وفسر IU‏ #صغيرة جداً . هذه الخطوة 
الفريدة تنقلنا دوماً Ley‏ نحو ×. 

من أجل مصفوفة عامة من النوع 2X2‏ 

ab 
cd 
u وقيمها الذاتية‎ S T=- D '(L+U) أوجد مصفوفة تكرار جاكوبي‎ 
A -وقيمها الذاتية‎ (D+LY'U أوجد أيضاً مصفوفة سايدل-غاوس‎ . 


A= 


وقررماإذا كان =p?‏ 


max max 


yO) g) 


البرمجة الخطية ونظرية اللعب 


١-8‏ المتراجحات الخطية 

جرت العادة أن ينظر للفرق بين الجبر والتحليل على أنه» إلى حد ماء مثل 
الفرق بين المعادلات والمتراجحات . ولقد بدا الخط الفاصل بينهما واضحاً بشكل دائم» 
ولكن» تحقق لي أخيراً أن البرمجة الخطية تمثل Vs‏ معاكساً : إنها دراسة خاصة 
بالمتراجحات ولكنهاء بدون نزاع » جزء من الجبر الخطي . إنها مفيدة جداً تلائم 
البرمجة الخطية قرارات الاعمال أكثر من المحددات والقيم الذاتية . هناك ثلاث طرائق 
لمعالجة الرياضيات الاساسية : إما بطريقة حدسية من خلال الهندسة أو بطريقة حسابية 
بوساطة الإفراد أو جبرياً بالاعتماد على نظرية الثنوية . سنوضح هذه الطرائق في هذا 
البند والبندين ۲-۸ و ۳-۸ . وستكون الفقرة 4-4 متعلقة بالمسائل التي حلولها أعداد 
صحيحة مثل مسألة الزواج . وفي النهاية» سنوضح نظرية أصغر النهايات العظمى 
(minimax )‏ ونبين علاقتها بنظرية الثنوية في البرمجة الخطية . 

توجد بعض الاشياء الجديدة في البند ۲-۸ من هذه الطبعة الثالثة . لقد أصبحت 
OYI‏ طريقة الإفراد في منافسة مفعمة با حياة مع طريقة مختلفة جداً باسلوب التخمين» 
إنها تدعى طريقة كارماركار Karmakar‏ . لقد نالت هذه الفكرة كثيراً من الدعاية OY‏ 
التقرير الأولي يدّعي أنها أسرع بخمسين مرة من طريقة الإفراد. الادعاء لايزال قائماً» 
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ولكن هذه الطريقة لم تطبق في جميع المسائل . يظهر أن الطريقة الجديدة فعالة في 
المسائل الكبيرة غير الكثيفة -عندما تكون المصفوفة ISA‏ بنية ملائمة . لكن طريقة 
الإفراد تبقى في القمة من أجل كثير من المسائل الأخرى . الأمر ليس بعد واضحاً بصورة 
كاملة» فالنظام لايزال قيد الدرس والتطوير في مخابر Bell‏ 87 87 ولايزال سرياً . 
(البرمجة الخطية واسعة الانتشار وذات أهمية كبيرة وذات وضع تجاري خطير إن 
ذلك وضع غير موجود في الحساب العلمي). لحسن e BH‏ إن مبادءها الاساسية 
أصبحت مشاعة ويمكننا توضيح مبادىء طريقة كارماركار في البند (YHA)‏ 


شكل )\ (Ay‏ « معادلات ومتراجحات . 


كان من الممكن أن يأتي هذا الفصل في أي مكان بعد الفصل الثاني . إنه يحوي 
مصفوفات مستطيلة» إلا أنه ليس كل شيء هو معادلات خطية . في الحقيقة» إحدى 
أسس هذا OUI‏ كامنة في فهم المعنى الهندسي للمتراجحات ال خطية تقسم متراجحة 
فضاءً ذا ١‏ بعداً » إلى نصفي فضاء تكون المتراجحة في أحدهما محققة ولاتكون 
Wis‏ في الآخر. كمثال نموذجي على ذلك نأخذ المتراجحة 4 < «2+ x‏ الحد 


04 وتظرية اللعب‎ Zed Spee Sl 


الفاصل بين نصفي الفضاء هو المستقيم aya‏ 500 نصف 
الفضاء المظلل في الشكل )١-۸(‏ ؛ يقع تحته نصف الفضاء المقابل حيث المتراجحة غير 
محققة . ستكون الصورة في الفضاء ذي الابعاد الثلاثة ماثلة ؛ فالحد الفاصل هو مستو 
مثل 20+2-4 +×» يكون فوقه نصف الفضاء 4 < 2+2 xt‏ وفي فضاء ذي Chann‏ 
سنستمر بتسمية الحد الفاصل الذي عدد أبعاده 1- en‏ مستوياً. 

بالاضافة إلى متراجحات من هذا النوع » هناك قيود أساسية في البرمجة الخطية : 
تطلب من المتغيرين << أن يكونا غير ساليين هذا القيد ذاته مكون من متراجحتين < y‏ 
0و 0 < × . وبذا فان هناك نصفي فضاء آخرين يقع حداهما على المحورين 
الاحداثيين. جميع النقاط الواقعة على المستقيم 0= +وعن يينه » تحقق المتراجحة< x‏ 
0. أما نصف الفضاء الآخر الذي يحقق المتراجحة 0 < «فمكون من نقاط المستقيم y‏ 
0- والنقاط الواقعة فوقه. 


المجموعة الملائمة ودالة التكلفة 

LN ON level ctl إلى قفقوق‎ I اشنطوة‎ Gags 
آنياً: 20 بر,0< 24,4 «2+ ×. من ناحية هندسية » تتركب هذه المتراجحات الثلاث‎ 
معاً لتنشىء المنطقة المظللة في الشكل (/-7). يمكنك اعتبار هذه المنطقة انصاف‎ 
الفضاء الثلاثة» إنها ليست نصف فضاء لكنها هي ما جرت العادة على تسميتها في‎ 
البرمجة الخطية ا منطقة ا ملائمة وبصورة أوضح. يكن القول إن المنطقة الملائمة مكونة‎ 
. من مجموعة ا حلول الآنية لمجموعة متراجحات خطية‎ 

يصف النظام =b‏ ×۸ ذو ال معادلة وال « مجهولاً» تقاطع « من المستويات 
المختلفة ‏ مستو واحد لكل معادلة . (عندما يكون O SS gman‏ المستويات مستقلة e‏ 
او ا بوكرو ها راقعل اقل 3 وا اء مروا elitr Sh‏ 
مثل ١‏ < ننه من «متراجحة يمثل تقاطع :”من انصاف فضاء» وإذا اشترطنا فوق ذلك 


شكل (۲ - ۸). المجموعة الملائمة ودالة التكلفة 2r 43y‏ 


أن تكون جميع مركبات «غير سالبة (وهو ما نعبّر عنه بالمتراجحة المتجهة 0 < Q‏ 
فان ذلك يضيف إلى ماسبق « من أنصاف الفضاء نفسه . وكلما كثرت الشروط التي 
نفرضها كلما صغرت المنطقة الملائمة . 

من الممكن أن تكون المنطقة الملائمة مجموعة محدودة أوحتى خالية . فاذا حولنا 
مثالنا إلى نصف الفضاء 4 > 2 + مع المحافظة على 0 < + و 0 < her ley‏ 
على المثلث 048 . بتركيب المتراجحتين 4 < 2 ++ و 4 > 29+ معاً تتقلص 
lS) ine, Ae‏ خلين الشرطين ارلا سا إلى ag‏ وإذا 
5 75 \ 
اضفنا شر طا Lasta‏ مثل 2- > 2y‏ + »فان المجموعة الملائمة تصبح خالية . 

إن جبر المنتراجحات الخطية (أو المجموعات (ASW‏ هو جزء من موضوعنا. 
مع NS‏ يوجد في البرمجة الخطية أمر آخر اساسي : إننا لانهتم Le pores‏ النقاط 
ا ملائمة بقدر مانهتم بتلك النقطة التي تجعل «دالة تكلفة» أعظمية أ وأصغرية . نضيف 
إلى مثالنا 0 < ox +2y < 4,× 20,y‏ دالة التكلفة (دالة الهدف) 32 ++2. dig‏ 


x20,y2 0 وبين الربع الأول‎ xt2y > -2 لاتوجد نقاط مشتركة بين نصف الفضاء‎ )١( 
(المترجم).‎ 
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تكون المسألة الحقيقية في البرمجة الخطية هي إيجاد النقطة xy‏ التي تقع في ا مجموعة 
ا ملائمة وتجعل التكلفة أقل مايكن . 

المسألة موضحة هندسياً بالشكل (Y-A)‏ إن جماعة التكاليف «رة +:2 تقابلها 
جماعة من المستقيمات المتوازية وعلينا أن نجد أصغر تكلفة» بقول آخرء أول مستقيم 
يتقاطع مع المنطقة الملائمة . ومن الواضح أن هذا التقاطع يحصل عند النقطة «B‏ 
حيث 0= ×و 2- OSG yy‏ التكلفة الاصغرية مساوية 6= "3+ 2x‏ يدعى المتجه 
)0,2( متجهاً ملائماً لأنه ينتمي للمنطقة الملائمة» وهو الأمثل GV‏ يجعل دالة التكلفة 
أصغرية » وهذه القيمة التي هي 6 تدعى خبرة البرنامج . سنميز المتجه الامثل بنجمة 
تعلوه. 

ELS‏ أن تلاحظ أن ا متجه الأمثل يظهر عند أحد رؤوس ال نطقة ا ملائمة . يتأكد 
ذلك هندسياًء إذ أن المستقيمات المقابلة لدالة التكلفة (أو المستويات عندما يكون عدد 
المجاهيل أكبر) تتحرك إلى أن تتقاطع مع المنطقة الملائمة . ينبغي أن يحدث أول تماس 
عند الحدود . تبقى طريقة الإفراد e‏ على هذه الحدود» متنقلة من قرنة من المنطقة الملائمة 
إلى التي تليها إلى أن تجد القرنة التي تكون فيها التكلفة أخفض ما يمكن . بالمقابل» 
تتقرب طريقة كارماكار من الحل الأمثل من داحل المجموعة الملائمة . 


> Minimum 
cost = مه‎ 


-x-2y=-4 -5 -6 


شكل(۸-۳). حالات خاصة : النقاط من ۸ إلى8 تصغر 29 + tx‏ قيمة 2y‏ - × الصغرى -oA‏ 
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ملاحظةقد لايكون التقاطع » من أجل دالة تكلفة أخرى» نقطة واحدة : فلو كانت 
دالة التكلفة هي e +2y‏ لكانت نقاط الضلع الذي يقع بين JA‏ 8 هي نقاط تقاطع في 
وقت clr‏ وسيكون هناك عدد غير منته من المتجهات المثلى على طول هذا الضلع» 
الشكل (۳-۸). تبقى قيمة البرنامج وحيدة ( 20 + + تساوي 4 لكل هذه المتجهات 
المثلى ) ويكون لمسألة القيم الصغرى جواب محدد. من ناحية أخرى» ليس JLA‏ 
القيمة العظمى حل ؛ ففي منطقتنا الملائمة» يمكن للتكلفة أن تزداد بدون حدود» 
وهكذاء فان التكلفة العظمى غير منتهية . ويمكن النظر لذلك بطريقة أخرى» مع البقاء 
ضمن مسائل الاصغرية» وذلك بان نعكس إشارة التكلفة لتصبح «2 w=‏ فتكون 
القيمة الصغرى 09 - كما هو ظاهر في الشكل (PHA)‏ ولايوجد» حينئذ» حل . تقع 
أي مسألة برنامج خطي في واحد من اصناف ثلاثة : 

. المجموعة الملائمة خالية‎ )١( 

. دالة التكلفة على المجموعة الملائمة غير محدودة‎ (Y) 

. للتكلفة نهايةصغرى (أو عظمى) على مجموعة التكلفة‎ (Y) 

الحالتان الأوليان غير مألوفتين من أجل مسألة حقيقية في الاقتصاد أو الهندسة . 


المتحولات المتراخية 

توجد طريقة سهلة لتغيير قيد على شكل متراجحة إلى معادلة» وذلك بإدخال 
ا متغير ا متراخي 4- «2 + ×= «. يتحول القيد القديم 4 < «2 ++ إلى 0< وهو شرط 
يلائم القيود الأخرى 0 < Oy‏ < × . وستبدأ طريقة الإفراد» LE‏ على هذا النحو 
مستخدمة متغيراً متراخياً لكل متراجحة؛ وذلك لكي نحصل على معادلات» ehä‏ 
وقيود بسيطة تجعل المتغيرات غير سالبة . تصبح المسألة الاساسية في البرمجة الخطية : 

جعل cx‏ في نهايته الصغرى خاضعاً ل Ax=b‏ و0 > x‏ 
المتجه السطري يحوي التكلفة ؛ في مثالنا [ 3 2 ] -6. يحوي المجهول * المتغيرات 
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الاصلية والمتغيرات المتراخية . يسحب الشرط 0 < ×المسألة إلى المنطقة غير السالبة في 
فضاء ذي n‏ بعداً . وتتداخل هذه المتراجحات مع الحذف الغاوسي» ومن الضروري 
إيجاد طريقة جديدة LU‏ 


تقسير (atl yay LL‏ 
نريد أن نعود إلى مثالنا الاصلي» حيث دالة التكلفة هي «3+:2 » لصياغته 
بالكلمات . إنه توضيح لمسألة الحمية في البرمجة الخطية حيث يتوفر مصدران للبروتين 
مثلاً اللحم وزبدة الفول السوداني. كل رطل من الزبدة يعطي وحدة من البروتين 
وكل رطل من اللحم يعطي وحدتين» ويتطلب من الوجبة أن تحتوي على أربع وحدات 
من البروتين على الاقل . فاذا كانت الوجبة تحتوي على «رطلاً من الزبدة و «رطلاً 

من اللحم فانها تكون مقيدة بالشروط ASV‏ : 
4 < :رد+ء,0 < رو 0 < + OILY)‏ نحصل على كمية سالبة من اللحم أو 
الزبدة) . هذه هي المجموعة الملائمة» والمسألة هي البحث عن التكلفة الاصغرية . إذا 
كان ثمن رطل الزبدة دولارين وثمن رطل اللحم ثلاثة دولارات فإن تكلفة الوجبة 
الكاملة هي : By‏ ++2لحسن chhl‏ فإن الوجبة المثلى هي اللحم 4 22 203 ب 

لكل برنامج خطي» با في ذلك المثال السابق ٠‏ برنامج مرافق . إذا كانت المسألة 
الاصلية هي البحث عن الاصغر فان البرنامج المرافق يبحث عن الاعظم . حل إحدى 
هاتين المسألتين يؤدي مباشرة إلى الأخرى . في الحقيقة» يجب أن تكون القيمة 
الاصغرية في البرنامج الاصلي هي القيمة العظمى للمسألة المرافقة . وهذه» Wad‏ 
هي النتيجة الاساسية في نظرية البرمجة الخطية» وستتضح في البند TOA)‏ سنبقى 
OYI‏ مع مسألة الحمية وسنحاول تفسير مرافقتها . 

عوضاً عن أن يبحث الشاري أمر الاختيار بين اللحم والزبدة ليحصل على كمية 
البروتين المطلوبة بأقل تكلفة» فإن المسألة المرافقة تواجه صيدلياً يبيع بروتينا صناعيا . 
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إنه يعتزم منافسة اللحم والزبدة . سنقابل مباشرة هذين المركبين في مسألة بر مجة خطية 
تموذجية : إنه يريد الحصول على أعلى سعر ( ولكن هذا السعر خاضع لقيود خطية . 
S‏ يجب على البروتين الصناعي ألا يكلف أكثر من بروتين الزبدة GUD‏ هو دولاران 
للوحدة) أو بروتين اللحم (الذي هو ۳ دولارات للوحدتين). بالوقت نفسه» يجب 
آلا کون السعر سالب أو أن الصيدلي لن يبيع . لما كانت الوجبة تتطلب أربع وحدات 
من البروتين فإن دخل الصيدلي هو «4. والمسألة المرافقة هي فعلاً مايلي : إيجاد 
قيمة عظمى IU‏ 4 ا خاضعة للقيود : 3 > م22 > مو 0 <م. هذا مثال تكون فيه 
المسألة المرافقة أسهل حلاً من المسألة الاصلية » فهي ذات مجهول واحد. من الواضح 
أن القيد 3 > م2 هو الوحيد الفعال وسيكون السعر الأعلى للبروتين الصناعي هو 
دولار ونصف؛ وبذلك يكون الدخل $6= 4p‏ 

كانت التكلفة الدنيا للمسألة الاصلية ست دولارات وسينتهي الشاري بدفع 
المبلغ ذاته سواء من أجل البروتين الطبيعي أو البروتين الصناعي . إن ذلك يعني أن 
نظرية الثنوية هي : النهاية العظمى تساوي النهاية الصغرى . 


تطبيقات نموذجية 
كي نستعرض بعض الحالات العملية التي ينبثق منها السؤال الرياضي المهم الآتي : 
إيجاد النهاية الصغرى أو العظمى لدالة تكلفة خطية خاضعة لشروط خطية . 


(O)‏ تخطيط الانتاج. لنفرض أن شركة جنرال موتورز تربح ٠‏ دولار عند بيع 
سيارة شفرولية و ٠٠١‏ دولار لكل بويك و ٠٠١‏ دولار لكل كاديلاك. تستهلك هذه 
السيارات غالوناً لكل عشرين W See‏ ميلا 4 ميلاً على التوالي . ولكن الكونغرس 
يشترط أن يكون المعدل هو VA‏ ميلاً لكل غالون. تقوم الشركة بتجميع سيارة شفروليه 


اروا و للحت kê‏ 


واحدة في كل دقيقة وسيارة بويك في كل دقيقتين وسيارة كاديلاك في كل ثلاث دقائق . 
ماهو أعظم ربح للشركة خلال يوم ذي A‏ ساعات ؟ 
ا مسألة : أوجد القيمة العظمى للدالة 4002+ :200 + ×100» ضمن الشروط ج « ,× 


eg 


)1( اختيار سندات. نفرض أن هناك ثلاثة أنواع من السندات : سندات اتحادية 
تعطي ربحاً قدره 0 وبمعدل cA‏ سندات إدارة محلية تعطي YA‏ بمعدل 8 » وسندات 
شركة اليورانيوم تعطي 14 وبمعدل ©. يمكننا أن نوظف في ذلك على الترتيب 2× 
بحيث لايزيد المجموع على 5 . المسألة هي إيجاد النهاية العظمى للربح تحت 
القيدين : 

)١(‏ لايمكن توظيف ASI‏ من 5 20000 في اليورانيوم» 

. 8 يجب أن يكون معدل الانواع المختلفة على الاقل‎ (Y) 
: مسألة : أوجد النهاية العظمى ل 92+ ر6 ++5 تحت الشروط‎ 


x =y+z < 100,000, ج , 20,000 > ج‎ Sx, x,y,z 20 
تمارين‎ 


١-١-۸‏ خطط المنطقة الملائمة الخاضعة للقيود 
20 «,0< ×,6< بر+ 26,2 20+ + . ماهي النقاط الواقعة في قرنات 
هذه المجموعة . 

2017-1-4 (ينصح به) في المجموعة الملائمة السابقة» ماهي القيمة الاصغرية لدالة 
التكلفة :++ ؟ ارسم المستقيم yao‏ ++ عندما يمس المجموعة الملائمة 
لأول مرة. 


cAI 


0-١-4 
A-\-A 
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ماهي النقاط التي تجعل دالة التكلفة sixty‏ «-×في نهايتها الصغرى؟ 
برهن أن المجموعة الملائمة المقيدة بالشروط التالية مجموعة خالية : 


x 20,2x +5y 23,-3x +8y 2-1 


برهن أن المسألة التالية ملائمة ولكنها غير محدودة لذاء فليس 
لها حل أمثل : اجعل «+ :دفي نهايتها العظمى تحت القيود : 


x 20,y 20, +-3x+2y S-l,x -y > 2 


ig asl‏ واحداً على شكل متراجحة إلى 20 0,y‏ 2 × بحي 
لاتحوي المجموعة الملائمة سوى نقطة واحدة. 

ماهو شكل المجموعة الملائمة 2-1+نر++, 20,220 ox 20, y‏ 
وماهي القيمة العظمى لدالة التكلفة 20+32 x+‏ 

حل مسألة السندات الواردة قبل هذه التمارين . 

في المجموعة المواتية لشركة جنرال موتورز» نجد أن الشرط 0 < xyz‏ 
يبقى من الفضاء الثلاثي ثمنه (الثمن الموجب) . كيف يقطع هذا الثمن 
من قبل المستويين الناشئين عن القيدين وماهو شكل المجموعة المواتية ؟ 
كيف تبين قرنات هذا الشكل أن الحل الامثل يتضمن» تحت هذين 
القيدين» نوعين فقط من السيارات . 

مسألة التقل : لنفترض أن تكساس» كاليفورنيا وألاسكا تنتج كل منها 
مليون برميل من البترول وأن شيكاغو التي تبعد عن أماكن الانتاج هذه 
بمقدار* ٠٠١‏ ميل» ٠٠٠١‏ ميل» ۳٠٠٠‏ ميل على التوالي» تحتاج إلى 
٠٠٠‏ آلف برميل Oly‏ نيوانغلند التي تبعد عن اماكن الانتاج بمقدار 
۰ ميلء» ۲٠٠١‏ ميل» 7076٠‏ ميل على التوالي» تحتاج إلى 
٠‏ ا برميل . إذا فرضنا أن نقل البرميل الواحد لمسافة ميل واحد 
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يكلف دولاراً واحداً فماهو البرنامج الخطي المتضمن خمس معادلات 
قيود والذي يجب حله كي تكون تكلفة النقل الاجمالية أصفر ما يمكن . 


8 - 7 طريقة الإفراد وطريقة كارماركار 

يتعلق هذا البند بالبرمجة الخطية التي يساوي ade‏ مجاهيلها «” وعدد القيود 
يساوي om‏ لقد كان في البند السابق 2= ۸و mal‏ ؛ وكان هناك متغيران غير 
سالبين وقيد وحيد هو 4 < «2 +× . ليس من الصعب شرح ULH‏ العامة وإن كان 
حلها ليس سهلاً حقاً. 

إن fail‏ طريقة هي وضع المسألة في الشكل المصفوفي مباشرة . لدينا : 

mXn مصفوفة 4 من النوع‎ )١( 

AS om متجه عمود اذو‎ (Y) 

. متجه سطر © ذو « مركبة‎ (Y) 
المتجه الامثل هو المتجه الملائم الذي‎ . Ax 2b على المتجه «الملائم» »أن يحقق 0< دو‎ 
sasea toute يحقق أصغر تكلفة  التكلفة هي :د‎ 


مسألة القيمة الصغرى: جد القيمة الصغرى للدالة cox‏ ضمن الشروط 
ال AX‏ 

التفسير الهندسي واضح. فالشرط الأول 0< ×يقصر المتجه على المنطقة 
الموجبة في الفضاء النوني ‏ هذه هي المنطقة المشتركة بين جميع انصاف الفضاء 
ur <0‏ وهيء بالنسبة للفضاء الثنائي» تمثل ربع المستوي» وبالنسبة للفضاء الثلاثي 
تمثل ثمنه . بشكل عام للمتجه فرصة واحدة من بين "2 كي يكون غير سالب . أما 
القيود الأخرى التي عددها ‏ فهي تنشىء انصاف فضاء اضافية عددها m‏ وتكون 
المنجهات الملائمة هي تلك التي تحقق ال +« شرطاًء إنها تقع في المنطقة 0< yx‏ تحقق» 
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في الوقت نفسه» Ax < b‏ . بقول آخر إن المجموعة الملائمة هي تقاطع انصاف الفضاء 
هذه والتي عددها mtn‏ وهي ربا تكون محدودة أو غير محدودة» وقد تكون خالية . 

دالة التكلفة ox‏ ترافق SLU‏ بجماعة من المستويات المتوازية . أحد pole‏ هذه 
الجماعة هو المستوي الذي يمر بنقطة الاصل 0= l3). cx‏ حقق × هذه المعادلة فانه يمثل 
Goes‏ ذا تكلفة أصغرية . المستويات الأخرى :07 -» تعطي جميع التكاليف الممكنة . 
مع تغيير قيمة التكلفة » نجد أن هذه المستويات تمسح الفضاء النوني بأكمله ويقع المتجه 
الامثل “عند أول نقطة تماس مع المجموعة الملائمة . المتجه "«ملائم ودالة التكلفة 
عنده "ده هي أقل قيمة EK‏ ضمن المجموعة الملائمة . إنه حل مسألة التصغير في 
البرمجة الخطية . 

أحد أهداف هذا البند هو حساب × . يكن أن نتوصل إلى ذلك (من حيث 
المبدأ) بإيجاد جميع قرنات المجموعة الملائمة وحساب التكلفة عندها؛ تدعى القرنة 
التي تكون عندها دالة التكلفة أصغرية قرنة مثلى . من ناحية عملية يعتبر مثل هذا العمل 
مستحيلاً» فهناك بلايين من القرن ولايسعنا حسابها جميعاً . بدلاً من ذلك فاننا نلتفت 
إلى طريقة الإفراد التي تعد» بحق» أنجح فكرة في الرياضيات الحاسوبية المعاصرة . 
لقد طورت من قبل Damtzing‏ دانتزك كطريقة نظامية لحل البرامج الخطية» وسواءً كان 
اكتشافها صدفة أو نتيجة عبقرية فانها نجاح مدهش . لقد اجملت خطوات هذه الطريقة 
مؤخراً إلا أننا سنحاول أولاً تفسيرهاء ثم نصف الطريقة الجديدة المقدمة من قبل 
كارماركار. 


الهندسة : التحرك على الأضلاع 

اعتقد أن التوضيح الهندسي هو الذي يكشف سر هذه الطريقة . تحدد الخطوة 
الأولى ببساطة إحدى قرنات المجموعة الملائمة . هذه هي المرحلة ١‏ التي نفترض 
أنها قد تمت . أما لب الطريقة فيكمن في مر حلتها الثانية التي تنتقل من قرنة إلى قرنة . 
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على أضلاع المجموعة ا ملائمة . عند قرنة من القرن» يمكننا أن نختار ضلعاً من بين n‏ 
من الاضلاع التي قد يبتعد بعضها عن القرنة المثلى ox‏ بينما يقترب البعض الآخر 
منها. لقد اختار دانتزك السير على ضلع بالاتجاه الذي تنقص عليه التكلفة . يؤدي هذا 
الضلع إلى قرنة جديدة ذات تكلفة أقل وليس هناك احتمال للعودة إلى نقطة ذات 
تكلفة أكبر . وفي النهاية نصل إلى نقطة معينة » الاتجاه منها على جميع الخطوط المارة 
منها يؤدي إلى زيادة في التكلفة» تكون التكلفة عندها أصغرية . هذه القرنة هي المتجه 
الامثل» وتتوقف الطريقة . 


شكل (A-E)‏ . قرنات المجموعة الملائمة وأضلاعها . 


تكمن المشكلة الحقيقية في كيفية صياغة هذه الفكرة بأسلوب الجبر الخطي . في 
البداية» سوف نفسر كلمتي قرنة و ضلع في الفضاء النوني. القرنة نقطة تلاقي عدد 
من المستويات المختلفة» كل منها معطى بمعادلة وحيدة LE‏ كما تتلاقى ثلاثة 
مستويات لتكون نقطة في الفضاء الثلاثي . لنتذكر أن المجموعة الملائمة في البرمجة 
الخطية تتحدد بالمتراجحات < :1 التي عددها « والمتراجحات 0< «التي عددها „n‏ 
تتولد كل قرنة لهذه المجموعة من تحويل ”من هذه المتراجحات التي عددها man‏ إلى 
معادلات » ثم إيجاد نقطة تقاطع المستويات الممثلة لها. بشكل خاص» إحدى 
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كبقية الاختيارات الأخرى » فإن نقطة التقاطع هذه تكوّن نسخة قرنة أصيلة» إذاحققت 
القيود الأحرى وإلا فانها لاتنتمي إلى المجموعة الملائمة وتكون مزيفة تماماً. مثال 
ذلك التمرين ٠-٠-۸‏ الذي يحتوي على متغيرين (n=?)‏ وعلى قيدين (2 -) ؛ 
وهناك ست LLG‏ تقاطع ممكنة موضحة في الشكل CEA)‏ ثلاث منها هي 
قرنات في المجموعة الملائمة ولقد رمزنا لها ب POR‏ وهي : )6.0( . (2,2), (0,6) 
. واحدة منها لابد أن تمثل المتجه الامثل (ما لم تكن التكلفة الصغرى هي 20 ) أما 
الثلاث الأخر بما فيها نقطة الاصل فهي مزيفة . 

بصورة عامة هناك (ntm)!/ntm!‏ نقطة تقاطع ممكنة. ذلك هو عدد الطرائق 
التي يتم بها اختيار « مستوياً من بين مستويات عددها 6 ء i]‏ كانت الملجموعة 
الملائمة خالية» عندئذ» لن تكون أي نقطة من نقاط التقاطع قرنة أصيلة . عمل المرحلة 
الأولى هو إيجاد قرنة أصيلة أو التأكد من أنها مجموعة خالية . سوف نستمر بفرض 
أننا قد وجدنا إحدى قرنات المجموعة . 

والآن إلى ضلع من الاضلاع : لنفرض أن أحد المستويات المتقاطعة التي عددها 
n‏ قد حذف فيبقى لدينا 2-١‏ من المعادلات . ولذاء فهناك درجة واحدة من الحرية. 
النقاط التي تحقق المعادلات التي عددها 1- OGS n‏ ضلعاً ير بالقرنة . هندسياًء هذا 
الضلع هو تقاطع المستويات التي عددها 0-١‏ . تجبرنا البرمجة الخطية على أن نبقى 
ضمن المجموعة الملائمة e‏ لذاء فليس لنا اختيار في اتجاه التحرك على طول الضلع . 
اختيار واحد فقط يكون ملائماً . إلا أن هناك « من الاختيارات المختلفة بين الأضلاع 
ومهمة المرحلة الثانية هي إيجاد هذا الاختيار . 

لكي نشرح هذه المرحلة؛ علينا أن نعيد كتابة المتراجحات < عه ہا يتلائم مع 


)\( إن هذا العدد الكبير يوضح السبب في كون إيجاد جميع القرنات إجراء غير عملي عندما يكون 
العدد n‏ كبيراً. 
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القيود البسيطة 20 «.... 0< ×. هذا هو دور ol pall‏ المتراخية w=Ax -b‏ . 
القيود 2b‏ ۸ التي عددها m‏ » تصبح 0< «..... 0< ow,‏ متغير واحد متراخ لكل 


سطر من المصفوفة A‏ تأخذ المعادلة ط- «4= « أو =b‏ «دي.ه الشكل المصفوفي الآني 
[A -1 [x |=‏ 


تتحدد المجموعة الملائمة من خلال المعادلات التي عددها m‏ والمتراجحات البسيطة 
dx 20, w 20‏ عددها anam‏ لدينا الآن قيود معادلات وقيود عدم السلبية . 

ولكي نجعل التغيير تامأ سوف لن ندع أي اختلاف يذكر بين المتغير الأساسي 
والمتغير المستحدث «. لن تشهد طريقة الإفراد أي اختلاف بذلك . ولذاء لن يبقى 
هناك ميزة للرمزين : 

[i] sb] 

لذاء فإننا نعيد تسمية ا مصفوفة ا موسعة A‏ وكذلك المتجه ا موسع ×. تصبح 
ات القيود Ax =b‏ » أما المتراجحات البسيظة التي عددها nim‏ فتصبح < × 
clon. 0‏ متجه التكلفة الاصلي للتوسعة» Lal‏ وذلك بإضافة مركبات جديدة 
عددها em‏ جميعها أصفار ؛ تبقى دالة التكلفة ×»نفسها حتى بعد إجراء التعديلات 
على :دو » . الأثر الوحيد الذي يبقى للمتغير المتراخى « هو أن المصفوفة الجديدة 4 
قد أصبحت من النوع m × (nt)‏ وأن المتجه الحديد sin‏ أصبح $„ DLS‏ عددها n+m‏ 
. سنحتفظ بهذه الزيادة من الرموز الأصلية تاركين ١ gm‏ دون تغيير لتكون تذكرة لما 
قد حصل . وتصبح ا مسألة أوجد القيمة الصغرى للدالة cx‏ ضمن الشروط : 0< × 
Arab‏ . لاحظ أن المصفوفة A‏ مستطيلة . 


)١(‏ من الطبيعى أن يزودنا رجال الاقتصاد أو المهندسون بمعادلات شروط منذ البداية . فى هذه 
الحالة تبدأ طريقة الإفراد بالمعادلات 0= ×4 دوا حاجة إلى المتغيرات المتراخية . 


o4y‏ الجبر الخطي وتطبيقاته 


مثال في المسألة الموضحة في (E-A)‏ بالقيود 6 < 2ety‏ ,6 < 22 ++ ودالة التكلفة × 
«+ » يكون النظام الجديد : 
c=[1 1 0 0[‏ و |= 1717 del‏ 

بهذا التغير إلى قيود بمعادلات. يمكن لطريقة الإفراد أن تبدأ. تذكر أن المرحلة 
الأولى قد وجدت قرنة من قرنات المجموعة الملائمة التي هي مكان التقاء المستويات 
التي عددها in‏ تحولت ”من المتراجحات الاصلية 0< gx‏ 8< ×4(المعروفة بس 
0< ) إلى معادلات . بقول آخر القرنة هي نقطة تنعدم م ن أجلها «من مركبات ا متجه 
x Lati‏ ) القديمة و ). في نظام المعادلات ط = ×4 » هذه المركبات ال "ل »هي 
ا متغيرات ا حرة» والمتغيرات الباقية التي عددها هي ال متغيرات الأساسية . بجعل 
المتخيرات الحرة» أصفاراً» تعين المعادلات «- ندا التي عددها Jim‏ ” متغيراً أساسياً. 
ندعو الحل الذي نحصل عليه أساساً وذلك لتأكيد ارتباطه التام بهذه المتغيرات . إنه 
الحل الخاص الوارد في البند ۲-۲ . ولسوف يكون قرنة (حقيقية) إذا كانت جميع 
المركبات التي عددها ” موجبة» لذاء فإنها تقع في المجموعة الملائمة . 


Ax ا حلول الأساسية ا ملائمة للنظام‎ UE إن قرنات المنطقة الملائمة هي»‎ TA 
الحل أساسياً إذا كانت « مركبة من مركباته التي يبلغ عددها ««+ « مساوية‎ Sy :- 
الصفرء ويكون الحل ملائماً إذا حقق الشرط 0< ×. تكتشف الخطوة الأولى من‎ 

يقة الإفراد حلاً أساسياً ملائماً» بينما تتحرك المرحلة الثانية خطوة خطوة نحو الحل 
الامثل. 


مثال القرنة م الظاهرة في الشكل EA)‏ هي تقاطع 0= دمع 6=0- +2 » ولذاء 
فإن مركبتين من مركبات + تساويان الصفر والمركبتان الأخريان تساويان $6 إنه حل 
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لايزال القرار الحاسم بحاجة إلى تكوين : أي قرنة ستكون التالية ؟ لقد وجدنا إحدى 
القرن حيث 2 -:” مركبة من مركبات + موجبة أما SUI‏ فأصفار . نود الانتقال على 
أحد أضلاع المجموعة الملائمة إلى قرنة مجاورة . حقيقة كون قرنتين متجاورتين تعني 
أن m= ١‏ من المتغيرات الاساسية التي عددها ««سوف تبقى أساسية ويصبح متغير 
واحد فقط حراً (صفراً) . في الوقت نفسه» سوف يصبح أحد المتغيرات الذي كان 
حراً» متغيراً أساسياً؛ وسوف تزداد قيمته انطلاقاً من الصفرو تتغير قيم المتغيرات 
الأخرى الاساسية التي عددها 1 em-‏ لكنها تبقى موجبة . القرار الحقيقي هو في 
معرفة المتغير الذي يجب استبعاده من المتغيرات الأساسية وأيها يجب ضمه إليها؛ في 
حالة معرفتنا أي المتغيرات أساسية بالنسبة للقرنة الجديدة» فاننا نحصل عليها بحل 
النظام Ax = b‏ مع بقاء المركبات الباقية للمتغير × مساوية الصفر . 

مال لمتغيرات داخلة ومتغيرات باقية 

أوجد القيمة الصغرى للدالة التالية ضمن الشروط الآتية : 


5 "— لط 8= و22 + 6x4‏ + ور + د 
pa 3 5 3 J‏ 9= وبر3 + X2 +X;‏ 


نبدأ من القرنة التي يكون فيها 8= ×و 9= Olin) x‏ هما المتغيران الاساسيان) 
و 0= =x =x‏ إن القيود محققة ولكن قد لاتكون دالة التكلفة أصغرية. فى 


الحقيقة » فإن دالة التكلفة هي التي تعين المتغيرات الحرة التى يجب أن تنتقل إلى 
الاساس . إنه من الحماقة أن نجعل ,× موجبة إذ إن معامله يساوي 7+ ونحن نسعى إلى 
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تقليل التكلفة . أحد المتغيرين × أو ×مناسب وسوف نختار + لأن معامله 3- أكثر 
سالبية» pall‏ الداخل هو ,× . 

بإدخال ,إلى الاساس» لابد من اخراج :دأو ,+ منه. في المعادلة الأولى» 
نزيد من قيمة ,× وننقص من قيمة ×بحيث يحافظ على المعادلة 8 -2:8 + x‏ . وعندما 
تصل قيمة ,د إلى 4 فإن ‏ يصل إلى الصفر ؛ المعادلة الثانية تبقى x,+3x,=‏ 
9؛ هنا يكن ل dlr,‏ تتزايد حتى 3 وعندها تصبح 0-,: ؛ لوتعدت + العدد3 
لاصبحت + سالبة . بذاء تكون القرنة الجديدة قد تحددت حيث 3 -,د, 0 -,+ » ومن 
المعادلة الأولى نجدأن 2= .المتغير الباقي هو ,× وتهبط التكلفة إلى 9- . 

ملاحظة : في القيود » خذ نسب الاطراف اليمنى إلى معاملات المتغير الداخل» 
د . تدلنا النسبة الصغرى على المتغير الذي سيبقى . تأخذ هذه القاعدة النسب 
الموجبة» فقط. بعين الاعتبار» إذ إنه لو كان معامل pax,‏ - بدلاً من 3+» لأدى 
ازدياد قيمة ,× إلى زيادة ,في الوقت نفسه (بجعل 10 = x‏ ستعطي المعادلة الثانية =× 
9 ولن يصبح عندئذ x,‏ مساوياً الصفر. إذا كانت جميع معاملات ,»سالبة» وهذه 
هي الحالة غير المحدودة : إن قيمة المتغير ,+ قد تصبح كبيرة بقدر ما نشاء ما يجعل lo‏ 
التكلفة تؤول إلى 0 -. ولكن النسبة الثانية في هذا ا مثال توحي لنا أن ا متغير الثاني 
سيبقى» وهي تعطي 3 -,*. 

انتهت الخطوة الحالية عند القرنة 3 -: ,0 - ,+= ×= + ,2 - + . على كل حال» 
فإن الخطوة التالية تكون سهلة إذا كان للمعادلات شكل مناسب -ببقاء المتغيرات 
الاساسية على نحو ماكانت عليه » ,×, ×. لذاء نجري عملية المحورة بحل المعادلة 
الثانية من أجل x,‏ ونعوض EW‏ في دالة التكلفة وفي المعادلة الأولى 3x = 9-a, x,‏ 
وتصبح المسألة الجديدة» انطلاقاً من القرنة الجديدة هي : إيجاد القيمة الصغرى للدالة : 
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-X3) =X2 + 8x3 - ×4 -9 Ro‏ و - 9) - -X4‏ و7 بشرط 
X1 - 2X2 + 1X; + 6X4 =2‏ 


Lez نه‎ +X; =3. 
3 3 


تعدًا لخطوة التالية سهلة . المعامل السالب الوحيد في دالة التكلفة يعني أن ,× 
يجب أن يكون المتغير الداخل. النسبتان 3/0,2/6-وهما الطرفان الأينان 
مقسومان على معامل ,× - تعنيان أن »هو المتغير الخارج . القرنة الجديدة هي × 
3>,د, 1/3 ترد 0 ت,د x=‏ = وقيمة التكلفة هي 9 - وهي قيمة مثلى . 

في مسألة كبيرة» يمكن لمتغير خارج أن يعود ثانية . ولكن با أن دالة التكلفة في 
تناقص مستمر_ماعدا الحالة المتردية ‏ لذا فانه لن يحدث أن تبقى المتغيرات الأساسية 
(التي عددها (m‏ هي نفسها كما كانت . لن نعود ثانية إلى قرنة سابقة» وسوف تتوقف 
الطريقة عند القرنة المثلى . (أو عنده - e‏ إذا كانت دالة التكلفة غير محدودة). وما 
يلفت النظر سرعة الوصول إلى الحل الامثل . 

ملخص تحدد الاعداد 3-. 7-1 في القرنة الأولى والاعداد 1-.1.8 في القرنة 
الثانية المتغيرات الداخلة . (تذهب هذه الاعداد إلى المتجه ١‏ » المتجه الحاسم المعرف 
أدناه.. عندما تكون هذه الأعداد موجبة نتوقف) . تعين النسب المتغيرات الباقية . 

ملاحظة حول ا حالة ا متردية تدعى قرنة من القرنات متردية إذا alj‏ عدد المركبات 
الصفرية المعتادة ل دعن on‏ أكثر من « مستوياً يمر من القرنة فتنعدم بعض المتغيرات 
الاساسية . يتضح ذلك» بعد المحوروة» بظهور صفر في الطرف الأيمن للمعادلات . 
النسب التي تحدد المتغير الخارج قد تتضمن أصفاراً» ويمكن أن يتغير الاساس دون 
مغادرة القرنة . نظرياً» يمكن أن ندور إلى الأبد في اختيار الاساس . 

لحسن BH‏ » هذا الدوران لن يحدث . من النادر جداً أن يجهل ذلك نظام 
تجاري . لسوء e Bh‏ فإن التردي معتاد بكثرة في التطبيقات -إذا Cab‏ التكلفة بعد 
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كل خطوة إفراد» فانك سترى أن الإفراد سيكرر مرات عديدة قبل أن يجد الضلع 
الجيد . ثم تتناقص التكلفة من جديد. 
الجدول 

تتضمن كل خطوة من خطوات الإفراد قرارات وعمليات سطرية -إذ يجب 
اختيار المتغيرات الداخلة والباقية وأن نجعلها تأتي وتذهب. إحدى الطرائق لتنظيم 
الخطوات هي ملاءمة المعطيات ووضعها في مصفوفة كبيرة أو جدول . لكي نستطيع 
شرح العمليات» نبدأ بإظهارها بلغة المصفوفات بهدف الوصول إلى صيغة لدالة WSN‏ 
(وكذلك للتوصل إلى اختبار التوقف الذي يمكن أن يتحقق» فقط» عند بلوغ القرنة 
المثلى . ) لدينا المصفوفة 4 والطرف الأيمن b‏ ومتجه التكلفة » والجدول الابتدائي هو 
bu:‏ كما يلي : 


الجدول من النوع (m+) X(m+ntl)‏ بعمود وسطر إضافيين . في البدء» ربا 
تختلط المتغيرات الاساسية مع غيرهاء وتهدف الخطوة الأولى للحصول على متغير 
أساسي واحد في كل سطر؛ وحينئذ» يسهل اتخاذ القرارات . نعيد الترقيم إن لزم 
الأمر» نفترض أن at‏ دهي المتغيرات الأساسية بالنسبة للقرنة الحالية» وأن بقية 
المتغيرات :دحرة (أصفار). لذاء فإن الاعمدة ال ”الأوائل من المصفوفة 4 تكوّن 
مصفوفة مربعة B‏ (ال مصفوفة الأساسية لهذه القرنة)» بينما OSS‏ الأعمدة الأخرى 
مصفوفة من النوع m xn‏ . بشكل مشابه» يجزئ متجه التكلفة » كما يلي [ew cw]‏ 
والمجهول × إلى [xe xn]‏ وعند القرنة نفسها نجد 0- x‏ بازالة المتغيرات الحرة» 
ist‏ المعادلة Ar=b‏ الشكل 5- Br,‏ وتعين المتغيرات الاساسية ox,‏ تصبح دالة 
التكلفة ,× ,»= cx‏ ولكي يتم التعامل مع الجدول» فإننا نتصوره موزعاً على النحو 
الال > 
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ستظهر المتغيرات الاساسية وحيدة» إذا أمكن الحصول على مصفوفة الوحدة في موضع 
المصفوفة 8. إن ذلك يعني» COL‏ خطوات الحذف العادية (عمليات سطر ) لنصل 
ا 


5 E BIN B y 
pe = l 
CR CN 0 


المصفوفة التي تحول المصفوفة 8 إلى ١هي‏ ' 8, بالرغم من أنها لم تظهر بشكل 
صريح . لذاء OP‏ جميع عمليات طرح سطر من آخر تعادل ضرباً بالمصفوفة ' 8. 
(في الحقيقة » لقد قمنا بخطوة غاوس ‏ جوردان ؛ لقد قسمت المحاور لتعطي وحداناً 
على القطر الرئيسي . وقد كُونت أصفار فوق القطر كما حدث ذلك تحته . ) ولكي 
ننتهي» نطرح جداء ,» في الجزء العلوي من الجزء السفلي : 


I B'N B'b 


PSD eye N = aB h | 


يعتبر OVI‏ الجدول جاهزاً إذا ما أحسنا تفسير خواصه . لقد كانت مسألتنا هى تصغير 
cx‏ خاضعاً ل .120,Ar=b‏ ضرينا المعادلة =b‏ ×4 بالمصفوفة 87 لنحصل على : 


(\) xg +B Nx =B 'b, 
: الشكل‎ ox = cpXpt Oxy وأخذت دالة التكلفة‎ 
(Y) دين‎ Cy - “هوه‎ N Xy “قوع ع‎ b. 


النقطة الاساسية هي أن كل كمية ذات أهمية تظهر في الجدول . في أقصى الطرف 
eos‏ نجد المتغيرات الأساسية B "٠‏ (المتغيرات الحرة هي 0= Cc‏ أما دالة 
التكلفة الحالية فهي asec, 8 ' ٠‏ موجودة في القرنة السفلى بإشارة سالبة . الأمر 
الأهم هو أنه يمكننا أن نقرر ما إذا كانت القرنة مثلى » وذلك بالنظر إلى التركيب =٠‏ 
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BUN‏ ,ع - الواقع في منتصف السطر السفلي . إذا كانت عناصر في Lar‏ فإنه 
يبقى من الممكن تخفيض قيمة دالة التكلفة . يمكننا جعل 0> x‏ + في المعادلة (۲) . 
من جهة أخرىء إذا كان 0 < ”فان القرنة المثلى تكون قد وجدت . هذا هو شرط 
الأمثلية أو اختبار التوقف . 
8 ب إذا كان المتجه -e BIN‏ ,»= ءغير سالب» عندئذ» لايمكننا تخفيض التكلفة : 
تكون القرنة مثلى مسبقاًء والقيمة الصغرى لدالة التكلفة هي .c Bb‏ لذاء فإن< r‏ 
0 هو اختبار التوقف . عندما يفشل هذا الشرط فان أي مركبة سالبة للمتجه + تقابل 
ضلعاً يكن تنخفض التكلفة عليه. الخطة المعتادة هي اختيار مركبة + الاكثر سلبية . 

مركبات « هي التكاليف ا مخفضة ‏ ماذا يكلف استخدام متغير حر مطروحاً 
منه ماتوفر . إذا كانت التكلفة المباشرة (في Co,‏ أقل من الوفر ELI)‏ عن عدم استخدام 
المتغيرات الاساسية) فيمكن الدفع من أجل تجربة هذا المتغير الحر. لنفرض أن أقل 
تكلفة سالبة هي ٠‏ لذا يمكن لمركبة x,‏ ذات الرقم أن تصبح موجبة . إنها ا متحول 
الداخل الذي يزداد من الصفر إلى قيمة موجبة » . 

ماهي fo‏ إنها تتعين بنهاية الضلع . لما كانت المركبة ‏ الداخلة متزايدة Of‏ على 
بقية مركبات + أن تتناقص (وذلك لكي تبقى Arab‏ تصبح المركبة الأولى »التي 
تتناقص إلى الصفر » هي pill‏ الباقي - يتحول من أساسي إلى حر . نصل إلى القرنة 
التالية عندما تصل إحدى مركبات x,‏ إلى الصفر . 

عند تلك النقطة » نكون قد توصلنا إلى «جديدة أساسية ملائمة . إنها ملائمة 
OY‏ 0< دوهي أساسية إذ أن لدينا من جديد AS yon‏ مساوية الصفر . إن المركبة¡ 
للمتجه ,× التي تغيرت من الصفر إلى » » سوف تحل محل المركبة » للمتجه Slax,‏ 
تناقصت إلى الصفر . أما المركبات الأخرى للمتجه ,×فقد تغيرت لكنها بقيت موجبة . 
المركبة التي تناقصت إلى الصفر هي التي تعطي النسبة الاصغرية في (7). يمكننا أن 
نفرض أنها العدد ». 
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۸ج لنفرض أن »هو العمود اللمصفوفة ١‏ . حيث يكون ×المتغير الداخل -قد 
اختير للانتقال من حر إلى أساسى . لذاء فإن مركبته فى القرنة الجديدة هى النهاية 
الصغرى للنسبة : 


. (Bb); _ (B'b) 
& = mın erer TSE = =r . 
(B j (B uk 


(۳) 


أخذت هذه القيمة الصغرى فقط على المركبات الموجبة للمتجه Bu‏ . إذالم تكن 
هناك مركبات موجبة » فان القرنة التالية سوف تكون بعيدة جداً ويمكن جعل التكلفة 
صغيرة إلى أبعد حد» القيمة الصغرى للتكلفة هي 00 - . وإلا فان العمود القديم k‏ 


إن العمودين »" 0.8" 8 موجودان في الجدول الأخير u)‏ 8 هو عمود في 
8۷ وهو موجود فوق العنصر الاكثر سالبية في السطر الاسفل Cr‏ تتلخص خطوات 
الإفراد بعد مثال وتبدأ عندها الطريقة من جديد من القرنة الجديدة . 
مثال بدالة التكلفة «++ والشرطين 6= س- بره +ى, 6= ty -v‏ +2 .اللذين 
وجدناهما من قريب» ud‏ الجدول الأول : 


إذا انطلقنا من القرنة نفسها ۶ في الشكل (8 - 5) حيث يتقاطع 0= ×مع 
2x +« -6‏ (يعني أن 0= 200 فإن المتغيرين الاساسيين هما «و« . ولكي ننظم 
الأمورء نجري عملية مبادلة بين العمودين الأول والثالث وذلك لكي نضع المتغيرات 
الأساسية قبل المتغيرات الحرة : 


ب 
0 
دوه 
ere‏ = 
o=o‏ 
Ona‏ 


إن عملية الحذف تضرب السطر الأول ب1 - كي نحصل على محور قيمته واحد» ثم 
نستخدم السطر الثاني كي نحصل على أصفار في العمود الثاني : 


1 0 3 2 © 
0 1 2 + 6}, 
(i ف‎ 


ننظ Vol‏ إلى [ ١‏ 1-] = في السطر الأسفل . إنه يحوي عنصراً سالباً. وعلى هذا 
فان القرنة الحالية HIS yw =y=6‏ التكلفة الحالية +” ليست مثلي . العنصر السالب 
موجود في العمود الثالث» لذاء فإن المتغير الثالث سوف يدخل الاساس . العمود 
الواقع فوق العنصر السالب هو "[2 3] = » "8 ؛ إن نسب العمود الأخير إلى هذا 
العمود هي © . © وبا أن النسبة الأولى هي الأصغرء لذاء فإن المجهول الأول« 
(والعمود الأول من الجدول) سوف يخرج من الأساس . 

الجدول الجديد Joly‏ بين العمودين الأول والثالث» وباجراء المحورة بوساطة تطبيق 


i كدت‎ 2 
ESET TST 3 
2 1 0 -i 640 l-5 x g) 
1 6 O 14) |: g d 1 4 

3 3 


أصبح الآن | + 5 |= slayer‏ تحقق اختبار التوقف . القرنة WES gx=y=2‏ 
عندهاء التى تساوي 4+ هما مثليان. 
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تنظيم خطوة الإفراد 

لقد انهينا الانتقال من الهندسة التابعة لطريقة الإفراد إلى الجبر_من لغة «القرنات» 
إلى «الحلول الاساسية الملائمة». ونحن نعلم OYI‏ أن معرفة المتجه , والنسبة » أمر 
حاسم » ونود أن نعيد النظر في طريقة حسابهما. هذا هو قلب طريقة الإفراد التي 
يمكن تنظيمها بثلاثة طرق مختلفة : 

)١(‏ بجدول 

. × من 8 العمود :من‎ K بحساب "8 ثم تعديلها عندما نستبدل بالعمود‎ (Y) 

. 8" بحساب 1.17 -8 ثم تعديل هذين العاملين بدلاً من تعديل‎ (Y) 

هذه القائمة هي في الحقيقة التاريخ المختصر لطريقة الإفراد. من بعض النواحي» 
كانت المرحلة الباهرة هي الأولى _الجدول ‏ الذي كان مهيمناً لسنوات عديدة . لقد 
جلب لأغلبنا هالة من غموض البرمجة الخطية» خصوصاً لأنها تجنبت رموز المصفوفات 
بشكل كامل تقريباً (بالطريقة الماهرة في كتابة المصفوفات كاملة !) إلا أنه بالنسبة 
للحسابات فان أيام الجدول ماعدا بعض المسائل الصغيرة في الكتب الدراسية ‏ قد 
انتهت . 

لمعرفة السبب» تذكر أنه بعد حساب + وبعد أن حددت مركبته الاكثر سالبية 
وهو العمود الذي سيدخل الاساس» فإنه لن يستخدم أي عمود غير ١‏ . لقد كان 
حسابها مضيعة للوقت . في المسائل الكبيرة» هناك مئات من النقاط التي يجب حسابها 
مرة بعدمرة» منتظرة دورها لدخول الاساس . إن اجراء عمليات الحذف بشكل كامل 
يجعل النظرية واضحة إلا أن ذلك لايمكن تبريره عملياً. 

نحن مستعدون لترك الجدول جانباً . سيكون النظر في طريقة الإفراد والحسابات 
التي تحتاجهاء فعلاًء هو الأسرع وفي النهاية هو الابسط . كل خطوة تبادل بين عمود 
من ۸ وعمود من B‏ وعلينا أن نقرر (من خلال ”و ») أي أعمدة نختار. إن هذه 
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الخطوة تتطلب دورة العمليات التالية» مبتد ئين بالمصفوفة الاساسية الحالية 8 وبالحل 
الحالى x =B‏ . 
B =‏ 


جدول ۸ - ١‏ إحدى مراحل طريقة الإفراد 

)1( احسب متجه السطر =c B”‏ والتكلفة المختزلة arae AN‏ 

(۲)إذاكان 0 < ”فاننانتوقف : الحل الحالي أمثلء وإلاء 
فإذا كانت هي أكثر المركبات سالبية» فاننا نختار العمود :من ليدخل 
الاساس ونرمز usd‏ 

. vzbu نحسب المتجه‎ (Y) 

CE)‏ نحسب نسب 858 إلى Blu‏ نقبل» فقطء المركبات الموجبة 
للمتجه u‏ 8. إذا لم يكن هناك أية مركبة موجبة فالتكلفة الصغرى هي مه -. 
LT‏ إذا تكونت النسبة الصغرى عند المركبة »فان العمود k‏ للمصفوفة الحالية B‏ 


سوف يغادر. 
)0( نعدل المصفوفة 8(أو 8) وكذلك x =B b JH‏ ثم نعود 
للخطوة .)١(‏ 


هذه الخطوات تدعى» أحيانا» بطريقة الإفراد المعدلة لتمييزها عن العمليات 

الموجودة في الجدول. إنهاء في الحقيقة» مطابقة لطريقة الإفراد ذاتها إلا أنها 
ننهي هذه المناقشة عندما نقرر كيف نحسب الخطوات O)‏ و (۳) و(0) : 

(£) A=cpB!, v=B'u, 9 xp=B'b. 

الأسلوب الأكثر تداولاً هو العمل مباشرة بالمصفوفة "8» حسابها بالتفصيل في القرئة 

الأولى. وبعدئذ» تكون عملية المحورة عند القرنات المتتالية بسيطة . عندما نعوض 

apna‏ © عن TE whey Blan‏ اليم ووو “اوموقي وروي 
. لكي نستعيد مصفوفة الوحدة» يضرب GIH‏ المصفوفة القديمة "8 ايلي : 
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(0) 1 vi +1 l -vik 
E's l Vk = l I/v, 
Va 1 -Valvy 1 


يستخدم كثير من أنظمة SY!‏ اد « الشكل الضربي للمعكوس» الذي يحافظ 
على المصفوفة السهلة E”‏ عوضاً عن تعديل ' 8 مباشرة. عند الضرورة» يطبق ذلك 
على sb‏ “.في فترة نظامية (ربما ٤١‏ خطوة بسيطة)» يعاد حساب ' 8 وتمحى' 5. 
سيجري تحقيق المعادلة )0( في التمرين (4-1-8). 

هناك أسلوب جديد يستدعي استخدام الطرائق المعتادة في احبر الخطي العددي 
معتبرين (E)‏ ثلاث معادلات تشترك بمصفوفة المعاملات 8 : 


GO AB=cg, Bv=u, Bxg=b. 


لذا فان التحليل القياسي B=LU‏ (أو PB =LU‏ مع السماح بتغييرات سطرية 
بهدف الاستقرار)» سوف يؤدي ذلك إلى الحلول الثلاثة . يكن تعديل gh‏ نا عوضاً 
عن حسابها من جديد. 

هناك أمر آخر : كم عدد خطوات الإفراد التي يجب أن نجريها؟ هذا سؤال 
تستحيل الإجابة عنه منذ البداية . تبين الخبرة أن الطريقة تمس حوالي ”أو 3/2 قرنة 
مختلفة فقط » يعني ذلك أن العملية تحتاج إلى حوالي «* خطوة وهو ما يمكن مقارنته 
بطريقة الحذف المعتادة لحل النظام ط = ×۸ وهذا هو السبب في نجاح طريقة الإفراذ. 
لكن الرياضيات تبين أن طول الطريق لا يحد أبداً بأي مضاعف ثابت للعدد m‏ أو أي 
قوة له. يمكن لمجموعة ملائمة سيئة أن تفرض على طريقة الإفراد بتجربة كل قرنة . 
حتى الوقت الحالي» لم يكن معروفاً ماإذا كانت برمجة خطية واقعة في 
الصنف الجيد ۶ -قابلة للحل بكثيرة حدود زمنية - أو في الصنف الرهيب NP‏ 
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مثل مسألة البائع المتجول. إن مسائل NP‏ موثوقة ولكن لم يبرهن أن كل الطرائق 
الحتمية تحتاج إلى زمن دالة أسية لتنتهي (وكذلك في الحالة الاكثر سوءا) . 

لقد برهنت طريقة Khachian‏ أنه یکن حل برنامج خطي بزمن كثيرة حدود . 
إنها تبقى داخل المجموعة الملائمة وتفوز JEL‏ من خلال سلسلة مجسمات قطوع 
ناقصة منكمشة . لذاء فإن طريقة كارماركار ا موصوفة أدناه لم تكن في وضع منافسة 
مع الجانب النظري فقط. بل مع العملي أيضاً. مع ذلك بقيت طريقة الإفرادء في كل 
هذا الزمن» تقوم بهذا العمل بمعدل زمني» برهن حالياًء (من طريقة مختلفة عن 
الطريقة المستعملة) بأنه زمن كثيرة حدود . من أجل سبب ما مختف وراء هندسة كثيرات 
الوجوه ذوات الابعاد الكثيرة» كانت المجموعة الملائمة السيئة نادرة وتبقى طريقة الإفراد 
Ub glam‏ 


طريقة کار مار کار Karmarkar‏ 

نصل الآن إلى ASW BALI‏ إثارة في تاريخ البرمجة الخطية الحديث. عرض 
كارماركار طريقة قائمة على فكرتين بسيطتين تغلبت في تجاربها على طريقة الإفراد. 
في تجارب أخرى ومسائل أخرى» لم يحصل ذلك . إن اختبار المسألة وتفصيلات 
النظام أمران حاسمان» وسيبقى الجدال قائماً . لكن الافكار الاساسية طبيعية» فعلاً» 
وملائمة بصورة تامة لبنية الجبر الخطي التطبيقي» بحيث يمكن شرحها بفقرات قليلة . 
مك الالطلاق لاام إضافة الوسيلة التي أجازت لكارماركار أن يبرهن التقارب 
في زمن كثيرة حدود 


. عدد العمليات محدود بقوى ل و كما هوا حال في الحذف وفي طريقة غرام-شميدت‎ )١( 
من أجل برنامج كامل وتحليل إلى عوامل أولية» يعلم الكل أن العملية تأخذ طول دالة أسية في‎ 
تثبت أنه في مثل هذه المسائل لايمكن أن توجد‎ OP ANP -« الحالات السيئة  المسألة الشهيرة‎ 
طريقة كثيرة حدود.‎ 
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الفكرة الأولى هي الانطلاق من نقطة واقعة داخل ا مجموعة ا ملائمة - 
لنفرض أنها (11.....1)-"+ - والتحرك في الإتجاه الذي تنخفض فيه التكلفة . با 
أن التكلفة هي cox‏ فان الاتجاه المفضل هو نحو »- . يقودنا ذلك» عادة» إلى خارج 
المجموعة الملائمة ؛ إذ أن السير في هذا الاتجاه لايحافظ على Arab‏ إذا كان ط = 4٠"‏ 
و Ar =b‏ فإن على "د- ':- د أن يحقق AAr=0‏ . على الخطوة Ax‏ أن تبقى في 
الفضاء الصفري ل 4 . لذلك ١ bes‏ - على الفضاء الصفري لنحصل على الاتجاه 
الملائم الاكثر قرباً من الاتجاه المفضل . إن ذلك أمر طبيعي ولكنها خطوة كثيرة التكلفة 
في طريقة كارماركار . 

(Y T-Y) كان الإسقاط على الفضاء الصفري موضوع التمرين‎ ad 
: المصفوفة المسقطة‎ 

(v) .ىدم‎ A‘(AA")'A f 

هي التي تضع كل متجه في الفضاء الصفري » JAP =A -(AA") (AAY A=0 OY‏ 

كان × مسبقاً في الفضاء الصفري فان Ar=0 OY » Prax‏ . لعلك تدرك أن (AA‏ 

(لم يؤخذ بصورة حرفية؛ المعكوس لم يحسب. عوضاً عن ذلك» نحل معادلة 
خطية ونطرح مركبة فضاء الاسطر من » (الذي هو OYI‏ متجه عمود) : 


(A) Pe=c-A‘ 


y ثم‎ AATy=Ac 

الخطوة ×۸ هي مضاعف للمسقط 22 - الخطوة الكبرى والتكلفة الزائدة قد خفضتا 

- لكن لايمكننا أن نخرج من المجموعة المواتية . لقد اختير مضاعف PCI‏ بحيث يبقى 
' + في الداخل» ولكنه قريب من الحدود حيث مركبة × تصل إلى الصفر . 


مثال . التكلفة Se" x = 8x + 2x +T,‏ القيود طح 5 = .Ax=2x +2x +x‏ 
في هذه cI‏ الملجموعة الملائمة هي المثلث POR‏ شكل (0-A)‏ . إنه شكل 
مستو في الفضاء الثلاثي الابعاد مقطوع بالقيود 0< .0< .0< ×. على الحل 
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الامثل أن يقع في واحدة من القرنات التالية : 
)0,0 ,$ دع P:‏ ء التكلفة c'x=20‏ 
x = )0,3,0(‏ :0 »التكلفة c'x=5‏ 
R: x = (0, 0, 5)‏ » التكلفة 35= clx‏ 


لذاء ob‏ (0, 5 ,0) = × هى المثلى ونأمل أن تتحرك الخطوة ×4 بقرب 0 . 
يسقط الحساب )827( c=‏ على المستوي 5 - +« + 42x‏ 22 : 


.]1 2 2]-4 لذا عم دم" ۸4 تصبح 9y=27‏ 


8 2 2 
EHE 2 4 
7 1 4 


X3 


R = (0,0, 125) 


plane 1.04X, + 3.92X, plane 2x, + 2x, +x4=5 


+0,04X, = 5 


x; x 
(LY) 4 


0 1 1 
شكل (8-ه). خطوة من عملية تغيير سلم القياس: من SX‏ #بالإسقاط ومن *إلى © بسلم 
القياس . 


۷ cal dy ity اط‎ Zips ll 


يجب أن يقع هذا المتجه في الفضاء الصفري ل[ 1 2 A=[2‏ وهو كذلك. إنه 
يحدد اتجاه الخطوة Ax‏ بالتحرك من نقطة الانطلاق (1,1,1) =" »فى هذا الاتجاهء 


1- 25 
x? -sPc=| 144s |. 


1- 4s 


بخطوة طولها 4 = os‏ تصبح المركبة الثالثة صفراً. يبلغ هذا الاختيار النقطة الحدية B‏ 
في الشكل» بالمركبات (1/2.2,0). إنها قريبة من النقطة المثالية ٠0‏ ولكن» بقطعها 
كل الطريق نحو الحدود» تترك فراغاً قليلاً للخطوة التالية . كان من الممكن أن يحدث 
(رغم أنه لم يحدث هنا) أن تكون المركبة الصفرية ل 8 ليست صفراً في القرنة المثالية . 
عندئذء نتوقف قريباً من 8 وتختصر ءمن 25. إلى 24 . العامل المضروب كك دي 
6. = نموذجي » ولقد نشرت القيمة المخفضة 5. في الاصل من قبل كارماركار» فقد 
اختارها ليبرهن تقارباً في زمن كثيرة حدود ‏ ليس من أجل مساعدة القارىء في PEI‏ 
التقارب في زمن حقيقي ‏ عندما يكون 24. = )96.( 1 s=‏ فإن الخطوة تنتهي عند : 


B= 


0.52 
x [iss |‏ عونا عن | 2 
0.04 0.0 
يتم ذلك الفكرة الأولى ‏ الاسقاط الذي يعطي الهبوط الملائم . تحتاج الخطوة الثانية 

إلى فكرة جديدة OY‏ المتابعة في الاتجاه ذاته غير مفيدة . 
اقتراح كارما ركار هو تحويل “د إلى الوضع ال مركزي LD‏ =ء . تبديل المتغير 
هذا يغير المسألة» ولذاء op‏ الخطوة الثانية تسقط » الجديد على الفضاء الصفري AS‏ 
الجديدة . تبديل المتغير هذا (سيقدم فيما بعد) غير خطي لكنه أبسط تحويل . هو CS‏ 
لنقل )04. ,1.96,0, 0.52) = ' + إلى النقطة المركزية ve‏ نقسم مركبات كل متجه 
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على هذه الاعداد الثلاثة . بقول آخر» نضع هذه الاعداد في مصفوفة قطرية D‏ ونيدل 
سلم قياس كل متجه بواسطة D”‏ 


0.52 
1,96 


D= |‏ و ا Hr"‏ 
004 1 
نحن من جديد في المركز بفراغ كاف للحركة رغم أن المجموعة الملائمة قد تغيرت 
(المثلث 28 ) شكل —A)‏ ١ب‏ ) وكذلك متجه التكلفة ». فإن لتغيير سلم القياس 
ay‏ وال x‏ ورین : 
القيد Ax =b‏ يصبح tADX =b‏ 
التكلفة ×" تصبح 2 "ء . 
عندئذ» تأخذ المصفوفة AD‏ مكان A‏ ويأخذ eT Darel‏ مكان ٠"‏ . في مثالنا يحصل 
l talis‏ 
AD =|2 2 1|] D=[1.04 3.92 0.04 |‏ 
c'D=(8 2 7] D=[4.16 3.92 0.28].‏ 
المسألة الجديدة هي جعل ×2 ٠"‏ في نهايتها الصغرى خاضعة للقيود gADX =b‏ × 
0 (الذي يكافىء 0< ). في الامثلة الكبيرة» سيكون للمصفوفة cA‏ « سطراً 
عوضاً عن سطر واحد. تسقط الخطوة الثانية متجه التكلفة الجديد على الفضاء الصفري 
ل AD‏ تتحول المعادلة (A)‏ إلى : 
AD’ Ay =AD°c‏ ثم PDc =De- DA'y‏ )4( 
إنك تملك OY)‏ الطريقة كاملة عدا ما يتعلق بالانطلاق gly‏ . يكن الانطلاق من 
أي نقطة "+ داخل المجموعة الملائمة . في كل خطوة» يغير سلم التخمين الحالي ‏ 
ليأخذ موقع النقطة (11....1) c e=‏ ثم» يعطي الاسقاط (4) اتجاه الخطوة في 
المتغير الجديد. ناتج هذه الخطوة هو va"‏ 
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عملية تغيير سلم القياس 
)١(‏ تكوين مصفوفة قطرية 2 من مركبات “+ ليكون : 
D xk =(1, 1, ..., 1) =e.‏ 
(؟) ب D‏ هذه» يحسب المسقط 226 في المعادلة )4( 
(Y)‏ يعين العدد 5 بحيث يكون ل ع 12« 5 -ء مركبة صفرية . 
() اختزال ples‏ » (مثل 96 -») . 
)0( المتجه الجديد هو x Mex sDPDe‏ 


تنتقل الخطوة + في المتغير الذي JÉ‏ سلم قياسه من »إلى »2 5-». في المتغيرات 
الاصلية» تتحول من “إلى 5286 . لنقم بهذه الحسابات في JA‏ منطلقين من 


tx? iz’ 
y=12 أو‎ 16.45y = 19.7 تصبح‎ AD? ATy = AD 
4.16 1.04 291 
PDe =| 3.92 | - 1.2] 3.92 | =| - 0.78 |. 
0.28 0.04 0.23 


سيجعل طول الخطوة s=1/2.91‏ المركبة الأولى صفراً عندما نطرح sPDe‏ من 
(1,1.1) -» . الخطوة 33. = 96/2.91. = ء أكثر محافظة . لذاء فإن ”× الجديد و 
ttle? = DX?‏ اة : 


, | 0.02 0.040 
x” =| 2.46 | و‎ X? =e- (.33)PDe =| 1.257 |. 
0.04 0.924 


نتحقق من أن x”‏ واقع في المجموعة الملائمة : = 04. +492 + 04. = 2x + 2r, +x‏ 
5. إنه قريب جداً من القرنة © التى مركباتها (0,2.5,0). إنناء aS‏ على 
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قرب كاف من الخطوة الأخيرة من طريقة كارماركار . معرفة أية قرنة هي الفضلى 
jaa‏ إليها.. Ls‏ يعلم أن النقطة المثلى هي واحدة من الرؤوس 0.8 ,7 . وبخطوتين 
من هذه الطريقة » تمكنا من تعيين القرنة الصحيحة © . 
كان كل العمل في الخطوة 2 من الطريقة التي هي اسقاط محمل . بلغة 
البند (5-7)» op‏ المصفوفة المحملة هي 17-2 والجداء ۷ "۷هو D?‏ تعطي 
ا معادلة النظامية المحمّلة cy‏ وسيكون حلها مسألة اساسية من الحبر الخطي العددي : 
Oe) (AD’ATY =A Dc.‏ 
الطريقة النظامية لحساب «هي الحذف . ينجح ذلك في مسألة صغيرة» وكذلك 
في مسألة كبيرة إذا بقيت جميع المصفوفات متناثرة . تقوم طريقة غرام-شميدت البديلة 
تقويم أعمدة DAT‏ وهي غالية رغم أنها تجعل بقية الحسابات سهلة . الطريقة 
المفضلة من أجل المسائل الضخمة هي طريقة التدرج المشتق . وهي شبه مباشرة تعطي 
الجواب الصحيح بشكل أكثر بطءً من الحذف» لكنك ستسير جزءاً من الطريق ثم 
تتوقف . (لاييكنك الوقوف في منتصف طريق الحذف). إن فكرة التدرج المشتق 
«بالشروط المسبقة» التي تعطي ذلك بالتدرج مو صو فة في كتابي Introduction To Applied‏ 
Mathematics ( Wellesley - Cambridge Press )‏ . 
تسعى طريقة كارماركار الاصلية وراء تغيير سلم القياس ×" 2 الذي يبقي 
التكلفة خطية . بدلاً من ذلك» يوجد «تحويل إسقاط» إلى D're Dx‏ يحتاج 
ذلك إلى برهان كون التقارب وفق كثيرة حدود زمنية» إلا أنه عملياً» يستخدم تغيير 
سلم القياس . lie‏ لقد حققت الطريقة و عدلت لتشمل كل شيء ومددت DL‏ المثالية 
غير الخطية . أعتقد أن طريقة كارماركار ستبقى حية ؛ إنها طبيعية وجذابة . شأنها شأن 
كل فكرة جديدة في الحساب العلمي» قد تنجح في بعض المسائل وقد تفشل 
في مسائل أخرى . تبقى طريقة الإفراد ذات قيمة هائلة وكذلك جميع مواضيع 
البرمجة الخطية التي اكتشفت بعد قرون من المعادلات الخطية Arab‏ لكنها 
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شاركت في الافكار الاساسية للجبر الخطي . إن أهم تأثيرات هذه الأفكار هي نظرية 
الثنوية التي تأتي بعد هذا البند. 


\-Y-A 


¥-Y-A 
¥=Y=A 


oul 
: إجعل ,× - ,۸+ ند في نهايتها الصغرى ضمن القيود‎ 


2x, -4x2 + وعد+ وبر‎ =4 
3x, +5x2 + وير‎ +5 =2. 


أي واحد من المتغيرات a as,‏ ينبغي أن يدخل الاساس وأي المتغيرين 
«ينبغي أن يخرج منها؟ احسب المتغيرين الاساسيين الجديدين وكذلك 
قيمة التكلفة عند القرنة الجديدة . 

بعد خطوة الإفراد السابقة» هيء الخطوة التالية وفسرها. 

افرض » في المثال الوارد بعد A)‏ ج ) » أن التكلفة أصبحت د23 
بحيث يصبح متجه التكلفة بعد اعادة ترتيبه» (0,1,3,0) -6. برهن أن 
20 . لذاء فإن القرنة ٣‏ مثلى . 

إذا كانت دالة التكلفة الأصلية هي oxy‏ بحيث تصبح ١‏ بعد اعادة 
الترتيب (1,1.0-,0) = »عند النقطة P‏ احسب + وقرر أي عمود» 
سيدخل الاساس. احسب بعدئذ » " 8 واستنتج من إشارته أنك لن 
تقابل قرنة أخرى. إننا نصعد على محور «في الشكل )٤-۸(‏ و x-y‏ 
تسعى إلى ٥‏ - . 

في المثال نفسه» استبدل بدالة التكلفة الدالة 3 x+‏ تحقق من أن طريقة 
الإفراد تأخذك من إلى © إلى 8 وأن القرنة ۸مثلى. 


\*-Y-A 
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تتكون المرحلة الأولى من إيجاد حل أساسي ملائم لنظام = ×4 . بعد 
تغيير الإشارات لتصبح 0< ob‏ انظر في المسألة التي تقتضي إيجاد النهاية 
الصغرى للدالة ...+ w, +w,‏ ضمن الشروط = ۷+ x20,w20, Ax‏ 
b‏ . إذا كان للنظام Arab‏ حل غير سالب » فان القيمة الصغرى للتكلفة 
في هذه المسألة سوف تكون صفراً ويكون 0= س 
أ) بين أنه » بالنسبة للمسألة الجديدة code‏ تكون القرنة 0= س ,0 دم 
أساسية وملائمة معاً. لذاء OP‏ مرحلتها الأولى قد تمت فعلاً ويمكن 
لطريقة الإفراد أن تعمل لإيجاد الزوج الأمثل «د, ' + . إذا كان 0= س 
فسوف تكون ex”‏ القرنة المطلوبة في المسألة الأصلية . 
ب) إذا كانت [ 1- 1 ] -4 و [3]-5 فاكتب المسألة المساعدة ومتجه 
مرحلتها الأولى 0 -دو HIS yw =b‏ متجهها الأمثل . أوجد قرنة 
المنطقة الملائمة 3= ,+ - »,0< ,+ < ,د وارسم شكل هذه المنطقة . 
إذا أردنا أن ad‏ القيمة العظمى بدلا من القيمة الصغرى لدالة التكلفة 
(مع الاحتفاظ ب 0< :,( - ممه)» فماذا يكون اختبار التوقف على r‏ 
وماهي قواعد اختيار عمود من N‏ ليدخل الأساس وعمود من 8 ليصبح 
i>‏ 
أوجد القيمة الصغرى للدالة tx,‏ ×2 ضمن الشروط : 

De S 12, x1 a US 20.‏ + رمد رك ودس x,‏ 
حقق العكس في (O)‏ وبرهن أن SABE‏ »=« 8 في عمودها k‏ . 
لذاء BE OP‏ هي المصفوفة الاساسية الحقيقية للتوقف التالي» ETB?‏ 
هي معكوسها و "£ تغير المصفوفة الأساسية بصورة صحيحة. 
نفرض أننا نريد جعل ,+ - × في نهايتها الصغرى ضمن القيود : 
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2x, -4x2 + وعد‎ =6 


ai < 0 JS) 


3x, + 6x2 +x4 = 2 


انطلاقاً من (0,0,6,12) = cx‏ هل يمكن ل ,× أو ,× أن يزيد من قيمته الحالية 
الصفرية؟ إلى أي مدى يمكنه أن يزداد قبل أن تدفع المعادلات ,دو x,‏ 
نحو الصفر؟ ماهى قيمة × فى هذه النقطة ؟ 


١-8‏ من أجل المصفوفة -A (AA Y'A‏ 1= » برهن أنه إذا كان فى 


VATA 


\Y-Y=A 


VEYA 


\o-Y-A 


الفضاء الصفري ل 4 فان Prax‏ يبقى الفضاء الصفري كما هو تحت 
تأثير الاسقاط . 

تغير التكلفة في الخطوة الأولى من كارماركار هو L Av =se Pe‏ 
برهن أنها تساوي ”|| c- s| Pe‏ لذاء فإن التغير سالب والتكلفة 
(أ) اجعل التكلفة ,8+ :4+ x= Sx‏ » في نهايتها الصغرى على المستوي 
3 - +++ × » وذلك باختبار الرؤوس POR‏ حيث لايتقاطع S‏ 
مع المطلوب 0< -x‏ 

(ب) اسقط (5.4,83) -» على الفضاء الصفرى ل [1 1 1]-4 وأوجد 
خطوة النهاية العظمى ‏ التي تبقي Pe‏ 5- » غير سالبة. 

اختصر دفي التمرين السابق ب 98 a=‏ لانهاء الخطوة قبل الحدود واكتب 
المصفوفة القطرية D‏ . ارسم المثلث الملائم الواقع في المستوي = A DX‏ 
3» بعد الخطوة الأولى من طريقة كارماركار. 

في التمرين GLI‏ أنجز خطوة ثانية في طريقة كارماركار وقارن x?‏ 
بالمتجه في القرنة المثلى للمثلث .PQR‏ 
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8 - ۳ نظرية الثنوية 

ابتدأ الفصل الثاني بالقول: إنه بالرغم من أن طريقة الحذف تعطي أسلوباً لحل 
النظام =٥‏ ×4 إلا أنه من الممكن تصورفهم مختلف وأكثر عمقاً لذلك . إن هذا الامر 
ينطبق كذلك على البرمجة الخطية . تحل آلية الإفراد البرنامج الخطي ولكن» في 
الحقيقة» يقع مبدأ الثنوية في مركز أسس هذه النظرية . إنها فكرة بارعة وهي في الوقت 
نفسه أساسية بالنسبة للتطبيقات ؛ سوف نشرح ذلك بقدر مانفهم . 

إنها تبدأ بالمسألة القياسية : 


المسألة الأصلية tel‏ النهاية الصغرى للدالة cx‏ ضمن الشروط x 20,Ax Zb‏ 


لكن» الآنء بدلا من أن نكوّن مسألة مكافئة تحتوي على معادلات عوضاً عن 
متراجحات» فإن الثنوية تحدث مسألة مختلفة LE‏ تنطلق ا مسألة الثنوية من ا معطيات 
»,ل نفسها ويقلب كل شىء . فى المسألة الاصلية» كانت » فى دالة التكلفة و b‏ 
مدو tates oll‏ ای الله لاه بالاضافة إلى ذلك» فإن إشارة 
dowel ll‏ تتغير ويضيح التغير الجديد تومته سطرء وتكون المجموعة اللاقمة URE‏ ب 
Se‏ 4«ربدلاً من 5< ×4 . ختاماًء فإننا هنا نجد القيمة العظمى بدلاً من القيمة 
الصغرى . أما الشيء الوحيد الذي يبقى كما كان فهو شرط عدم السلبية ؛ المتغير له 
(AS om‏ ويجب أن يحقق الشرط 0< «. باختصارء إن (ثنوية ) مسألة القيمة 
الصغرى هي مسألة قيمة عظمى : 
المسألة ال مرافقة أوجد النهاية العظمى للدالة طرضمن الشروط yA <c‏ ,0< ر 


00) i i 
. المسألة المرافقة لهذه المسألة هي مسألة القيمة الصغرى الاصلية"'‎ 


)1( هناك تناظر تام بين المسألتين . بدأنا بإيجاد القيمة الصغرى» ولكن طريقة الإفراد تطبق ب* 
g 1‏ 
مشابه على القيمة العظمى . بأي طريق تحل المسألتان في وقت معاً. 
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من الوضح أنه يجب أن أشرح لك بعض الشىء حول هذه الامور المعكوسة . 
إنها تخفي نوعاً من المنافسة بين القيم الصغرى والقيم العظمى . وأوضح شرح لذلك 
يأتي من خلال العودة إلى مسألة الحمية التي آمل أن تتبعها مرة أخرى . تحوي مسألة 
القيمة الصغرى «مجهولاً AE‏ #طعاماً مختلفاً تقدم بكميات (غير سالبة) :د 
wall‏ . أما القيود التي عددها ‏ فانها تمثل «فيتاميناً مطلوباً» بدلاً من الشرط الوحيد 
الذي سبق ذكره حول كمية البروتين اللازمة . العدد Jisa‏ كمية الفيتامين si‏ 
الطعام j‏ ويتطلب السطر :في النظام م < ×4 أن تحتوي الوجبة على ذلك الفيتامين 
بكمية لاتقل عن , 8. وختاماًء إذاكانت pe,‏ تكلفة الطعام sj‏ عندئذ» تمثل الدالة 
fae grea lll ie Sse +. che x ex‏ .حال bn, [ATS‏ پاق 
WLW Lal a ae‏ 

في المسألة المرافقة» يبيع الصيدلي فيتامينات بدلاً من الطعام . تعتبر أسعاره  y‏ 
قابلة للتعديل مادامت غير سالبة . الشرط الرئيسي» على كل حال» هو أنه لايمكن أن 
يتقاضى أكثر من البقال عن كل طعام. لما كان الطعام زيحوي فيتامينات بكميات 
مقدارها ca j‏ فان السعر الذي يتقاضاه الصيدلي بالكمية المقابلة للفيتامينات لايمكنه 
أن يزيد على سعر البقال e‏ هذا هو القيد »> yA‏ ضمن هذا القيد» بإمكانه أن يبيع 
كمية مقدارها ٣‏ من كل فيتامين بمبلغ اجمالي b +...+« b =yb‏ نروهو يسعى لجعله 
أعظم ما يمكن . 

يجب أن نتبين أن المجموعتين الملائمتين بالنسبة للمسألتين مختلفتان فيما بينهما 
تماماً. فبينما الأولى مجموعة جزئية من "۸ معينة بالمصفوفة 4 وممتجه الشروط 
cb‏ جد أن الثانية مجموعة جزئية من eR”‏ تتعين بوساطة منقول 4 والمتجه ». بالرغم 
من ذلك» فانه حينما نأخذ دالتي التكلفة في الحسبان» فإن المسألتين تضمان المعطيات 
نفسها Abe‏ . إن نظرية البرمجة الخطية بأكملهاء مرتبطة بالعلاقة بين هاتين 
المسألتين . نصل مباشرة إلى النتيجة الاساسية : 
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8 نظرية الثنوية : إذا كان للمسألة الاصلية أ وللمسألة المرافقة متجه أمثل » فسيكون 
SLY‏ المرافقة كذلك وله القيمة ذاتها . تكون النهاية الصغرى للدالة cx‏ مساوية للنهاية 
العظمى للدالة «:. إذا لم يكن هناك حل أمثل» فهناك امكانان: إما أن تكون 
المجموعتان الملائمتان خاليتين أو تكون إحداهما خالية والمسألة الأخرى غير محدودة 
(القيمة العظمى + أو القيمة الصغرى ٠‏ ) . 


إذا كان لكل من المسألتين متجه ملائم فان لهما متجهين أمثلين عدو"( بالاضافة 
vex =y DOS‏ 

من ناحية رياضية » يسوي ذلك المنافسة بين البقال والصيدلي : النتيجة دائماً 
تعادل . سوف نجد في نظرية اللعب» نظرية أصغر قيم عظمى مشابهة ونظرية توازن 
مشابهة . هذه النظريات لاتعني أن المستهلك لايدفع شيئاً مقابل وجبة مثالية» ولا يوجد 
أي سبب اقتصادي كي يفضل الفيتامينات على الطعام . رغم أن الصيدلي يضمن منافسة 
البقال على كل طعام ‏ ومن أجل الطعام الغالي الثمن مثل زبدة الفول السوداني فإن 
الصيدلي سيبيع بأرخص الأسعار . سنلاحظ أن الأطعمة الغالية ستبتعد عن الوجبة 
المثلى إلا أن النتيجة هي التعادل . 

يكن لهذه النتيجة أن تظهر كش ol‏ إلا أنني آمل أن لاتكون واهماً. يحوي 
مجه الامثل المعلومات الحاسمة . في المسألة الاصلية» "+ يخبر ما على الشاري أن 
يفعل . في المرافقة ' « يحدد الاسعار الطبيعية (أو «أسعار الظل» التي يجري وراءها 
الاقتصاد. بقدر ما يعكس نموذجنا الخطي الاقتصاد الحقيقيء تمثل هذه المتجهات 
القرارات التي يجب تنفيذها. لايزال هناك ضرورة لحسابها بطريقة الإفراد؛ تخبرنا 
نظرية الثنوية عن خواصها الأكثر أهمية. 

تويك أن dla, dh, las‏ قدميهو لكا besl‏ أنه يكن للصيدلي أن يرفع 
أسعاره حتى تلائم أسعار البقال ولكن الأمر غير ذلك . بالاحرىء الجزء الأول هو 
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الذي يقع : لما كان يكن تبديل كل طعام بالفيتامين المكافىء له دون زيادة في التكلفة 
فان على كل وجبة مناسبة أن تكون كلفتها مساوية على الاقل» لأي سعر يفرضه 
الصيدلي . إنها متراجحة باتجاه واحد» أسعار الصيدلي < أسعار البقال» إلا أنها 
أساسية . إنها تدعى الثنوية الضعيفةٌ» ومن السهل أن نبرهن من أجل كل برنامج 
4ه إذا كان × و ر متجهين ملائمين في مسألتي النهاية الصغرى والعظمى فانه يتحقق 
مايلى yb sex‏ . 

البرهان با أن المتجهين ملائمان» لذاء فهما يحققان: 


> شر و Ax 2b‏ 
وبما أن الملاءمة تحوي 0< y <0 yx‏ لذاء فإن الضرب الداخلي لن يغير من جهة 


المتراجحات: 

20020) yAx 2yb و‎ yAx Sex. 
وبا أن الطرفين الأيسرين متطابقان» لذاء فإننا نحصل على الثنوية الضعيفة‎ 
lbs ox 


هذه المتراجحة ذات الاتجاه الواحد سهلة الاستعمال. أولاً لأنها تمنع هاتين 
المسألتين من أن تكونا غير محدوذتين؟ إذا كانت yb‏ كبيرة إلى حد كبير فلا يكن أن 
يوجد متجه ملائم + وإلا فاننا سنخالف مه > ط«. بشكل مشابهء إذا كانت المسألة 
الاصلية غير محدودة_دالة التكلفة ex‏ تسعى إلى - » فإنه لايمكن أن يكون للمسألة 
المرافقة متغير ‏ ملائم . 

الأمر الثاني» وهو من الاهمية ذاتها : نستطيع أن نقرر» مباشرة» أن أي متجه 
يحقق المعادلة - ط رهو متجه أمثل . عند تلك النقطة» يتساوى سعر البقال مع سعر 
الصيدلي ونجد الوجبة المثلى والفيتامينات المثلى بحيث لن يكون للمستهلك خيار بين 
الأمرين: 
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۸ و إذا كان دو «متجهين ملائمین وكان 25 -+ء فان + ور أمثلان . 


البرهان: وفقاً ل8 ه» ليس هناك متجه ملائم « يكن أن يجعل 5« أكبر من 
cx‏ با أن ريحقق هذه القيمة» لذاء فهو أمثل . بشكل مشابه ليس هناك متجه ملائم 
× يكن أن يجعل ×» أقل من 5( و أي + يحقق هذه النهاية الصغرى لابد وأن يكون هو 
fi‏ 

سنقدم مثالاً بنوعين من الطعام ونوعين من الفيتامينات . لاحظ كيف تظهر AT‏ 
عندما نكتب المسألة المرافقة se OY‏ 4< من أجل متجهات أسطر تعني "© > "ر "۸ من 
أجل متجهات أعمدة . 
الاصلية: أوجد النهاية الصغرى ل ,44+ x‏ المرافقة: أوجد النهاية العظمى ل ,72+ ر6 


شرط. x,20,x%,20,‏ شرط ,0 < و« ,0 < رلا 
2x, +x, 2 6 bys‏ شرط 1 > 2y, +5y,‏ 
+3y, $4. bys 5x, +3x,27. bps‏ رر 


اختيار 3= ,دو 0= ملائم بتكلفة قدرها 3 -,:4+ × . في المسألة المرافقة» يعطي y,‏ 
y,=0‏ , 1/2 = القيمة نفسها 3 -,72 + «6 . لذا فان هذين المتجهين أمثلان . 

يبدو ذلك سهلاً إلى حد كبير. بالرغم من ذلك لابد لنا من نظرة فاحصة لمعرفة 
مايحصل عندما تصبح المتراجحة yb Sex‏ في dad‏ ما معادلة . إن ذلك at,‏ حساب 
التفاضل حيث الجميع يعلم شرط النهاية العظمى أو النهاية الصغرى : المشتقات الأول 
تساوي الصفر . من ناحية أخرى» قد ينسى أن هذا الشرط يتغير تماماً عند وجود قيود . 
إن أفضل مثال لذلك هو الخط المستقيم المائل نحو الأعلى» مشتقته لاتساوي الصفر 
hay!‏ لذا يفشل حساب التفاضل هناء والقيمة العظمى تقع عند الطرف الأيمن للفترة . 
LU coda‏ ا حالة التي نواجهها في البرمجة الخطية . هناك متغيرات أكثر والفترة تصبح 
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مجموعة ملائمة ذات أبعاد متعددة» لكن ما يبقى هو أن القيمة العظمى كذلك تقع 
عند قرنة من قرنات المجموعة الملائمة . بلغة طريقة col BV‏ إن هناك حلاً أمثل +« وهو 
أساسي : له ”م ركبة غير صفرية فقط . 

المسألة الحقيقية في البرمجة الخطية هي في تحديد هذه القرنة. ومن أجل 
ذلك» يجب أن نقبل أن حساب التفاضل ليس» LLE‏ »دون فائدة. ليس الأمر بعيداً 
من ذلك إذ إن طريقة « معاملات لاغرانج» سوف تعيدنا إلى المشتقات الصفرية عند 
إيجاد النهايتين العظمى والصغرى . وفي الحقيقة» ا متغيرات ا مرافقة رهي» LE‏ 
معاملات AL ZY‏ المتعلقة بمسألة إيجاد النهاية الصغرى للدالة cx‏ هذه الحيلة 
هي » أيضاًء مفتاح البرمجة غير الخطية. إن شروط النهايتين العظمى والصغرى 
المقيدتين سوف تظهر» رياضياً» في المعادلة (7)» إلا أننا نود أن نعبر عنها هنا بتعابير 
اقتصادية : ستكون الوجبة ×واسعار الفيتامينات «أماثل عندما : 


)1( لايبيع البقال شيئاً من أي elab‏ يزيد سعره على سعر الفيتامين المكافىء . 
(Y)‏ لايطلب الصيدلي أي ثمن لفيتامين متوافر بزيادة في وجبة الطعام . 


فى المثال» oy x=0‏ الطعام tl‏ غال عدا !3 يزيد سعره عن سعر الصيدلى حيث 
أن 4< +3y‏ «متراجحة فعلية 0>4+ . بشكل مشابه سيكون 0= «إذا زادت كمية 


2 


الفيتامين عن الحد المطلوب ؛ إنه «طعام مجاني" وهذا يعني أنه بدون أية قيمة . يتطلب 
المثال سبع وحدات من الفيتامين الثاني إلا أن الوجبة مزودة فعلاً ب 3×,=15+ Sx‏ . 
وبذلك» نحد 0-,: . بامكانك أن ترى كيف أصبحت نظرية الثنوية مستكملة ؛ فعندما 
يتحقق القيدان Lee‏ » عندئذ» فقط. يكون لدينا حلآن أمثلان. 

من السهل فهم شروط ا ملاءمة الأمثلية هذه بلغة المصفوفات . نقارن المتجه Ax‏ 
بالمتجه 0 (تذكر أن شرط الملاءمة يتطلب «< (Ax‏ ونبحث عن المركبات التي تفشل من 
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أجلها المساواة. هذا يقابل الفيتامين الذي ازدادت كميته عن الحاجة المطلوبة» ولذاء 
فإن سعره 0= « . في الوقت نفسه» نقارن 4ب » ونتوقع أن تقابل المتراجحات الفعلية 
(أطعمة باهظة الشمن)العلاقة 0= x‏ (اهمال الحمية). هذه هي «الشروط ا متراخية 
الاضافية" في البرمجة الخطية وشروط (Kuhn - Tucker»‏ في البرمجة غير الخطية . 


۸ ز نظرية التوازن: لنفرض أن المتجهين الملائمين ×و «يحققان الشروط المتراخية 
الاضافية : 


(Y) x=0 فإن‎ 0A). <c فإن 0= «وإذا كان‎ (Ax) >b إذا كان‎ 
J L ¥ 1 i i 


حينئذ » يكون ادو رأمثلين» وبالعكس فان المتجهين الامثلين › يحققان (۲) . 


البرهان: المعادلات التي تعتبر مفتاح JAI‏ هي : 
yb = y(Ax) = (yA)x = ¢‏ ۳( 

dole‏ تكون المعادلة الوسطى» فقط» أكيدة. أما بالنسبة للمعادلة الأولى فنحن 
نعلم أن 0< رو 2b‏ عم ولذاء yb Sy (Ax) Op‏ . اضافة إلى ذلك» فإن هناك طريقة 
واحدة تتحقق من أجلها المساواة : ف يكل مرة يقع التناقض b > AR)‏ يكون العامل 
. الذي يضرب بهذه ا مركبات مساوياً الصفر . لذاء op‏ هذا التناقض لايضيف شيعاً 
إلى الضرب الداخلي وتبقى المساواة محفوظة . 

كذلك» الامر صحيح بالنسبة للمعادلة الأخرى: الملاءمة تعطي 0 < × 
Sc y‏ 24 ولذاء -yAx Sex OP‏ نحصل على التساوي عندما يتحقق الشرط المتراخي 
الثاني : إذا كان هناك زيادة في السعر © > («4)ء فان ذلك سيلغي نتيجة الضرب ب 
0= . يتركنا ذلك مع =cx‏ طرفي المعادلة (۳) الاساسية» وهذه المساواة التي تضمن 
(وهي التي كانت قد ضمنت ) مثالية Ly gt‏ 
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برهان الثنوية 

هذا يكفي من أجل المتراجحة yb Sex‏ . لقد كان من السهل برهانهاء ومن 
خلالها» حصلنا على اختبار سريع للمتجهات الأماثل (إنها تحولها إلى مساواة) . وقد 
اعطيت الآن شروط متراخية لازمة وكافية . الشيء الوحيد الذي لم يعمل هو أن نبين 
أن المساواة ×=« ممكنة حقاً. ولن تكتمل نظرية الثنوية قبل أن نحصل على المتجهين 
الامثلين اللذين لا يمكن الحصول عليهما بعمليات بسيطة . 

لكي نحصل عليها نعود إلى طريقة الإفراد التي كنا قد حسبنا بواسطتها الحل 
الامثل ×. مسألتنا هي تعيين الحل الامثل «وفي الوقت نفسه توضيح أن الطريقة 
تتوقف في المكان الصحيح المناسب للمسألة المرافقة (بالرغم من أنها صممت لحل 
المسألة الاصلية) AI.‏ لنذكر كيف انطلقنا . جعلت المتراجحات 2b‏ ×4 التي عددها 
om‏ معادلات بادخال متغيرات التراخي ٠‏ - ×4 =« وإعادة كتابة شروط الملاءمة كما 
يلي : 


(£) HRT BE 


لقداختارت كل خطوة من خطوات الطريقة «عموداً من المصفوفة الكبيرة 
A -/ [‏ لتكون اعمدة اساسية ولإزاحتها (نظرياً على الاقل إذا لم يكن فيزائياً) إلى 
المقدمة» ينتج عن ذلك N]‏ 8]وتم» تبعاً لذلك» إزاحة مقابلة في متجه التكلفة 
الطويل 01 ]١‏ واعيد ترتيب مركباته لتصبح [,» Le‏ إن شرط التوقف الذي ينهي 
طريقة الإفراد» كان: „rac e B N<0‏ 

نعلم أن الشرط 0< «قد تق أخيراً OY‏ عدد القرنات محدود . وحينئذ تكون 
التكلفة الاصغرية : 


(0) التكلفة الأصغرية‎ cx = [cn ex] م‎ b | =cpB 'b 
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إذا امكن اختيار ‏ 8, y=‏ في ا مسألة ا مرافقة عندئذ يكون من ا مؤكد أن »= yb‏ 
2 العهاية السعرى راه اة المظمى ا وجاك لقا لاد ادح ان رقن وة 
المسألة المرافقة: <c‏ ۸4 رو 0< y‏ . علينا أن نبرهن أن: 
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عندما تعاود طريقة الإفراد إزاحة المصفوفة الطويلة والمتجه الطويل فى CV)‏ بهدف 
وضع المتغيرات الاساسية في البداية» فان ذلك يؤدي إلى إعادة ترتيب القيود على 
النحو التالي : 


(v) قاع‎ N] s [ca ex} 


بالنسبة لاختيارنا " 6.8 - ey‏ فان النصف الأول مساواة أما النصف الثاني فإنه 
eee BUN Sc,‏ ذلك شرط التوقف 20 الذي نعلم أنه محقق . لذاء فإن y‏ 
ملائم وبذاء تكون نظرية الثنوية قدتم برهانها . بتحديد مكان المصفوفة الحرجة 8 التي 
هي من النوع Xm‏ والتى هى غير شاذة مادام التردي غير تمكن. تكون طريقة 
الإفراد قد أوجدت MAS yy”‏ × . 


اسعار الظل Shadow Prices‏ 
كيف تتغير القيمة الصغرى لدالة التكلفة مع تغير الطرف الأيمن ”أو تغير متجه 
التكلفة Se‏ إنه سؤال يرتبط بموضوع تحليل ا حساسية» ويسمح OL‏ نستنبط من 
طريقة الإفراد مجموعة من المعلومات الاضافية التي تحتويها . بالنسبة لرجل الاقتصاد 

أو المديرين التنفيذيين» سيكون لهذه الأسئلة حول التكلفة الهامشية أهمية بالغة . 
إذا سمحنا بتغيرات كبيرة في ١‏ أو »فان الحل سوف يتصرف بصورة متوترة . 
فعندما يزداد سعر البيض فسيكون هناك مرحلة يختفي فيها البيض من الغذاءء وبلغة 
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البرمجة الخطية» يعني ذلك أن المتغير ... « سوف ينتقل من متغير أساسي إلى متغير 
حر. ولكي نتابع ذلك بدقة» علينا أن ندخل مايسمى بالبرمجة الوسيطية . لكنء إذا 
كانت التغيرات صغيرة» الامر الاكثر احتمالاً» فان القرنة الت يكانت مثلىتبق ىكذلك » 
والمتغيرات الاساسية المختارة لن تتأثر . بتعبير آخر» إن 9B‏ سوف تظلان كما هما. 
هندسياًء يعني ذلك أننا أزحنا المجموعة المواتية قليلاً (بتغيير 0 ): وأننا أملنا قليلاً جماعة 
المستويات لتقترب من تلاقيها (بتغيير ©)؛ فإذا كانت هذه التغيرات صغيرة يحدث 
الاتصال Voi‏ عند القرنة ذاتها (بإزاحة طفيفة) . 

في نهاية طريقة الإفراد؛ عندما يصبح الاختيار الصحيح للمتغيرات الاساسية 
معلوماًء تكون الأعمدة المقابلة لها من المصفوفة 4 مصفوفة أساسية 8 . عند تلك 
القرنة» نجد: 

c Bib -« b = التكلفة الأصغرية‎ 

وعلى هذاء فإن تغيراً مقداره Ab‏ سوف يغير القيمة الصغرى لدالة التكلفة يما 
يعادل Ab‏ «. يعطي cy”‏ حل ا مسألة ا مرافقة» معدل تغير القيمة الصغرى لدالة التكلفة 
(مشتقتها) بالنسبة إلى تغيرات . تدعى مركبات y‏ أسعار الظل وهذا أمر معقول؛ 
إذا ازداد الطلب على الفيتامين b,‏ بمعدل A‏ وكان سعر الصيدلي 7 وكان مزاحماً» 
LE‏ للبقال» فان كلفة الغذاء (سواء من عند الصيدلي أو البقال) ستزداد بمقدار 
4 . في الحالة التي يكون فيها Lavy)‏ سيكون الفيتامين By‏ سلعة مجانية» ليس 
لتغير بسيط على طلبه أي أثر» لقد حوى الغذاء منه أكثر من الحاجة . 

سوف نعرض الآن سؤالاً مختلفاً. لنفرض أننا نصر على أن تحوي وجبة الطعام 
عدداً صغيراً من البيض ؛ يتغير شرط عدم السالبية ليصبح 8< ». كيف يؤثر ذلك 
على دالة التكلفة ؟ 

لو كان البيض ضمن الوجبة المثلى لما كان هناك أي تغير فالمتطلب الجديد متحقق 
سلفاً وليس هناك أي إضافة في التكلفة» ولكن» إذا كان البيض خارج الوجبة فإن 
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ذلك يكلف بعض الشيء وتجب إضافة المقدار 5.. الزيادة لم تكن الثمن الكامل e‏ 
5 إذ أننا سوف نقطتع من الاطعمة الأخرى ونعوض جزئياً. هذه الزيادة محكومة 
a‏ فرق التكلفة» للبيض ثمن البيض ناقصاً الثمن الذي دفعناه لمكافئه من الطعام 
الرخيص . OLS‏ ذلك» نعود إلى المعادلة (Y)‏ من البند (۲-۸): 
تكلفة = م١ +cgB 'b=rxy + c48‏ بر( 'N‏ “هوه (cy-‏ 

إذا كان البيض هو المتغير الحر الأول فان زيادة المركبة الأولى من ,+ بمقدارة 
يزيد التكلفة بمقدار 8 . لذاء فإن التكلفة الحقيقية هي ۶ . بصورة مشابهة» يعطي 
المتجه r‏ التكلفة الفعلية لجميع الاطعمة غير الاساسية-التغير في التكلفة الكلية وكذلك 
صفر الحد الأدنى ل x‏ (قيد عدم السلبية) قد تحولا صعوداً. نعلم أن 0< e r‏ بسبب 
كون ذلك اختبار التوقف ؛ يظهر لنا الاقتصاد الشيء ذاته» أي أن السعر المنخفض 
للبيض لايمكن أن يكون سالباً أو سيدخل في نظام الحمية . 


نظرية المتراجحات 

هناك أكثر من طريقة لمعالجة الثنوية. إن الأسلوب الذي اتبعناه لبرهان 
المتراجحة 

cx‏ ك ط«» ثم استخدام طريقة الإفراد للوصول إلى المساواة- كان شرطاً 
مناسباً . إذ إن تلك الطريقة قد وطدت من قبل» ولكن »على كل حال» فقد كان 
برهاناً مطولا. بالطبع» لقد كان برهاناً Ly‏ إذإن ”و ”قد حسبا فعلاً. والآن لننظر 
باختصار إلى أسلوب مختلف يستبعد آلية خوارزمية الإفراد ويتجه مباشرة إلى 
Aaka‏ اعتقد أن الافكار الرئيسية ستكون واضحة (وربما أوضح) إن نحن اهملنا 
بعض التفاصيل . 

إن أفضل توضيح لهذا الأسلوب يأتي من خلال النظرية الأساسية في الجبر 
الخطي . تذكر أن المسألة المطروحة في الباب الثاني كانت حل المسألة 0ه أي إيجاد 
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ash‏ فضاء اعمدة 4 . بعد الحذف وبعد الفضاءات الجزئية الأربعة الأساسية» 
أجيب على مسألة قابلية الحل بطريقة مختلفة» LE‏ فى التمرين .)١١-١-۳(‏ 


4ح إما أن يكون للنظام 6 +4 حل أو أن هناك «بحيث يكون 4-0رو #0 مد . 


هذه هي نظرية البديل» إذ إنه من المستحيل إيجاد ga‏ «معاً: إذا كانت Ax=b‏ 
ob‏ ذلك Gop‏ إلى 0ع yAx= yb‏ وهذا يتناقض مع vAr=0x=0‏ . بلغة الفضاءات 
الجزئية» تعني نظرية البديل ما يلي : إما أن ينتمي 5 إلى فضاء اعمدة 4 وإلا فإن له 
مركبة غير صفرية موجودة في الفضاء oe‏ العمودي الاي عب الغضاء السقري 
الأيسرل 4 . تلك المركبة هي «المطلوبة 

من أجل المتراجحات» نود أن نجد نظرية من النوع ذاته . الموقع الصحيح للبداية 
هو نظام المعادلات Ax = b‏ ولكن» مع القيد الإضافي 0<*. السؤال ليس عن حل 
لنظام المعادلات Arab‏ ولكن عن حل غير سالب . بقول آخرء متى تكون المجموعة 
المواتية غير خالية في المسألة ذات ف Yokes Utell‏ ؟ 

للاجابة عن هذا السؤال » ننظر ثانية إلى تراكيب اعمدة 4. في الباب الثاني » 
عندما كان أي متجه × مقب و لآ كان من الممكن أن يكون b‏ في أي مكان من فراغ الأعمدة . 
أما الآن فاننا نسمح» فقط » بتراكيب غير سالبة» وفي هذه ا حالة» لايمكن للمتجهات 
ط ملء الفضاء الجزئي . بدلا من ذلك» فإنها تمثل بالمنطقة المخروطية المظللة في الشكل 
(I-A)‏ لكل مصفوفة من النوع «×١‏ » يوجد «عموداً في فضاء ذي hinm‏ 
ويصبح المخروط هرما مفتوحاً. في الشكل المذكورء يوجد أربعة اعمدة في فضاء 


)1( لابد أنك لاحظت أن هذا البرهان ليس بناءً ! إذ أننا نعلم فقط أن المركبة موجودة في الفضاء 
الصفري الايسر أو أن ط ينتمى إلى فضاء الاعمدة. 
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ثنائي البعد و 4 من النوع 24 . إذا انتمت ٠‏ إلى هذا المخروط فسيكون هناك حل 
غير سالب للنظام 48-7 وإلا فلا يوجد ذلك . 

مشكلتنا الآن هي أن نتعرف على البديل : ماذا يحدث لو أن «وقعت خارج 
الخروط؟ هذا الامكان موضح بالشكل (V-A)‏ وبإمكانك تفسير الشكل الهندسي 


شكل (5-8) . مخروط التراكيب غير السالبة للأعمدة: م - م حيث 0< ×. 


بمجرد النظر . هناك «مستو زائد فاصل» يمر بنقطة الاصل ونجد أن « يقع في جهة من 
هذا المستوي بينما يقع كامل المخروط في الجهة الأخرى (كلمة زائد الملحقة تعني» 
فقط » أن عدد الابعاد كبير؛ يتكون المستوي . كالمعتاد »من المتجهات العمودية 
على متجه ثابت Cy‏ الجداء الداخلي ل « ب ٠‏ سالب لأن قياس زاويتهما يزيد على 
٠‏ بيئما الجداء الداخلي لا بأي عمود من 4 موجب . بلغة المصفوفات هذا 
يعني أن 0> yb‏ و 0 < 4ر وهذا يمثل البديل الذي كنا نبحث عنه . 

۸ ط إما أن يكون للنظام 0 = 4۲ حل غير سالب وإلا فانه يوجد متجه Leey‏ 
يكون 0< 03yA‏ > دمر 
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شكل (V-A)‏ . ط يقع خارج المخروط مفصولاً بالمستوي العمودي على y‏ 


هذه هي نظرية ا مستوي الزائد الفاصل» وهي نظرية أساسية في الاقتصاد الرياضي » 
أحد المراجع لبرهانها هو كتاب Gale‏ حول نظرية النماذج الاقتصادية الخطية . 
مثال: إذا كان 4-7 فإن المخروط المقابل هو الربع الأول الموجب . أي أن كل طمن 
ذلك الربع هو تركيب غير سالب للأعمدة : 


إذا كان |2|=» فإن 1 


+3 


a 
b= 1 0 


يتحقق البديل الثاني من أجل كل ١‏ واقع خارج الربع الأول: 

yb=-3 تعطي 4<0« إلا أن‎ y=[0 1] op p-f 3 Jos 

هنا المحور x‏ (العمود على محور «) يفصل عن الربع الموجب . 

تقودنا هذه النظرية مباشرة إلى متتالية كاملة من بدائل مشابهة (Gale jail)‏ في 
الحقيقة» قد تعتقد أنه عندما يكون بديلان فإن أحدهما ينع الآخرء فاذا لم يتحقق 
أحدهما فلابد أن يتحقق الآخر . مثال ذلك» من المستحيل لفضاء جزئي 5 ومتممه 
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المتعامد” ؟ أن يحويا bes‏ متجهات موجبة : سيكون جداؤهما الداخلي موجباً بينما 
يكون الجداء الداخلي لمتجهين متعامدين مساوياً الصفر. من جهة أخرى» ليس من 
المؤكد تماماً أن 5 أو “5 يحوي متجهاً موجباً » يکن أن يكون 5 محوز × و 
57 محور cy‏ في هذه الحالة» Ob pe‏ فقط » المتجهين شبه الموجبين [0 1] و 
]1 0]. ما يجدر ذكره هو أن نظرية البدائل الضعيفة هذه صالحة للعمل . إما أن 
يحوي 5 متجهاً موجباً × أو يحوي ” S‏ متجهاً شبه موجب « . عندما يكون كو “5 
مستقيمين متعامدين في المستوي فمن السهل أن نرى أن واحداً منهما يجب أن يدخل 
الربع الأول؛ لكن الأمر ليس واضحاً لي في الابعاد العليا. 

بالنسبة للبرمجة الخطية » تظهر البدائل المهمة e‏ عندما تكون القيود متراجحات 
على عكس حالة المعادلات . 


۸ي إما أن يكون للنظام 2b‏ ×4 حل غير سالب وإلا فان هناك متجه y‏ بحيث يكون 


-y SO >طرو‎ 0 syA2 0 


تنتج A‏ ي بسهولة من ۸ eb‏ باستخدام المتغيرات المتراخية ط- »4=« لتحويل المتراجحة 
إلى معادلة : 


4-11] |= 


إذا لم يكن لهذه المعادلة حل يحقق 0<×و 0<« فإنه » حسب ۸ ي» يجب أن يوجد 
اربحيث يكون: 

y [4 -7 ]2[0 0], yo<o. 
هذا هو فعلاً» البديل الآخر في 8 ي وهذه هي النتيجة التي تؤدي إلى برهان غير بناء‎ 
في نظرية الثنوية . ولكننا وعدنا أن نتمسك بالهندسة ونهمل التفاصيل الجبرية ولقد‎ 
التزمنا بذلك الوعد.‎ 


\=T=A 


Y-Y-A 


HK 


iA 


1-¥-A 


v-Y-A 
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ماهي المسألة المرافقة للمسألة الآتية: إيجاد القيمة الصغرى للدالة 
,++ ندضمن الشروط 5x20‏ 0 < ى 11g 2x24‏ =+ 
أوجد حل المسألة ومرافقتها وحقق كون النهاية الصغرى تساوي النهاية 
PAA‏ 

ماهي المسألة المرافقة للمسألة الآتية : إيجاد القيمة العظمى ل ,د ضمن 
الشروط 0 < رو 0 < ,رو 3> fy ty,‏ أوجد حل هذه المسألة ومرافقتها . 
لنفرض أن 2A‏ مصفوفة الوحدة (حيث (man‏ وأن المتجهين be‏ غير 
سالبين . وضح BU‏ يعتبر Sab‏ أمثل لمسألة القيمة الصغرى . أوجد 
“رفي مسألة القيمة العظمى وتحقق من أن القيمتين متساويتان . إذا كانت 
المركبة الأولى ل 5 سالبة فماذا يكون حينئذ gx‏ ر. 

كون Ws‏ من النوع | × ایکون فيه >b‏ عدو 0 < pox‏ ملائم» 
والمسألة المرافقة غير محدودة . 

منطلقاً بالمصفوفة | A‏ | | ۸ اختر 6و e‏ بحيث تكون المجموعتان 
الملائمتان Se gx 20,Ax 2b‏ 4ر,0 > رخاليتين. 

إذا كانت pols‏ 4و gh‏ »ء موجبة» بين أن MS‏ من المسألتين الاصلية 
والمرافقة ملائمة . 

بين أن المتجهين (1,1.1.0) -تدو )1,1,0,1( =« ملائمان في المسألة الاصلية 


Wa 


A-Y-A 


AA 


\+--A 


VTA 


۱-۳-۸ 


ثم» بعد حساب »مه و eyb‏ بين كيف يمكنك أن تعلم أن هذين الحلين 
أمثلان. 

حقق أن المتجهين الواردين في التمرين السابق يحققان شروط التراخي 
الإضافية CY)‏ وأوجد متراجحة التراخي في كل من المسألة الاصلية 
والمسألة المرافقة . 

لنفرض أن: | | ]-ء . sfai]‏ .[؟ ]= 4 أوجد الحل الامثل 
HAS yx‏ «وتحقق من شروط التراخي الإضافية (وكذلك 
عن د (yb‏ 

إذا كانت المسألة الاصلية مقيدة بمعادلات بدلا من متراجحات dagl‏ 
القيمة الصغرى UIU‏ : ضمن الشروط «-+4 و 0 < +_عندئذ. 
يكون الشرط 20 wy‏ أهمل في المسألة المرافقة : أوجد القيمة العظمى 
ل ee yb‏ الشروط >٠‏ 4« . بين أن المتراجحة yb > cx‏ لاتزال محققة 
هنا. لماذا كان 0 < رضرورياً في )١(‏ وغير ضروري هنا ؟ يمكن لهذه 
الثنوية الضعيفة أن تكتمل إلى الثنوية الكلية . 

(أ) بدون طريقة col SY‏ أوجد النهاية الصغرى للتكلفة 3x,+ 4x,‏ + ×5 
تحت القيود :0< +x +x 21, 20x 20x‏ × 

(ب) ماهو شكل المجموعة الملائمة © 

(ج) ماهي المسألة المرافقة وما هو حلها ؟ 

إذا كان للمسألة الاصلية الحل الامثل الوحيد or‏ فكيف يمكنك أن 


TT =A 


\&-Y-A 


\o-Y-A 


ie 


1۷-۳-۸ 


\A-Y-A 
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توضح أن تغيراً بسيطاً في » سوف يبقي BAR‏ 

إذا كان ثمن الستيك (قطعة لحم) 3 5 = » وزبدة الفول السوداني 

2 ع وأنهما يعطيان وحدتين ووحدة واحدة من البروتبين على الترتيب 
(المطلوب أربع وحدات) فأوجد سعر الظل للبروتين والسعر المنخفض 
لزبدة الفول السوداني . 

إذا كانت | | | =4 فصف المخروط الناشىء عن تراكيب اعمدتها غير 
السالبة» وإذا كان م واقعاً داخل المخروط» مثلاً (3,2) Lod (b=‏ هو 
المتجه SW x‏ إذا كان Lal yb‏ خارج المخروط » مثلاً (0,1) -0 فما هو 
ancl‏ « الذي يحقق البديل ؟ 

في الفضاء ذي الابعاد الثلاثة » هل بامكانك إيجاد ستة متجهات بحيث 
يملأ مخروط تراكيبهاغير السالبة الفضاء كله؟ lols‏ تقول 
لأربعةمتجهات؟ 

استخدم A‏ ح كي تبين أنه لايوجد حل للمسألة الآتية OY)‏ البديل 


بين أن البديلين فى A‏ ي: ,0 < (Ax 2b,x <0, yA‏ 


c yb <0, y > 0(‏ لايمكن أن يتحققا معاً. إرشاد yAx‏ . 
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5-8 نماذج الشبكة 

لبعض البرامج الخطية بنية تجعل إيجاد حل لها أمراً سريعاً . لقد كان 
ذلك صحيحاً في حل المعادلات الخطية في حالة المصفوفات الجزئية » عندما 
تتواضع العناصر غير الصفرية قرب القطر الرئيسي. في البرمجة الخطية » عندما 
كانت A‏ مستطيلة» فقد كنا نهتم في صنف خاص من المسائل تعرف ببرامج 
الشبكات . مصفوفة ذلك مصفوفة ورود عناصرها ±1 أو (الاغلب أصفار) تحوي 
خطوات المحور فقط جمعاً وطرحاً. يكن هنا حل مسائل أكبر من المعتاد . 

لحسن الحظ » تدخل الشبكات في كل أنواع التطبيقات . فتدفق المنتجات أو 
البشر أؤ cl Lad!‏ كل ذلك خاضع لقانون التيار لكي رتشوف . لاتنوجد السيارات 
ولا تتلف في العقد. من أجل الغاز والزيت والماء»ء صممت برمجة الشبكات أنظمة 
أنابيب كانت أرخص بملايين الدولارات من الشبكات الحديثة (غير المثلى) التصميم . 
Tle cts‏ الزواج - كيف يكن Jar‏ عدد عمليات الزواج في نهايته العظمى 
عندما يكون للخطيبة حق النقض . ليس ذلك هو المسألة الحقيقية ولكنها بعض مايمكن 
لبرمجة الشبكات حله . 

أحد نغاذج الشبكات ظاهر في الشكل (۸,۸). إنها مسألة جعل التدفق في 
نهايته العظمى انطلاقاً من ا منبع (العقدة )١‏ إلى المصب (العقدة .)١‏ القيود هي سعات 
ا خطوط . لايمكن للتدفق أن يزيد على هذه السعات» الاتجاه معين بالاسهم التي 


لاعظمي . 
` لايمكن عكسهاء يكن حل ذلك دون مرجع نظري » ماهو التدفق الاعظم من 
اليسار إلى اليمين ؟ 


المجاهيل في هذه المسألة هي الكميات المنقولة ‏ + من العقدة :إلى العقدة ز. 
ij = z‏ 

قيود السعات هى Bie.‏ 7 التدفق غير سالب (يجري باتجاه السهم)» ودالة التكلفة 
J p,‏ 7 
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شكل (۸-۸). شبكة ذات منبع وحوض وسعات وقاطع : مسألة التدفق. 
هي Gouin‏ الذي يمكننا إدعاء عودته من خلال الأنبوب المنقط . بزيادة التدفق 
الراجع SMi‏ نزيد التدفق الكلى فى المصب . 

هناك قيد آخر يجب ذكره . إنه «قانون الحفظ» الذي يقول : التدفق الداخل فى 
كل عقدة يساوي التدفق ا خارج . هذا هو قانون كيرتشوف في OL AN‏ 

(\) E, -Èx 20, لکل ہ10‎ 

التدفق في العقدة زهو * القادم من جميع العقد ci‏ والتدفق الخارج هو × 
الذاهب إلى جميع العقد 4 . يمكن كتابة التوازن الظاهر في المعادلة (1) AX) pall‏ 
0= حیث ۸هي مصفوفة الورود عقدة ‏ ضلع ‏ حيث لكل عقدة سطر ولكل ضلع 


عمود. 
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سا زع زرا ج لها 06 
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لقانون كيرتشوف 0 GU A=‏ هو نظام من النوع 69: Lee‏ حل . نريد حلاً 
غير سالب ولايزيد على السعات. 

بالنظر في السعات باتجاه الملصب» نلاحظ أن التدفق لايمكنه أن يتجاوز 
6+17 . هل يمكن انجاز ذلك ؟ يمكن لتدفق في (2) أن يجري في الطريق | 
.-2-4-6-١‏ ويمكن لتدفق في (3) أن يجري في 1-3-4-6-1. تدفق اضافي في (1) 
aXe‏ أن يأخذ الطريق الاخفض 1 -6- 1-3-5 التدفق I ASU‏ وليس من الممكن أن 
يكون أكثر من ذلك . كيف يمكنك أن تبرهن أنه قد أمكن الوصول إلى القيمة العظمى؟ 

طريقة التجربة والخطأ مقنعة ولكن الرياضيات حاسمة : الطريقة هي إيجاد مقطع 
في الشبكة تكون فيه السعات كاملة . يفصل القاطع العقدتين 5 6 عن SL‏ العقد» 
للاضلاع الثلاثة التي تنقدم قاطعة المقطع سعة كلية 6= 2+3+1 ولايمكن لاكثر من 
ذلك أن ير . تقول الثنوية الضعيفة إن كل مقطع يمثل حداً للتدفق الكلي وتقول الثنوية 
الكلية إنه يكن للمقطع ذي السعة الاصغرية (المقطع الاصغري) أن يمتلىء بتدفق OS‏ 


اتجاره 5 


۸ ك نظرية التدفق الاعظمي-ا مقطع الأصغري . التدفق الأعظمي في شبكة 
يساوي سعة المقطع الاصغري. 


بقول دقيق يمكننا أن نقول ل مقطع Wig rel‏ لأنه يمكن أن تكون لمقاطع متعددة» 
السعة ذاتها. يقسم مقطع العقد إلى فئتين 5و 7 حيث المنبع في 5 والمصب في T‏ 
. تساوي سعتاهما مجموع سعات جميع الخطوط من ؟ إلى 7. 

برهان كون التدفق الأعظمي يساوي ا مقطع الأصغري . من المؤكد أنه لايكن 
للتدفق أن يكون أكبر من سعة أي alae‏ با في ذلك المقطع الأصغري . المسألة الاكثر 
صعوبة هنا وفي كل مسائل الثنوية» هي برهان إمكان الوصول إلى المساواة . 
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افرض تدفقاً أعظمياً. افحص جميع العقد التي من الممكن أن يصل إليها » من 
المنبع » تدفق اضافي دون أن يزيد على سعة كل خط . تتصل هذه العقد مع المنبع من 
خلال الفئة 5 . يجب أن يكون المصب مرتبطاً بالفئة الأخرى 7(أو أنها سيضلها زيادة 
في التدفق). يجب أن يكون كل خط متصل بالمقطع Whe‏ وإلا فسيذهب تدفق اضافي 
إلى عقدة في 7. لذاء فإن التدفق سيملاً هذا المقطع بمقدار سعتهء وبذلك نكون قد 
توصلنا إلى المساواة . 

يستدعي ذلك طريقة لإيجاد تدفق اعظمي : تحقق فيما إذا كان في أحد الطرق 
سعة لم تستخدم واضف تدفقاً على طول الطريق الموسع . كل خطوة تحسب السعات 
الباقية وتقرر ما إذا كان المصب معزولاً عن المنبع أو أنه يمكن زيادة التدفق . العملية 
منظمة من قبل طريقة التمييز التي تيز كل عقدة من ؟ بالعقدة التي تعطيها التدفق 
وتسمح لك أن تعود لتجد طريقاً لتدفق اضافي . 


(i) 
. شبكة مسألة الزواج‎ (4 - A) الشكل‎ 
يبين شبكة ثانية وتدفقاً قابلاً للانجاز. كل السعات ( من اليسار‎ CÍ A-A) الشكل‎ 
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إلى اليمين) تساوي ١‏ . يظهر أن عقدتي الذروة وعقدتي الحضيض Laide‏ »يكن أن 
يصلها زيادة في التدفق ‏ لكن الامر ليس كذلك . يكن للتدفق الزائد أن يعود ضمن 
أحد الخطوط وبالتالي يلغي تدفقاً موجوداً شرط أن يصل أخيراً إلى المصب شكل 
(-4 ب). عندما يضاف هذا التدفق يصبح التدفق الكلي ٠‏ وهو التدفق الأعظمي . 
المقطع الأصغري مرسوم» Lal‏ في هذا الشكل» إنه يقطع ثلاثة خطوط . 


مسألة الزواج 

نفرض أننا أمام أربعة رجال وأربع نسوة . بعض الارتباطات الستة عشر منسجمة 
والبعض الآخر» مع الاسف. غير ذلك . متى يمكن وجود pU PE‏ لكل فرد متزوج؟ 
إذا كان الجبر الخطي قادراً على العمل في فضاء ذي عشرين بعداً» فان بامكانه معالجة 
مسألة الزواج العادية . 

هناك طريقتان لعرض هذه ILM‏ بالمصفوفات أو بالبيانات . المصفوفة تحوي 
أصفاراً ووحداناً- 0= »إذا كانت المرأة : والرجل Èj‏ منسجمين و 1 = 4 إذا 
LS‏ مستعدين للتجربة . وهكذا يعطي السطر ١‏ اختيار المرأة ¡ ويقابل العمود زالرجل 
de. J‏ ذلك 
1 
0 
0 


0 
5 1 
a ( 


) 
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0 

0 
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يقع البيان المقابل في الشكل (۹-۸). باهمال المنبع والمصب» يبقى هناك أربع 

عقد في اليسار وأربع عقد في اليمين . تقابل الأضلاع الواصلة بينها الوحدان في 

ا مصفوفة . لايوجد خط يصل بين المرأة الأولى والرجل الرابع» ونجد في المصفوفة 
الاح اده 

يظهر التناسق الكامل (إذا كان تمكناً) باربعة وحدان واقعة في المصفوفة . عليها 

أن تأتي من أربعة أسطر مختلفة وأربعة أعمدة مختلفة أيضاً» OY‏ تعدد الزوجات غير 


wy waliaga 


مسموح . إن ذلك مشابه لإيجاد مصفوفة مبادلة من عناصر 4 غير الصفرية . يجب أن 
يكون في البيان أربعة اضلاع ‏ بدون عقد مشتركة . إذا عدنا إلى المنبع والمصب» وأرسلنا 
وحدة تدفق في كل ضلع من المجموعة المتناسقة» فانه يجب أن يكون التدفق الكلي 
مساوياً ٤‏ . سيكون التدفق الأعظمي أقل من E‏ عندما يكون تناسق كلي غير 
ا 

في e JE‏ التدفق الاعظمي كان ثلاثة OAN.‏ 44, 1-1,2-2 ممكنة (وهناك 
مجموعات أخرى متعددة مكونة من COS BW‏ ولكن من غير الممكن الوصول إلى 
أربعة . نريد أن نرى لماذا ذلك غير ممكن» بطريقة تطبيق ذلك على مصفوفة 0-1 . 

في البيان. للمسألة مقطع اصغريء إنه يفصل أمرأتين في الجزء الاسفل الايسر 
عن ثلاثة رجال من اليمين الاعلى . لهاتين المرأتين رجل واحد للاختيار_-إنه غير كاف . 
للرجال الثلاثة إمرأتان فقط(الاثنتان الأوليان). يتوضح الشكل بالمصفوفة» حيث: 

cE السطران ۳و٤ لايحويان عناصر غير صفرية إلا في العمود‎ )١( 

. ۲و١ لاتحوي عناصر غير صفرية إلا في السطرين‎ ٠,۲ , ١ الاعمدة‎ (Y) 

عندما توجدمجموعة جزئية مكونة من k‏ إمرأة يلائمه ن أقل من OP Ses k‏ 
تناسقاً Us‏ غير مكن . نريد أن نبين أنه من أجل مصفوفات من أي حجم» يكون ذلك 
هو المعيار الحاسم . 

يمكن التعبير عن النتيجة باشكال متعددة مختلفة : 

(١)(في‏ الشطرنج) من المستحيل وضع أربعة رخوخ في مربعات لوحدان بطريقة 
لايمكن لرخ أن يميت رخاً آخر. 

(1) (في الثنوية ) يمكن احتواء الوحدان في مصفوفة في أقل من أربعة خطوط . 
العدد الأدنى للخطوط المحتوية (أفقية ورأسية) هو » وذلك يساوي العدد الأعلى 
لمرن الزواج . 

)1( (في ا جبر ا خطي) لكل مصفوفة لها أصفار 4ذاتها- يكن SY‏ عناصر 
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أخذ امكنة الوحدان-هي مصفوفة شاذة. محددتها تساوي الصفر. 

تذكر أن المحددة مجموع 24-!4 حداً. يستخدم كل حد الأسطر الأربعة 
والأعمدة الأربعة. بسبب وجود الاصفار في cA‏ فان هذه الحدود ال 24 يساوي كل 
منها الصفر . لذا » فالمحددة تساوي الصفر. 

في هذا المثال» يمنع وجود كتلة من الاصفار قراناًكاملاً. المصفوفة الجزئية المكونة 
من السطرين E, Y‏ و الاعمدة ١‏ , ۲, ٣هي‏ مصفوفة جزئية من النوع 3 ×2-إنها 
مكونة من اصفار بصورة كاملة . القاعدة العامة من أجل مصفوفة من النوع Xn‏ 
on‏ هي :إن وجود كتلة أصفار من النوع 4 × p‏ ينع قراناً إذاكان ptg >n‏ . للتمرين 
۸-۳-٤‏ كتلة أصفار من النوع 33 و 5= on‏ يؤدي ذلك إلى کون محددتها صفراً. 
في مسألة الزواج» يمكن للنساء الثلاث أن يتزوجن» فقط » الرجلين الباقيين. إذا امكن 
زواج مإمرأة من ١-4‏ رجلاً وكان و- ”< «(الامر المشابه لحالة الكتلة الصفرية حيث 
2n‏ و+م) فان قراناً كاملاً غير مكن . 

المسألة الرياضية هي برهان العكس . إذا لم توجد كتلة كبيرة من الأصفار فإننا 
سنبرهن أنه من الممكن أن لاتكون المحددة صفراً. إذا كانت كل مجموعة م إمرأة 
يرضين م ley‏ على الاقل» فان القران الكامل مكن . إن ذلك شر Hall b‏ يطبق على 
المجموعات من أي حجم كان : يجب أن ترضي كل امرأة رجلاً واحداً على الاقل» 
يجب على كل امرأتين أن يرضيا رجلين على الاقل وهكذا حتى pan‏ . 


. Hall يكون قران كامل ممكناً إذا وإذا فقط تحقق شرط‎ SA 
إمرأة أقل من م رجلاً فان القران‎ p ضروري : إذا اعجبت‎ Mall إن شرط‎ le 


الكامل غير تمكن . المسألة الصعبة هو إيجاد القران- أو البرهان على وجود واحد_ 
عندما يوافق الوضع شرط Hall‏ هناك دراسة تستخدم الاستقراء الرياضي على ” من 
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دون تكوين المجموعة المتناسقة فعلاً . نفضل أن ننظر في مسألة الشبكات وتدفقها 
الاعظمي . 

البرهان سهل» إذا كانت السعات en‏ بدلاً من وحدان على الاضلاع التي 
تلاقي الاوسط منها مقابلة بذلك الوحدان في المصفوفة . تبقى السعات خارج المنبع 
عن يمين وعن يسار المصب» مساوية الواحد. شكل .)٠١-۸(‏ إذا كان التدفق 
الاعظمي م فإن الاضلاع التي تبدأ من المنبع وتتجه نحو المصب تمتلىء ‏ ويبقى التدفق 
موجوداً خلالهاء الامر الذي يعين ” زواجاً. عندما SEY‏ وجود مجموعة متناسقة 
والتدفق الاعظم أقل من olin‏ هناك مقطعاً مسؤولاً عن ذلك . 


شكل .)٠١ - A)‏ سعة مقطع أقل من pS en‏ تام غير تمكن . 
عندما يكون التدفق الاعظمى أقل من on‏ فان ذلك يبين أن شرط Hall‏ قد 
فشل . عندما يتحقق شرط Ob Hall‏ طريقة الوسم التي توجد التدفق الاعظمي توجد 
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في الوقت ذاته- من أجل هذه الشبكة الخاصة -قراناً كاملاً. في كل الاحوال» سنجد 
أكبر قران ممكن . 


الشجرة الممتدة والطريقة الجشعة 

من ماذج الشبكة الاساسية مسألة الطريق الاكثر قصراً-حيث للأضلاع أطوال 
عوضاً عن سعات ونريد معرفة أقصر طريق من المنبع إلى المصب . إذا كانت الأضلاع 
خطوط هاتف والأطوال هي زمن التأخرء فاننا نجد أسرع طريق لمكالمة. إذا كانت 
العقد حواسيب فإننا نكون أمام شبكة مثل ARPANET‏ التي JË‏ مسألة الطريق 
الاصغري باستمرار وآنياً تقريباً. 

هناك مسألة قريبة الشبه بدون منبع ومصب» هي إيجاد أقصر شجرة ممتدة- 
مكونة من مجموعة من ١‏ -” تربط ضلعاً مجتمعة جميع عقد شبكة. عوضاً عن 
الاجتياز بسرعة بين عقدتين خاصتين» فاننا سنيحث OV‏ عن أصغر كلفة للاتصال بين 
جميع العقد. لاتوجد عرى» oY‏ تكلفة ضلع Gly‏ عروة غير ضرورية_كل مانطلبه 
هو طريقة للوصول من كل عقدة إلى كل عقدة أخرى . تصل شجرة متدة بين العقد 
ا خالية من العرى» ونريد أقصر شجرة تقوم بذلك» هناك طريقة واحدة نمكنة : 

: انطلق من أي عقدة : وكرر الخطوة التالية‎ )١( 

اضف أقصر ضلع يصل الشجرة ا حاضرة بعقدة جديدة . 

في الشكل )١١-۸(‏ تأتي أطوال الاضلاع بالترتيب 1,27436 . الخطوة الأخيرة 
تتخطى الضلع 5 الذي يغلق الحلقة. الطول الكلي 22-هل هو أصغري ؟ لقد قبلنا 
الضلع ذا الطول 7 من قريب وأن الطريقة الثانية تصمد بصورة أكثر . 

(5) اقب ل كون الاضلاع بترتيب متزايد بالاطوال» ارفض كل ضاع يتم عروة . 

تأتي الآن الاضلاع بالترتيب التالي 1,23467 (نرفض 5) إنها الاضلاع ذاتها- 
رغم أنه ليس من الضروري أن يحصل ذلك دائماً. الطول الكلي هو نفسه يحصل 
ذلك v Lasis‏ مسألة الشجرة الممتدة استئتائية لأنه يكن حلها رون واحد. 
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شكل .)١١-8(‏ شجرة ممتدة طولها 22 . 

بلغة البرمجة الخطية» لقد وجدنا القرنة المثلى أولاً ! نموذج التدفق الأعظمي 
كان أكثر بساطة من معظم البرامج الخطية» ولكننا قد انطلقنا هناك أيضاً بتدفق واحد 
وحسبناه بالتدرج . لقد عملت طريقة الإفراد ولكن ليس هناك ضرورة للفت نظرنا 
إليها لقد كانت 4 مصفوفة ورود » تعاملنا معها مباشرة . لقد حلت الآن مسألة الشجرة 
الممتدة بصورة مشابهة للتعويض التراجعي دون خطوات خاطئة . تستخدم أي طريقة» 
تقريباً» طالما أنها مثلى في كل خطوة» يدعى هذا العرض العام الطريقة ا جشعة . 

Las (Y)‏ شجرة من «عقدة» بتكرار ا خطوة التالية : اخت ر أي شجرة واضف 
الضلع الأصغر طولاً انطلاقاً من هذه الشجرة . 

تععلق الخطوات بالترتيب المختار للاشجار . البقاء بالشجرة ذاتها هي الطريقة 
.)١(‏ أخذ الأطوال مرتبة هي الطريقة )1( يؤدي التنقل خلال جميع الاشجار إلى 
طريقة جديدة (E)‏ . يمكن دراستها بسهولة» ولكن من أجل مسألة كبيرة» تصبح بنية 
المعطيات حرجة . بألف من العقد» يمكن أن يكون هناك مايقرب من مليون ضلع e‏ 
وإنك لاتريد حتماً أن تتحرك خلال هذه القائمة ألف مرة . 

يتم ذلك مدخلنا لنماذج الشبكات . هناك مسائل مهمة متصلة بالقران سهلة 
تقريبا: 
-١‏ مسألة التخصيص الملائم: نفرض أن . » يقيس أهمية طالب التعيين ¡ 
للوظيفة . تخصيص الوظائف يستدعي جعل الاهمية الكلية في نهايتها العظمى- 
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مجموع القياسات . » يخصص الوظائف . (إذا كان كل واحد من ,© صفراً أو واحداً 
تكون المسألة مسألة زواج). 

ب مسألة النقل : نفرض أن التكلفة مثلة بالاضلاع © والتزويدات في « نقطة 
والطلبات من ١‏ متجراً. يؤدي اختيار أرخص . + من مراكز التزويد إلى المتاجر إلى 
جعل التكلفة الكلية + لظ أصغرية . (إذا كان لكل تزويد وطلب العدد واحد فان 
ذلك مسألة تخصيص أمثلي -أي إرسال شخص واحد لكل وظيفة) . 

۳- تكاليف التدفى: للطرقات هناء سعات وكذلك للتكاليف» تمزج مسألة 
التدفق الاعظمي مع مسألة النقل . ماهو أرخص تدفق خاضع لقيود السعة. 

الجزء الفاتن في هذا الموضوع هو تطور الطريقة. عوضاً عن البرهان الثنوي 
للنظرية» نستخدم سعة أول بحث أو عمق أول بحث» لإيجاد التخصيص الامثل أو 
التدفق الارخص . إن ذلك يشبه طريقة الإفراد بالانطلاق من تدفق موات (قرنة) وإضافة 
تدفق آخر (للتحرك إلى القرنة التالية). تعد هذه الطريقة خاصة لأن مسائل الشبكات 
خاصة أيضاً. 

هناك Lal‏ تقنية البرمجة الفعالة Dynamic Programing‏ التي تبقى ذات فكرة 
بسيطة : إذا كان الطريق من المنبع إلى المصب مواتياً» فان كل جزء من هذا الطريق 
موات أيضاً. لايوجد أي شيء مفضل للإنطلاق من عقدة من هذا الطريق إلى المسقط . 
بني الل بالتراجع » بطريقة القرار على مراحل متعددة . في كل مرحلة» تكون المسافة 
إلى المصب أصغر من المسافة الجديدة مضاف إليها مسافة قدية : 

المسافة ؛-+ - النهاية الصغرى على : ل (المسافة ر ++ المسافة (y-t‏ 

إن ذلك هو معادلة Bellman‏ للبرمجة الفعالة في أبسط أشكالها . 

كنت أريد مكاناً أكير U‏ يععلق بالشيكات . gi]‏ بسيظة لكنها حدذانة. 
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١-٤-۸‏ أضف فى الشكل (A-A)‏ العدد “إلى كل سعة . أوجد بالنظر التدفق 
الاعظمي والمقطع الاصغري . 
Y-£-A‏ أوجد التدفق الاعظمي والمقطع الاصغري من أجل الشبكة التالية : 


۳-٤-۸‏ إذا كان بامكانك زيادة سعة كل خط من الشبكة الواردة اعلاه» ماهو 
التغيير الذي سيحدثة أوسع زيادة في التدفق الاعظمي ؟ 

£-£-A‏ ارسم شبكة ذات حمس عقد بسعة قدرها از- ذا » بين العقدة i‏ والعقدة 
زأوجد أكبر تدفق ممكن من العقدة 1 إلى العقدة 4 . 

o-£-A‏ العدد الاعظمي للطرقات من Ss‏ بدون اضلاع مشتركة » في بيان 
ماء يساوي العدد اللاصغري للاضلاع التي تقطع إزالتها الاتصال بين s‏ 
و ؛ . اربط ذلك بنظرية التدفق الأعظمي والمقطع الأصغري . 

2235-5-8 أوجد مجموعة زواج اعظمية (قران كامل إذا امكن) لما يلي : 
ارسم شبكة ل B‏ بخطوط ثخينة على أضلاع القران. 
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من أجل المصفوفة 4 أعلاه» ماهي الاسطر التي تخالف شرط Hall‏ 
بامتلاكها جميع وحدانها في قليل من الاعمدة ؟ ale‏ مصفوفة الاصفار 
الجزئية ذات النوع xq‏ م التي GE‏ «< و+م؟ 

كم عدد المستقيمات (الافقية والرأسية) الضرورية لتغطية جميع وحدان 
4 الواردة أعلاه ؟ من أجل أية مصفوفة » فسر لماذا تكون الثنوية الضعيفة 
صحيحة : إذا كان » زواجاً مكنا فإن ذلك يأخذ» على الاقل » k‏ مستقيماً 
لتغطية الوحدان. 

0( نفرض أن كل سطر وكل عمود يحوي LU‏ واحدين. برهن أن 
القران الكامل gS‏ (بين أنه لايمكن تغطية هذه الوحدان BL‏ من n‏ 
مستقيماً) . 

(ب) أوجد مثالاً لواحدين أو أكثر لكل سطر وکل عمود» يكون من 
أجله القران الكامل غير ممكن . 

إذا حوت مصفوفة من النوع 7×7 خمسة عشر واحداًء برهن أنها 
تسمح بثلاثة قرن على الاقل . 

في مجموعة لانهائية» يمكن أن يكون القران الكامل مستحيلاً رغم 
أن شرط Hall‏ محقق . إذا كان السطر الأول وحداناً وكذلك كل 
ca, =!‏ برهن أن أي م سطراً تحوي وحداناً في م عموداً على الاقل- 
ومع ذلك فإن القران الكامل غير مكن . 

إذامثل الشكل ۸-۸ أطوالاًعوضاًعن السعات» أوجد أقصر طريق 
من إلى : وكذلك شجرة ممتدة أصغرية . 

طبق الطريقتين O)‏ و )1( لإيجاد أقصر شجرة متدة لشبكة التمرين (/- 
-1). 

(أ) لماذاتعمل الطريقة الجشعة في مسألة الشجرة الممتدة ؟ 


عن 


TEA 


ا = 
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(ب) بين بمثال » أنه من الممكن الفشل في إيجاد pail‏ طريق من »إلى 
اوذلك بالانطلاق pail:‏ ضلع . 

إذا كانت A‏ مصفوفة من النوع 5 × 5 بوحدان تحت وفوق القطر الرئيسي 
مباشرة» أوجد: 

(أ) مجموعة أسطر بوحدان في أقل مايمكن من الأعمدةء 

(ب) مجموعة من الأعمدة بوحدان في أقل مايمكن من الاسطرء 
(ج) مصفوفة جزئية باصفار من النوع Xq‏ م حيث 5< و+م» 

(د) أربعة مستقيمات تغطي جميع الوحدان. 

في مسألة تدفق أعظميء تمثل المتغيرات المتراخية. w =٥ a‏ 
الفروق بين السعات والتدفقات . ضع مسألة الشكل (A-A)‏ بصورة 
برتاميع gh‏ 

فسر SU‏ يمكن امداد كل عقدة واقعة تحت المقطع في الشكل (A-A)‏ 


بزيادة تدفق رغم أن في العقدة تدفقاً مباشراً يساوي ١‏ . 


0-8 نظرية اللعب ونظرية أصغر القيم العظمى 
إن أفضل طريقة لشرح مصفوفة اللعب هي أن نعطي Wes‏ يوجد لاعبان وتبقى 
قواعد اللعب نفسها في كل دورة : 


يرفع اللاعب ×يداً واحدة أو يديه معاً» وبشكل مستقل يفعل كذلك اللاعب ۲ 
. إذا نفذا الامر نفسه فان ۷ يربح عشرة دولارات . أما إذا تفذا قرارين مختلفين فان × 


هو الذي يربح - عشرة دولارات إذا رفع يداً واحدة وعشرين دولاراً إذا رفع يديه . 
يمكن تسجيل الربح الصافي ل × بالمصفوفة : 
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E 20] ¥ يدواحدةمن‎ 
A= و‎ 
10 -10[ ¥ يذانمن‎ 
يدان يد واحدة‎ 
by X by X 


إذا فكرت لحظة فانك تتوصل إلى فكرة مبدثية لافضل طريقة . من الواضح أن 
× سوف لن يفعل الشيء نفسه دائماً Yy‏ سوف يقلده ۲ وبالتالي يربح كل شيء. 
كذلك لايمكن ل ۲ أن يستمر بطريقة واحدة وإلا فان × سوف يفعل العكس . يجب 
على كلا اللاعبين أن يستخدم طريقة مختلطة . بالاضافة إلى ذلك» يجب أن يكون 
الاختيار عند كل دورة مستقل تماماً عن الدورات السابقة . وإلاء فإذا كان هناك غط 
معين في اللعب فان اللاعب الآخر سوف يلاحظ ذلك ويستفيد منه . كذلك الطريقة 
التي تقول : «استمر بالاختيار نفسه طالما أنك تربح وغير اختيارك عندما تخسر» هي 
بالواضح خاطئة . فبعد فترة من اللعب» سوف يعرف منافسك ماذا عليه أن يتوقع . 

هذا يدع اللاعبين يجريان الحسابات التالية : يمكن أن يقرر × بأنه سيرفع يداً 
واحدة باحتمال مقداره 2 ويرفع يديه باحتمال مقداره ele,‏ في كل مرة» يكون 
القرار عشوائياً. Wis‏ الامر بالنسبة إلى Gilly‏ نرمز لاحتماليه ب gy‏ - 1د يد 
-y,‏ لقد رأينا أنه ينبغي أن لايكون أحد هذه الاحتمالات مساوياً الصفر أو الواحد» 
وإلا فان ا منافس سوف يعدل وضعه وفقاً لذلك ويربح . في الوقت ذاته» ليس الأمر 
واضحاً بأن الاحتمالات يجب أن تكون مساوية 61/2 حيث سوف يخسر ۲ عشرين 
دولاراً غالباً . (سوف يخسر عشرين دولاراً في ربع الوقت وعشرة دولارات في ربع 
آخر ويربح عشرة دولارات في نصف الوقت- متوسط الخسارة ۵ , ۲ دولاراً وهو أكثر 
ماهو ضروري). لکن كلما زاد ۷ تحرکاً نحو رفع يديه كلما زاد × تحركاً نحو رفع يد 
واحدة. 

المسألة الرئيسية هي إيجاد توازن . هل هناك خطة مختلطة بين ,«و ,«بحيث لو 
استخدمت بشكل متناسق من قبل اللاعب ۲ لا ترك أى مزية للاعب ×؟ بشكل 
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مشابه» هل يمكن أن يختار اللاعب ×الاحتمالين ,دو ,+ بحيث يضع اللاعب 7 في 
وضع لايجد فيه مبرراً للتتحرك وفق خطته؟ عندما يحصل مثل هذا التوازن» إن وجدء 
فان متوسط ربح اللاعب × سوف يكون قد وصل إلى نقطة سرجية : إنها القيمة 
galas‏ بالنسبة إلى X‏ والقيمة الصغرىبالسبة إلى r‏ النقطة السرجية يعني 
إيجاد «حل» لمسألة alll‏ 

يمكن النظر لحسابات ×كمايلي : ونی ,92 د- ا لينشىء 
عمودا fuas‏ . لنفرض أنه يستخدم الوزنين 5 82/5 فينتج العمود: 


3 |-10 2 20 
3 ef E 


مهما كان الامر الذي سيفعله Y‏ مقابل هذه ا خطة فانه سوف يخسر دولارين 
في كل دورة منفردة يكون صافي الربح عشرة دولارات أو عشرين دولاراً ولكن إذا 
رفع ۲ يدأ واحدة » بشكل دائم » فانه سيربح عشرة دولارات في 2 Ball‏ ويك سرعشريق 


1 
5 | 
ea Eod 


دولاراً في 2 المدة وهذا يعني أن متوسط خسارته دولاران. وإذا رفع Y‏ يديه أو اختار 
خطة مختلطة بأي نسبة فان خسارته تبقى دولارين 

هذا لايعني أن جميع الخطط أمثلية بالنسبة ل ۲ ! إذا كان كسولاً ويستمر برفع 
يدأ واحدة فان X‏ سوف يغير وسيربح عشرين دولاراً . عندئذ » سوف يغير ۲ ثم × 
مرة ثانية . وفي التهاية » إذا فرضنا أنهما ذكيان» فان وكذلك ×سوف يستقر رأيهما 
على خليط أمثلي . هذا يعني أن Y‏ سوف يركب سطريه بالاوزان رو «- ا محاولاً أن 
سم عا سر جدود سير يقر SEIT‏ 

yi[-10 20] +(1-y,)[10 -10] =[10-20y, -10+ 30y, |. 

الخلط الصحيح يجعل المركبتين متساويتين : :10+30 -= ,10-209 وهذا يعني 

أن y,=2/5‏ . بهذا الاختيار» تكون كل من المركبتين مساوية 62 ويصبح peN‏ 
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الجديد مصفوفة ]2 2]. لذا بهذه ا خطة لن يخسر AST ١‏ من دولارين. فقد 
جعل 7 خسارته العظمى في نهايتها الصغرى e‏ واصغر النهايات العظمى هذه 
تساوي أكبر النهايات الصغرى التى وجدت بشكل مستقل ل × . إن قيمة اللعبة 
ھی $2 = mini max = max min‏ . 

مثل هذه النقطة السرجية جديرة بالملاحظة لأنها تعنى أن × يلعب خطته الثانية 
خلال 2 الوقت» رغم أن هذه الخطة تعطيه فرصة ربح ٠١‏ دولاراً. بالوقت ذاته» 
سيكون Y‏ مجبراً على تبني خطة خاسرة_يتمنى أن يتماشى مع X‏ لكن» بدلاً من 
ذلك» فإنه يستخدم الاحتمالين العكسيين 2/5 و 3/5. بامكانك أن تتأكد من أن × 
سيربح عشرة دولارات بتواتر مقداره 9/25 = X3/5‏ 3/5 ويربح عشرين دولاراً 
بتواتر 4/25- 2/5< 2/5 ويخسر عشرة دولارات بالتواتر SLI‏ 12/25. كما هو 
Teda‏ يعطيه ذلك متوسط ربح يساوي دولارين. 

يجب أن نذكر هنا غلطة من السهل حدوثها . القول Ob‏ الخلط الصحيح للأسطر 
يعطي law‏ | عناصره متساوية» غير صحيح دائماً. لنفرض أنه يسمح ل × أن يلعب 
خطة ثالثة تالية» يرفع فيها ثلاث أيد ويربح ستين دولاراً عندما يرفع ۲ يدأ واحدة و 
ثمانين دولاراً عندما يرفع ۲ يديه . تصبح مصفوفة الربح : 


EE 
سيختار × الخطة الجديدة كل مرة ؛ سيعطي الاحمال الآتية للاعمدة:=,» 0= :د‎ 
Sb SL TN go على الأطلاق) وسيكون ربح هالاضغر سفن‎ LiL ne (لسن‎ 0,1 
أسطر تكون أصغر مايمكن . وسيختار دوماً . السطر الاول‎ LS Jy ذاته» يتطلع‎ 
emaximin = minimax وستكون خسارته العظمى ستين دولاراً . بذلك. يبقى‎ 
. لكن النقطة السرجية تقع عالية في القرنة‎ 


البرمجة الخطية ونظرية اللعب WA‏ 


يبدو أن القاعدة الصحيحة هي خليطة مثلى لأسطر لا حيث تظهر قيمة اللعبة» 
فقط » LS)‏ كان الامر في حالة $2 و 560) في الاعمدة التي استخدمت فعلاً من قبل 
× . بشكل مشابه : بخليطة مثلى لأعمدة ل × ستظهر هذه القيمة نفسها التي ظهرت 
في تلك الاسطر التي دخلت ضمن خطة ۲ المثلى ‏ تعطي الاسطر الأخرى قيمة أعلى 
ولكن Y‏ يتجنبها . تقابل هذه القاعدة تماماً شرط حالة التراخي الاضافي في البرمجة 
الخطية . 


نظرية أصغر القيم العظمى Minimax thearen‏ 

تشبه مصفوفة اللعب العامة مثالنا البسيط مع اختلاف واحد مهم : للاعب × 
”من الإمكانات يختار أحدها للتحرك ول oY‏ ”من الإمكانات . تبقى مصفوفة 
الربح 4 كما هي كلما تكررت اللعبة» لها yi daw‏ «عموداً. Jis‏ العنصر .4 مقدار 
مايحصل عليه اللاعب X‏ عندما يختار الخطة زويختار ۲ الخطة :. يعني العنصر 
السالب دفعة سالبة وهذا يعني be,‏ للاعب ۲ . النتيجة تبقى لعبة شخصين بمجموع 
صفري ؛ فما يخسره لاعب يربحه آخر . ولكن وجود توازن سرجي ليس أمراًواضحاً. 

كما هو ظاهر في المثال» فإن اللاعب × حر في اختيار أي خطة مختلطة 

( .م :)- × . هذا الخليط هو دائماً متجه احتمالات؛ الأعداد »غير سالبة 
ومجموعها يساوي الواحد. تعطي هذه المركبات تواتر الخطط ال «الخالصة والمختلفة . 
وفي كل تكرار» ينبغي على اللاعب أن يقرر اختيار أحدها بوسيلة عشوائية ‏ تستخدم 
هذه الوسيلة لتكوين خطة :بتواتر مقداره × . على اللاعب ۲ أن يأخذ قراراً مشابهاً: 
فهو يختار المتجه ( )= رحیث 39,20 | = رق وهي تعطي التواترات في 


لايمكننا أن Les‏ بنتيجة دورة واحدة من اللعبة» أنها عشوائية . على كل حال» 
في المتوسط » نجد أن تركيب الخطة زللاعب × مع الخطة ا للاعب Y‏ سيحدث باحتمال 
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مقداره ٠‏ حاصل ضرب الاحتمالين منفصلين . عندما يحصل ذلك » فإن الربح 
J 1‏ 

يكون 4. وبذاء فإن الربح المتوقع في هذاالت ركيب الخاص هو < »والربح الكلي 

ا متوقع في كل دورة من اللعبة هو « + EEEa‏ . نود أن نؤكد مرة ثانية أنه يمكن لأي 
st z‏ 1 = 

واحد من العناصر . » أن يكون سالباً؛ قواعد اللعبة هى نفسها بالنسبة للاعبين ×و۲ 

: j 

> والاعداد . 4 هي التي تحدد من يربح اللعبة . 

: نتيجة للضرب المصفوفى‎ yA ند هلان ماهو إلا د‎ y. 

= yy 3 


مله لمت 212 ayy‏ 


yAx = [yı «ax Seal i =a رلارخ‎ + ... + amXnýym 


mi am2 e amn 
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المقدار yey ar‏ الربح الكلي وهو مايريد اللاعب × أن يجعله أعظمياً بينما يود 
اللاعب Y‏ جعله أصغرياً. 
مثال ١‏ لنفرض أن المصفوفة .هي مصفوفة الوحدة من النوع Xn‏ « ؛ 1= 4لذاء 
يكون مقدار الربح « »+....+ Cy rey‏ وليس من الصعب توضيح اللعبة: يأمل 
أن يكتشف ght‏ لاء وفي هذه الحالة» سيربح مبلغاً مقداره 4-81 . في الوقت 
ذاته» يحاول ۲ أن يتهرب من ×. وهكذاء فليس عليه أن يدفع شيئاً . xX s Lue‏ 
العموة:#ويكتار Y‏ سطراً مختلفاً obj‏ الربح 0= a,‏ إذا اختار × واحدة من خططه 
أكثر من غيرها فانه يكن ل ۲ أن يتهرب أكثر فأكثر ؛ لذاء فإن الخليط الامثل هو 


معينة فيكتشفها × . ولذاء op‏ اختياره الامثل سيكون» أيضاًء باحتمالات متساوية 
مجموعها الواحد» (1/......1/8 n,‏ =« . احتمال اختيار كل منهما الخطة هو 
)17( والمجموع على مثل هذه التراكيب هو الربح المتوقع للاعب ×. القيمة الكلية 
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للعبة هي #مرة المقدار 1/n siny‏ وهو مايمكن التأكد منه من خلال : 


2 
11 


n 


1 


n 


1/0 


l 
y Ax’ =[1/... | z PUN 
1 n 


I/n 


وكلما ازدادت + كلما ازدادت فرصة ۲ للتهرب . 

لاحظ أن المصفوفة المتناظرة /-4 لم تضمن أن تكون اللعبة عادلة . في الحقيقة » 
الوضع الصحيح هو عكس ذلك تاماً: إنها المصفوفة التناظرية التخالفية ۸4-= "4 » 
هي التي تعني أن اللعبة عادلة LE‏ إن مصفوفة كهذه تقابل اللاعبين بقرارات متطابقة » 
إذ إن اختيار خطة رمن قبل اللاعب X‏ واختيار خطة امن قبل اللاعب ۲ تجعل يربح 
مبلغاً مقداره  ca‏ كما أن اختيار زمن قبل ۲و امن قبل ×يجعل ۲۷ يربح المبلغ نفسه 
(asa, oY)‏ يجب أن تكون الخطتان المثليان gx”‏ '« متطابقتين ويجب أن يكون 
الربح المتوقع 0= Ax‏ . إن قيمة اللعبة عندما يكون cA =A‏ هي الصفر. ولكن» 
يبقى من الضروري إيجاد الخطة . 


مثال 7 


A= 


0-1-1 
1 0-1k 
1 1 8 


تعني هذه المصفوفة أن US‏ من و ۲ يختار عدداً واقعاً بين ١‏ و 3 واللاعب الذي 
يختار الرقم الاصغر يربح 1 إذا اختار × العدد 2 و اختار ۲ العدد 3 فإن الربح 
ca = 1‏ أما إذا اختارا العدد نفسه فيكون الوضع على القطر الرئيسي ولايربح أي 
واحد (age‏ من الواضح أنه لن يختار أحد اللاعبين خطة تتضمن 2 أو 3 وإلافان 
اللاعب الآخر سيكون تحته مباشرة . ولذاء op‏ الخطة الخالصة (1.0.0) = y‏ = دهي 
المثلى - كلا اللاعبين يختار ! كل مرة - وقيمة اللعبة هي 4,20 - y Ax‏ 
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ما يجدر ذكره أن المصفوفة التي تترك جميع القرارات دون تغيير ليست هي 
مصفوفة الوحدة ولكنها المصفوفة SIE‏ كل pare‏ فيها يساوي ١‏ . إن اضافة مضاعف 
ل ع إلى مصفوفة الربح» ه+ 4 4» يعني» ببساطة» أن اللاعب X‏ يربح كمية 
اضافية مقدارها » كل مرة وأن قيمة اللعبة تزيد بمقدار » ولكن» ليس هناك سبب 
oat‏ و و 

والآن» لنعد إلى النظرية العامة واضعين أنفسنا في البداية مكان ×. لنفرض 
أنه يختار الخطة المختلطة ( + .....:) = Or‏ عندئذ» سوف يلاحظ ۲ تلك الخطة ويختار 
Gilly‏ يؤدي إلى أقل دفع Se‏ «4: × سوف يحصل على min yAx‏ أي لاعب 
ذكي × سيختار متجهاً Ky)‏ لايكون وحيداً) يجعل هذه القيمة الصغرى اعظمية . 
بهذا الاختيار» يضمن xX‏ ربحاً لايقل عن : 

(\) min yAx” = max min yAx. 

ولايمكنه أن يتوقع ربحاً أكثر من ذلك . 

سيقوم اللاعب ۲ بعمل معاكس لأية واحدة من خططه المختلطة cy‏ عليه أن 
يتوقع أن × سيكتشف المتجه الذي يؤدي للقيمة العظمى للدالة IS ale‏ لذاء Yop‏ 
سيختار الخطة المختلطة ١‏ التي تجعل هذه القيمة العظمى اصغرية ويضمن أن لن يخسر 
ian pS‏ 

(Y) max y Ax = min max yAx. 

ولن يتوقع ۲ أن يفعل شيئاً أفضل . 

آمل أن تكون قد لاحظت ماستكون عليه النتيجة الرئيسية إن كانت صحيحة . 
نريد أن يكون المقدار )١(‏ الذي يضمن ل × ربحه مطابقاً للمقدار (Y)‏ الذي يرضى Y‏ 


)1( لايمكن أن يكون ذلك x‏ إذا تبنى Y‏ خطة حمقاء فان × قادر على أن يحصل على أكثر مما 
تضمن له العلاقة (1) . تفرض نظرية اللعب أن اللاعبين أذكياء . 
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أن يخسره . عندئذ» ستؤدي الخليطة Say”‏ نقطة توازن سرجية» وتكون اللعبة قد 
TAN‏ لاقن نیکس اققطء large‏ بجا عن ON KEY gx Mad‏ ره 
فقطء حينما ينحاز عن « . إن وجود النقطة السرجية هذه قد أثبتت من قبل قون 
نيومان Von Newmanm‏ وقد عرف ذلك باسم نظرية اصغر النهايات العظمى والتي 
تنص على مايلي : 


A‏ مضفوفة من النوع ”× em‏ يتحقق التساوى بين أصخر النهايات العظمى» 
¢ مصمو من rer ae: Ger S‏ 
على جميع الخطط » وأكبر النهايات العظمىء أي : 


max min yAx = min max yAx 
x y y x 


(Y) 


هذه الكمية هي قيمة اللعبة. إذا صل إلى القيمة العظمى الواقعة في الطرف الايسر 

عند ety yx‏ إلى القيمة الصغرى في الطرف الاين عند ر فإن هاتين الخطتين مثليان 
وتؤديان إلى نقطة سرجية لايريد أحد أن يغادرها . 

(£) لكل × و ل‎ ee as 

عند النقطة السرجية تكون er‏ على الاقل من جودة أي نقطة أخرى + (إذ إن 

(yA S y Ax‏ بشكل مشابه سيدفع اللاعب الثاني أكثر ببقائه في LE. y‏ كما في 

نظرية الثنوية» يكن أن نبدأ بمتراجحة ذات اتجاه واحد maximin < minimax‏ . ليس 

ذلك سوى تركيب لتعريف مع تعريف y‏ 
)0( 


max min yAx = min yAx ` < y Ax” < max y Ax = min max yAx. 
x y y x y x 
متأكد‎ ۲ ofsa متأكداً من أنه سيربح على الاقل»‎ x هذا يعنى» فقطء أنه إذا كان‎ 
من 8» فمن الضروري أن يكون 8 >.0. كان انجاز ون نيومان‎ AST من أنه لن يخسر‎ 
البرهان على أن 8 =» وهذه هي نظرية أصغر القيم العظمى . إنها تعني أن المساواة‎ 
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يجب أن تتحقق من خلال (٥)ء‏ وأن خاصة النقطة السرجية (E)‏ تستنتج منها في 
التمرين .)١1١-0-/(‏ 

بالنسبة لناء الشيء المبهر في البرهان هو أنه يستخدم تماماً الرياضيات ا مستخدمة 
في نظرية البرمجة ا خطية . بشكل حدسي» يكون الامرء We‏ واضحاًإذإن ×و 
Y‏ يلعبان دورين امترافقين» وكلاهما يختار الطرائق من المجموعة المواتية لمتجهات 
الاحتمال 0 < دو 1= علو 0 < gy‏ 1= 2۲. الشيء المذهل أنه حتى ثون نيومان 
Von Neumann‏ لم يدرك في الخال أن النظر يتين تعنيان الشيء نفسه . (لقد برهنت 
نظرية minimax‏ عام 978١م‏ وقد ابتدأت البرمجة الخطية عام op VAEV‏ وقد نشر 
Gale, Kuhn , Tucker‏ البرهان الأول للثنوية عام ۱ ۱۹۵م -معتمدين» على كل حال» 
على مذكرات فون نيومان Von Neumann‏ ؟) وقد ظهر برهانه في المجلد الذي ابرز فيه 
دانتزك SG Dantzig‏ البرامج الخطية مع مصفوفة اللعب» وهكذاء فإننا نعكس 
الترتيب التاريخي باستنتاج نظرية mini max‏ من الثنوية . 

باختصار» يمكن اثبات نظرية minimax‏ كما يلي : ليكن (lol)‏ - «المتجه 
العمود المكون من ”من الوحدان و »هو المتجه السطري المكون من «واحداً. 
لنأخذ بعين الاعتبار البرنامجين الخطيين التوافقيين : 


(P)‏ إيجاد النهاية الصغرى لدء (D)‏ إيجاد النهاية العظمى لط ر 


yAScsy20 b, Ax 2bix 20 b, 


لكي نطبق الثنوية» علينا أن نتأكد من أن SS‏ من المسألتين مواتية » لذاء إذا كان 
ذلك ضرورياًء فاننا نضيف » إلى جميع عناصر 4 . إن هذا التغيير SRY‏ على 
ا لخطط المثلى للعبة إذ أن كل ربح يزداد بمقدار » وكذلك أصغر النهايات العظمى 
وأكبر النهايات الصغرى . بالنسبة للمصفوفة الناتجة التي نرمز لهاب A‏ يكون 0- y‏ 
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ملائما في المسألة المرافقة وتكون كل قيمة كبيرة ل + ملائمة في المسألة الاصلية . 
تضمن نظرية الثنوية في البرمجة الخطية وجود متجهين x”‏ و “رملائمين يحققان 
cx =y b‏ وبما أن DU Kec gb‏ من وحدانء لذاء فإن xf = 5: xf‏ :5 إذا كان هذا 
المجموع يساوي 8 فان القسمة على 0 تجعل المجموع مساوياً الواحد وتكون الخطتان 
ا مختلطتان الناتجتان 0 / * وه / '(مثليان. من أجل أي خطتين أخريين ey 9x‏ 
يتحقق : 
Ax 2b‏ يؤدي إلى yAx Zyb=1‏ و y ASe‏ يؤدى إلى y"AxSex=1‏ 
النقطة الرئيسية هي Ar sisy'Ax OS‏ ر. بالقسمة على 60 نجد أنه لايمكن 
للاعب × أن يربح أكثر من 1⁄0 مقابل الطريقة 6 oy‏ ولايمكن للاعب ۲ أن 
يخسر pil‏ هخ 0 ضد .x/0‏ باختيار هاتين الطريقتين» يتحقق maximin‏ 
minimax = 1/9‏ = . 
هذا يكمل النظرية» لكن السؤال الطبيعي جداً يبقى بدون اجابة : ماهي الالعاب 
العادية المكافئة «لالعاب مصفوفة»؟ هل الشطرنج والبريدج والبوك رتتلائم مع نظرية 
نيومان Ç Neumann‏ 
يبدو لي أن الشطرخ لايتلائم مع ذلك تماماً وذلك لسببين. Iai‏ لاتحوي خطة 
القطع البيض على الحركة الاولى فقطء لكنها يجب أن تضمن قراراً حول كيفية الرد 
على كل حركات القطع السود ثم كيف يكون الرد على استجابتها الثانية وهكذا حتى 
نهاية اللعبة . توجد بدائل عديدة عند كل ca gh‏ لذا للاعب ×بلايين الخطط الخالصة 
وينطبق ذلك أيضاً على منافسه . لذاء فإن ”و ۸ كبيران بشكل لايمكن تحديده. 
بالاضافة إلى ذلك» فانني لاأرى دوراً للمصادفة . إذا امكن للابيض أن يجد خطة 
رابحة أو إذا امكن للاسود أن يجد خطة انسحاب iapa‏ 
منهما أن توجد- فسيؤدي ذلك إلى انهاء لعبة الشطرنج بصورة فعلية . من الطبيعي أنه 
يمكن للعبة أن تستمر إلا أن المتعة ستختفي . 
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خلافاً للعبة الشطرنج» فإن البريدج يحوي على شيء من المخادعة» من ذلك 
تقرير ماسيعمله في حيلة ما . لذاء فهي تعد لعبة مصفوفية . لكن n gm‏ كبيران جداً. 
ربا يكن تحليل جزء منفصل من اللعبة للحصول على طريقة مثلى . الامر ذاته صحيح 
من أجل البيسبول(كرة القاعدة)؛ عندما يحاول كل من الرامي وحامل العصى أن 
يخدع أحدهما الآخر في اختيار الضربة . (أو يمكن لمتلقي الكرة محاولة معرفة متى 
سيباغته العداء مدعياً رمية خارجية ؛ لايمكنه عمل ذلك في كل مرة دون التقدم للقذف 
وإلا سيكون هناك تواتر أمثل ‏ يتعلق بهدف العداء وبالوضع القائم). يكن » أيضاً 
»عزل جزء من هذه اللعبة وتحليله . 

لعبة البلاك جاك ليست مصفوفية (على e EYI‏ في الكازيونات) لأن دور اللعب 
تتبع في ذلك قواعد ثابتة . عندما وجد صديقي Ed Thorp‏ طريقة رابحة ونشرها- 
أدى ذلك إلى تغيير قواعد اللعب في لاس فيغاس Las Vegas‏ وكانت وصيته متعلقة 
Lis‏ با محافظة على مراقبة الورق المكشوف . لايوجد في ذلك عناصر صدفة . لذاء 
لاتوجد خليطة خطط x‏ 

توجد كذلك لعبة مأزق السجين Prisoner Dilemma‏ حيث يلقى القبض على 
شريكين في جرية . يقدم إليهما العرض ذاته . اعترف وأنت حر» شرط أن لايعترف 
شريكك ( يحصل الشريك» عندئذ» على عشر سنوات سجن) . إذا اعترف الشريكان 
فا SS‏ هما يحل على ست ستوات سجن إذاالم يحترف أ متهما فانه SAY‏ 
التحقق إلا من جريمة صغيرة (سنتان لكل منهما). ماهو العمل ؟ اغراء الاعتراف 
ضخم جداً » رغم أن كل منهما متعلق بالآخر فان بامكانهما الاصرار على أقوالهما. 
هذه اللعبة ليست ذات مجموع صفري؛ يمكن لكل منهما أن يخسر. 

الشكل المثالي للعبة معتادة يكن أن تكون مصفوفية هي لعبة البوكر c Poker‏ 
فالخداع فيها أساسي» ولكي تكون حقيقية » يجب أن تكون غير قابلة للتنبؤ. يجري 
قرار الخداع بصورة عشوائية » إذا قبلت دعوى نظرية اللعب الأساسية وهو كون 
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خصمك ذكياً. (إذا وجد اسلوباً يربح فيه) . تتعلق الاحتمالات المواتية والمعاكسة 
للخداع بالاوراق المكشوفة وبقيمة الرهن. بالفعل عدد البدائل الكبير يجعل إيجاد 
خطة مثلى مطلقة "امراً غير قابل للتطبيق . رغم ذلك» فان على لاعب البوكر الماهر 
أن يحاول الاقتراب بقدر مايمكنه Oy‏ يمكننا أن نحسب AUS‏ بدقة» إذا قبلنا التبسيط 
الشديد التالي للعبة : 

قديكون لدى اللاعب ×ولد أو ملك باحتمالين متساويين بينما يحصل اللاعب 
Y‏ على ملكة . بعد نظر اللاعب ‏ على مافي يده» يمكنه أن يغلق أوراقه ويستسلم 
ويخسر الدولار الذي وضعه مسبقاً أو يمكنه أن يراهن بدولارين آخرين . إذا راهن 
اللاعب × فان اللاعب 7 إما أن يغلق أوراقه ويستسلم ويخسر الدولارالذي وضعه 
مقدماً أو يقرر متابعة خصمه ويضع دولارين ليرى فيما إذا كان × يخادعه . في هذه 
الحالات» يربح صاحب الأوراق الاعلى قيمة الدولارات الثلاثة التي راهن بها 
خصمه. 

حتى في هذه اللعبة البسيطة فإن «الخطة الخالصة» ليست واضحة بصورة تامة 
ومن المفيد كتابتها كما يلي . ل ۲ احتمالان لأنه يتجاوب» فقط» مع اللاعب :X‏ 

(١)إذاراهن‏ < وجمع ٠9‏ أوراقه. 

L(Y)‏ راهن × ونظر ۲ باوراقه وراهن على ثلاثة دولارات. 
فإن لدى × اربع خطط بعضها منطقي والبعض الآخر احمق: 

)١(‏ يراهن ب 2 8 اضافيين على ملك ويلقي أوراقه على ولد. 

. يراهن في كلا الحالين (مخادعاً)‎ (Y) 

(۳) يغلق اوراقه في كل من الحالين» ويخسر 51. 

)£( يغلق أوراقه عندما ash‏ ملك ويراهن عندما يأتيه ولد. 
تحتاج مصفوفة الربح إلى قليل من الصبر لحسابها : 
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0= » لأن × يخسر دولاراً في نصف الوقت مع الولد ويربح مع الملك Y)‏ 
يغلق اوراقه). 
Va =1‏ ×يخسر دولاراً واحداً في نصف الوقت ويربح ثلاثة دولارات 
في النصف الآحر من الوقت . ( لا يحاول خداعه رغم أن لدى × ملكا) . 
1= ه لأن ×يرد ولا يغلق أوراقه (تنجح الخديعة) . 
0-,ه X OY‏ يربح ثلاثة دولارات مع الملك ويخسر ثلاثة دولارات مع الولد 
(تفشل الخديعة) . 
الطريقة الثالثة تخسر دوماً دولاراً والرابعة غير ناجحة Laf‏ 


الطريقة المثلى في هذه اللعبة من أجل ×هي خداع في نصف 
الزمن» 
)0,0 1 , )= +وعلی الخاسر ۲ أن يختار )1/2 ,1/2( = y‏ . قيمة هذه اللعبة هي 50 
إن ذلك خاتمة غريبة لهذا الكتاب» بتعليمك لعب نسخة مخففة من البوكر . 
ومع ذلك» فإنني أظن أن SU‏ مكانه الخاص في الجبر الخطي وتطبيقاته. آمل أن 
تكون قد سررت بهذا الكتاب . 


تمارين 


٠-١-۸‏ كيف تتأثر الخطط المثلى في اللعبة الاصلية إذا ازدادت العشرون دولاراً 
إلى سبعين دولاراً وكم هي قيمة هذه اللعبة (متوسط ربح ) ؟ 
۲-١-۸‏ بمصفوفة الربح |3 1|-4» اشرح حساب × لأكبر نهاياته الصغرى 
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psy gx لأصغر نهاياته العظمى . أي الخطتين‎ ۲ Clo Wis, 
أمثلية ؟‎ 

۳-۵-۸ إذا كان العنصر » هو الأكبر في سطره والأصغر في عموده» لماذا 
يختار sl x‏ العمود زويختار لادائماً السطر :(دون اعتبار لعناصر 
المصفوفة الأخرى) ؟ بين أن التمرين السابق يتضمن مثل هذا العنصرء 
ثم كون مصفوفة 4 بدون واحد. 

245-50-4 أوجد الخطة المثلى ل ۲ باعطاء أحمال لأسطر 4مثل cy‏ ب اوارسم 
جميع المركبات الثلاث . سيركز ×على المركبة العظمى (الخط الاسود) 
ley‏ ۲ تصغير هذه القيمة العظمى . ماهي SIY‏ هو ارتفاع اصغر 


القيم العظمى (المستقيم المنقط)؟ 
4y‏ 
3y + 2(1-y)‏ 4 
3 1 4 0 
A=‏ 
5 5 20 
(ر- 3)1 + ر | ١‏ 
لاج L‏ 0 
y‏ 0 


٠-٥-۸‏ بالمصفوفة 4ذاتهاء أوجد الخطة المثلى ل X‏ وبين أنه يستخدم فقط 
العمودين (الأول والثالث) اللذين يلتقيان عند اصغر قيمة عظمى في 
الشكل . 


٦-٥-۸‏ أوجدكلاً من الخطتين وكذلك قيمة اللعبة إذا كان: 


it 6 4 
TE -1 1 


ps 


1-0-۸ 


11-0-۸ 


\Y-0-A 


1۳-0-۸ 
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š ‘ B lic 2‏ 
لنفرض أن | ر | -4. أي حملين ,*:- 1 و ,× يؤديان إلى عمود من 
الشكل uy‏ ] وأي حملين ر - 1و yı‏ يعطيان للسطرين كي يؤدي 

ذلك إلى سطر جديد Sly vI‏ بين ol‏ توت ا 
hod LUGS yy” gx yl‏ «من أجل : 


min max XY + X2y2). 


y,20 x, 20 
yı ty, =1 x, +x, =1 


وضح WS‏ من المتراجحات الواردة في )0( ثم عندما تحولها نظرية 
minimax‏ إلى معادلات» استنتج (بالكلمات من جديد) معادلات النقطة 
KEV Reso‏ 

بين أن )0.0 5.5 (= "دو )5 , + )= رهما خطتان مثليان بالنسبة 
للعبة البوكر وذلك بحساب Gy Ax‏ “دهم والتحقق من الشروط )£( 
بالنسبة للنقطة السرجية . 

هل برهن أنه لاتوجد خطة في لعبة الشطرخ تربح دائماً بالنسبة للاسود 
$ اعتقد أن هذا معلوم فقط عندما يقوم اللاعبان بحركتين معاً. لو كان 
للاسود خطة رابحة فإن بإمكان الأبيض أن يقدم الحصان ويؤخره ثم 
يتابع خطته ما يؤدي إلى النتيجة المستحيلة أن اللاعبين سير بحان معاً. 
إذا اختار x‏ عدداً أولياً وبالوقت ذاته » yet‏ ۲ هذا العدد بين فردي أو 


البرمجة الخطية ونظرية اللعب VW‏ 


زوجي (بربح أو خسارة مقدارها دولار واحد) من منهما له ميزة على 
الآخر؟. 

\£-0-A‏ إذا كان × مهاجماً يختار هجوماً أو امراراً للكرة وكان Y‏ الدفاع 
حيث يمكنه أن يتولى الدفاع ضد هجوم أو امرار» لنفرض أن التصفية 


مقدرة باليرد هي 


دفاع ضد هجوم | ]4 


امرار هجوم 


ماهي الخطة المثلى ومعدل الكسب في كل لعبة؟ 


ملحق )1( 


لقد احتفظنا بالتحليل المصفوفي الثالث الضخم لهذا الملحق» إنه يضاف إلى 
7 الناتج عن الحذف و ELI OR‏ عن التقويم (غاوس وغرام شمبدت) . لم يربط هذا 
التحليل بأي أسم وقد عرف بالرمز SVD‏ الذي هو الحروف الأولى من Singular value‏ 
decomposition‏ . نرید وصفه وبرهانه ومناقشة تطبيقاته التي هي كثيرة في ازدياد . 

يرتبط SVD‏ بقرب مع تحليل القيمة الذاتية - المتجه الذاتي لمصفوفة 
متناظرة: "© ۸ © = 4. تقع هنا القيم الذاتية على قطر المصفوفة ۸. ومصفوفة 
المتجهات الذاتية © قائمة : 1 - © 07 . ذلك لأنه يمكن اختيار المتجهات الذاتية لمصفوفة 
متناظرة» متعامدة نظامية . إن ذلك غير صحيح من أجل كثير من المصفوفات ومن 
أجل المصفوفات المستطيلة مدعاة للسخرية . لكن» إذا تركنا © في اليسار و ” 0 في 
اليمين شرط أن تكونا أي مصفوفتين قائمتين - ليس من الضروري أن تكون احداهما 
منقول الأخرى - فإن التحليل يصبح مكنا . علاوة على ذلك» فإن المصفوفة القطرية 
(لكنها مستطيلة) الواقعة في الوسط يمكن جعلها غير سالبة. يرمز لها عادة ب 
ولعناصرها الموجبة به أيضا إنها, © ...., , 6. إنها القيم BLM‏ ل 4 وإنها تشغل 
المواضع ال الأولى من القطر الرئيسي E‏ وإن+ هي رتبة 4. 


Vay 
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أساس العمل بالمصفوفات المستطيلة هو . دائما بصورة تقريبية» النظر فى 
AAAA"‏ 


تحليل القيمة الشاذة : يكن تفريق أي مصفوفة A‏ بالصورة : 

(قائمة) (قطرية) (قائمة) = 3 ZQ‏ ر © -4. 

أعمدة xg i‏ «م هي المتجهات الذاتية ل 7 44 وأعمدة د 0(« )١‏ هي 
المتجهات الذاتية ل „ATA‏ القيم الشاذة 1 ل الواقعة على قطر (m xn) Z‏ هي الجذور 
التربيعية للقيم الذاتية غير الصفرية لكل من ” 44و ATA‏ 


ملاحظة ١‏ : من أجل مصفوفة معرفة إيجابياء يطابق هذا التحليل 7 ۸0 0 . من 
أجل مصفوفة غير معرفة » تصبح أي قيمة ذاتية سالبة في A‏ موجبة في 2 . لذاء ستكون 
0 مختلفة عن د0 . من fol‏ مصفوفات مركبة» < تبقى حقيقية لكن ,© Ors‏ 
تصبحان واحديتين (التركيب مشابه للتعامد) . وهكذا تكون LA =U, SUS‏ 
ملاحظة ۲: تعطي أعمدة 0 و O3‏ أسسا متعامدة نظامية للفضاءات الجحزئية الأساسية 
day‏ : 

الأعمدة ال: الأوائل من , © : فضاء أعمدة ۸ 

الأعمدة mri‏ الأواخر من , © : الفضاء الصفري اليساري AS‏ 

الأعمدة ال الأوائل من د © : فضاء أسطر A‏ 

الأعمدة اله الأواخر من د © : الفضاء الصفري ل 
ملاحظة : يختار التحليل SVD‏ هذه الأسس بطريقة خاصة فعلا. إنها أكثر من 
متعامدة نظامية . إذا ضربت A‏ بعمود من 2 20 فإنه ينتج مضاعفا لعمود من , 0 . 
ينتج ذلك مباشرة عن < ,0 = د AO‏ ينظر الى ذلك كضرب عمود في كل مرة . 
ملاحظة 5 : ستكون الرابطة بين 7 44 و ATA‏ صحيحة إذا كان القانون 5 20 , © 
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صحيحا . لذا من السهل أن ترى : 
2,550 = )0" ) (0,507 ) = "هد وبشكل مشابه 0,5257507 = ۸474 O)‏ 

من العلاقة الأولى» نجد أن , © يجب أن تكون مصفوفة ا متجهات الذاتية ل 
4 4. مصفوفة القيم الذاتية هي الوسطى وهي "دد - التي هي من النوع m Xm‏ 
ويقع على قطرها ۶ © ..., ١‏ 6. من الثانية» ند أن ر © يجب أن تكون مصفوفة 
ا متجهات الذاتية ATA J‏ للمصفوفة القطرية 75‏ الأعدادم © ,., د ه ذاتها 
لكنها من النوع nXn‏ 

هذه التحقيقات سهلة ولكنها لا تبرهن التحليل 51/2 . البرهان ليس صعبا ولكن 

من الممكن استخلاصه من الأمثلة والتطبيقات . 
مثال ١‏ ( ۸ قطرية ) 


2 0 1 0020 10 
0235-10-1 0|03 ay 
0 0 0 0:1 00 
(hä مثال ۲ ( ۸ عمود واحد»‎ 
_k KE g 
-1 31 © a3 
A=] 2|=| 373 +10 |]1[ 
2 2 2 1 IRO] 
a a F] 


TA‏ 4 هنا من النوع XI‏ بينما 7 44 من النوع 3× 3. لكل منهما القيمة الذاتية 
9 (جذرها التربيعي 3 واقع في2). القيمتان الذاتيتان الصفريتان IS SAA TS‏ بعض 
الحرية للمتجهين الذاتيين الواقعين في العمودين ۲, من , ©. لقد قمنا باختيار 
يجعل هذه المصفوفة قائمة . 


WA‏ الجبر الخطي وتطبيقاته 


bl‏ 011 = 4 أو 110 = 4 أو ؟ © 1(, bald = (QOC‏ لکن[ = < حتما. 


)1-3.1 مصفوفة ورودو | 3 ,|=" 44 حيث‎ 4( ٤ مثال‎ 
1-2 Tle 
وكات‎ E E T e 
o 10| 1 1 1| 
N2 N2 
SVD تطبيقات التحليل‎ 


نريد أن ننتقي قليلا من التطبيقات المهمة بعد أن نؤكد نقطة أساسية . يعد التحليل 
SVD‏ رائعاً بالنسبة للحسابات المستقرة عدديا. السبب الأول هو كون , 0و ر 0 
مصفوفتين قائمتين : إنهما لا يغيران أبدامن طول أي متجه. OY‏ 
2 اا = "Ox‏ © 7 × = 3 هاا » pall‏ ب0 Y‏ يخرب التدريج . مثل هذه القضية 
لا يكن أن تحصل من أجل المضروب ESV‏ يمكننا أن نضرب بعدد كبير 6 أو (أكثر 
عمومية) التقسيم على عدد صغير 6 ونغمر الحاسوب. لكن < تبقى جيدة بقدر 
الإمكان . إنها تظهر» تماماء ماهو الكبير وماهو الصغيرء وإن التيسير السهل لرؤية 
هذه المعلومات هو السبب الثاني لشعبية هذا التحليل . سنعود إلى ذلك في التطبيق 
الثاني . 


. -عملية التصوير : لنفرض أن قمرا صناعيا أخذ صورة ويريد إرسالها إلى الأرض‎ ١ 
. يكن لهذه الصورة أن تحوى 1000 × 1000 من المربعات الصغيرة لكل منها لون محدد‎ 
يمكننا أن ننظم الألوان في صف من الأسود إلى الأبيض ونعيد مليون عدد . من المفضل‎ 


وضع المعلومات الأساسية في مصفوفة من النوع 1000 × 1000 وإرسال ذلك» فقط . 

لنفرض أننا نعرف التحليل .SVD‏ المفتاح هو في القيم الشاذة (في < ). بصورة 
نغوذجية » بعضها ذو شأن والبعض الآخر صغير جدا . إذا احتفظنا ب 60 وأهملنا £940 
فإننا نرسل فقط ما يقابل 60 عمودا ل , © و ر ©. الأعمدة الأخرى ال940 تضرب في 
FO}‏ , © بالأعداد الصغيرة 6 التي هي مجهولة . بالفعل LSe‏ صنع هذا الضرب 
ا مصفوفي كجداء عمود بسطر : 

(Y) 01507 =ujo,v) + نيه ييا‎ +... + uov". 

المتجهات » هنا أعمدة في , © والمتجهات v‏ أعمدة في ر © ( 7 لاهو السطر الأول 
في (OF‏ . كل مصفوفة هي مجموع ۲ من المصفوفات ذوات الرتبة .)١(‏ إذا احتفظنا 
بستين عنصراً فإننا نرسل X60‏ 2000 عوضا عن مليون . 

إن الصورة أخاذة فعلا كلما حوت أكثر فأكثر من القيم الشاذة. في البدء؛ لا 
ترى شيئا ثم فجأة ترى كل شيء. 


ote الرتبة الفعلية : لم نتردد في الفصل الثاني في تعريف رتبة مصفوفة . إنها‎ - ١ 
الأسطر المستقلة أو بصورة مكافئة عدد الأعمدة المستقلة. يصعب تقرير ذلك في‎ 
. الحساب . طريقتنا الأصلية هي تعداد المحاور وذلك عمل صحيح في حساب صحيح‎ 
في حساب حقيقي» يكن أن يكون هناك خداع - لكن نبذ محور صغير لا يعطي‎ 
الجواب. لننظر في:‎ 


رتبة الأولى واحد رغم أن تدوير Lhd‏ من المحتمل أن يؤدي إلى محور 


AVA‏ الجبر الخطي وتطبيقاته 


آخر. يكن أن يكون المحوران صغيرين» كم ESE‏ أن نتجاهل منها؟ للثانية محور 
صغير ولكننا لا يمكننا أن ندعي أن أسطرها غير ذات شأن . للثالثة محوران ورتبتها 
تساوي ۲ ولكن رتبتها الحقيقية يجب أن تكون .)١(‏ 

ننتقل إلى قياس أكثر استقراراً للرتبة . الخطوة الأولى هي استخدام TA‏ 4أو 
* 44 المتناظرتين ولكنهما مشتركتان بالرتبة ذاتها مع 4. قيمهما الذاتية - مربعات 
القيم الشاذة - ليست مضللة . بناء على Bo‏ المعطيات» نقرر» مع تسامح مثل ٠°‏ 10 
ونعد القيم الشاذة الواقعة فوق ذلك - أن تلك الرتبة هي الحقيقية . في الأمثلة الواردة 
أعلاه» إنها تساوي» Lega‏ الواحد إذا كان ع صغيرا . من المقبول أن تكون غير متصلة 
ibi Le‏ القيمة الشاذة العدد ° 10. لكن ازعاج ذلك أقل بكثير من التعريف 
الجبري المعتاد - الذي هو غير متصل عند 0 ٠=‏ ولا يسمح بالمراقبة . 
۴ - التحليل القطبي : يساوي كل عدد مركب جداء عدد غير سالب بعدد ؟' © واقع 
على دائرة الوحدة : ret?‏ = ج. إن ذلك هو التعبير عن ج «بالاحداثيات القطبية» . 
إذا اعتبرنا هذين العددين مصفوفتين من النوع 1 × 1» فإن يقابل مصفوفة شبه 
معرفة ايجابيا ويقابل ٠‏ مصفوفة قائمة. بدقة أكثرء لما كان Lis re‏ 
ويحقق [ - 16م 34 فإنه يكون مصفوفة واحدية من النوع 
1 : 1= 0 0 . نعتبر المرافق المركب مثل المنقول من أجل UH‏ 

يمتد التحليل SVD‏ إلى أي مصفوفة مهما كان حجمها . 


يمكن تحليل أي مصفوفة حقيقية مربعة إلى 5 0 (A=‏ حيث © قائمة و S‏ متناظره وشبه 
معرفة إيجابيا . إذا كانت ALG A‏ للعكس فإن S‏ معرفة إيجابيا . 


: SVD ما علينا إلا أن ندخل 1= ر © 3 © في وسط التحليل‎ cola 
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(۳) A =Q, ZO} = 0, 0101501. 

العامل ‏ 0 < ر 0 = 5 متناظر وشبه معرف EOY)‏ كذلك ) العامل 

؟ © , © = © مصفوفة قائمة (لأن/ - OF ©, OF‏ ,0 - 0"0 ). في الحالة المركبة» 

تصبح S‏ هرميتية بدلا من متناظرة وتصبح © واحدية بدلا من قائمة . في الحالة القابلة 
للعكس» تكون < معرفة وكذلك 5. 


مثال تحليل قطبي : 05 A=‏ 
ل AL‏ اكه i‏ 


مثال تحليل قطبي عكسي : 5'0 = ۸ 


في الترتيب العكسي ٠»‏ تبين التمارين لماذا تتحول 5 لكن © تبقى كما هي . كل من 
5 و ”5 متناظرتان ومعرفتان إيجابيا A OY‏ هذه قابلة للعكس . 


ملاحظة: LK‏ أن ننطلق من 05 = 4 والتراجع لإيجاد التحليل SVD‏ لما كانت S‏ 
متناظرة لأنها تساوي FOF‏ ر © 6 إن ذلك تحليل القيم الذاتية - المتجهات الذاتية 
المعتاد " QAQ‏ بتغيير بالرموز فقط . إن : 

A= 05 = 00,30) = 0,30 


هو التحليل SVD‏ تاريخياء استخدم التحليل القطبي لأنه أكثر شهرة - لكنني 
اعتقد أن تحليل القيمة الشاذة أساسي أكثر . 
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تطبيق 05 = 4 : أهم استخدام للتحليل القطبي هو في الميكانيك المتصل (وأكثر حداثة 
في المكننة). في كل تشوه» من المهم فصل التمدد عن الدوران» ويقع ذلك» تماماء 
عندما تنتهي 05. المصفوفة القائمة © دوران ومن الممكن أن تكون انعكاسا. للمصفوفة 
المتناظرة 5 القيم الذاتية, 6 ...., , 6 التي هي معاملات التمدد (أو معاملات 
الانضغاط). التقطير الذي يظهر هذه القيم الذاتية هو الاختيار الطبيعي للمحاور - 
المسماة محاور رئيسية » كما في القطع الناقص في البند (7-57). إنها المصفوفة 5 التي 
تتطلب عملا في المادة» وتختزن قدرة مرونة . 

نلاحظ أن 7 5 هي TA‏ 4 التي هي متناظرة ومعرفة ايجابيا عندما تكون 4 قابلة 
للعكس . 5 هي الجذر التربيعي TAS‏ 4 وهي مصفوفة متناظرة معرفة ايجابياء و © 
هي AS‏ بالفعل» يكن ل A‏ أن تكون مستطيلة ما دامت TA‏ 4 معرفة ايجابيا . 
(ذلك هو الشرط الذي احتفظنا به وهو أنه من الواجب أن تكون أعمدة 4 مستقلة) . 
وفي الترتيب المعاكس © 5 =4 تكون المصفوفة 5 الجذر التربيعي TI‏ 44 وهي متناظرة 
ومعرفة ايجابيا. 
E‏ أصغر ا مربعات : لقد وجدنا في الفصل الثالث حل المربعات الأصغرية لنظام 
مستطيل b‏ = ×4. إنه يأتي من المعادلة النظامية 75 4 = × cA TA‏ إلا أنه كان هناك 
متطلب ثابت على ۸. يجب أن تكون أعمدتها مستقلة» والرتبة كانت «. إذا لم يكن 
ذلك» TA Op‏ 4 غير قابلة للعكس ولا يمكن تعيين × - يمكن إضافة أي متجه من 
الفضاء الصفري إلى × . يمكننا الآن تكملة ماقدمه الفصل الثالث باختيار × 
«مفضل» لكل نظام خطي ط = Ax‏ 

توجد أمامنا صعوبتان ممكنتان مع Ax = b‏ : 

. يمكن أن تكون الأسطر في 4 مرتبطة‎ )١( 

. يمكن أن تكون الأعمدة في 4 مرتبطة‎ (Y) 
خارج‎ b في الحالة الأولىء يمكن أن لا يكون للنظام حل . يحدث ذلك عندما يكون‎ 
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فضاء أعمدة cA‏ وقد أعطى الفصل الثالث العلاج : إسقاط b‏ على فضاء الأعمدة. 
عوضا عن ط = ×4 نحل Ax =p‏ يمكن Las‏ ذلك OY‏ م واقع في فضاء أعمدة 4. 
إلا أن الحالة (۲) تظهر عقبة أخرى . إذا كانت أعمدة 4 مرتبطة» فإن الحل × لن يكون 
فريدا . علينا أن نختار حلا خاصا لم = Ax‏ وبجعل هذا الاختيار متلائما مع القاعدة 
التالية : 
ا حل الأمثل للنظام م = x‏ ۸ هو ذو الطول الأصغري . 

يكن تسمية هذا الحل الأمثل * x‏ إنه اختيارنا المفضل كأفضل حل للنظام Ax=‏ 
6 (الذي لم يكن له حل)» وأيضا للنظام م = × 4 (الذي كان له العديد من (JAH‏ 
الهدف هو تعيين * ×» وننطلق من أجل ذلك Jee‏ 
مثال ١‏ ۸ مصفوفة قطرية» ذات أسطر مرتبطة وأعمدة مرتبطة أيضا : 
c 0 0 0‏ 


0 6,00 
0 0 00 


A= 


تنتهي جميع الأعمدة بصفر. في فضاء الأعمدة» يكون أقرب 
متجة ل(ر, ط رر 5,ر ط) = طهو (0 ,ر 5 ,ر 8) = م. إن ذلك هو المسقط» والخطأ 
b 5)‏ ,0 ,0) متعامد مع كل واحد من الأعمدة. الأفضل أن نحل المعادلتين الأوليين» 
oY‏ المعادلة الأخيرة هي و 8 = 0. لا يكن اختصار خطأ هذه المعادلة» إلا أن الخطأ 
في المعادلتين الأوليين يمكن أن يكون صفرا : 


3 
o0 207 b, 
0 6,00]/ 7 |=|b,] هوق‎ Ax=p 
0 


0 0 00 


Oy 
Eu 


wy‏ الجبر hhl‏ وتطبيقاته 


نواجه OV‏ الصعوبة الثانية . الأعمدة مرتبطة و × ليس وحيدا . المركبتان الأوليان هما 
y/o)‏ 5 , د 6/: ط» إلا أن المركتين الأخريين و × g‏ اختيار يتان تماما. لجعل 
x‏ أقصر ما يمكن » نختار هاتين ا مركبتين صفرا. ا حل ذو الطول الأصغري ل 


iz ESAT =p 
20 6م‎ lis, 0 0 
1/0] by 
yr = b3/6, 5 0 1/62 0 by 
0 0 o 
0 0 o oji? 


هذه المعادلة مهمة . إنها توجد * ox‏ وإنها تظهرء أيضا ا مصفوفة التي تنتج 
* :امن . تدعى هذه المصفوفة ا معكوس الكاذب AS‏ قثل بالرمز * 4» لذاء يكون 


"s و"‎ 
A * أفضل حل * × والمعكوس الكاذب‎ ad استنادا إلى هذا المثال» يمكننا أن‎ 
. لأي مصفوفة قطرية‎ 
b,/o, 1/6, 0 
EEE e e : Pac ae ee ٠. \3 
x*=A*b 55 3A ia op A : إذا كان‎ 


المصفوفة 4 من النوع em Xn‏ ب٣‏ من العناصر غير الصفرية , 6 . معكوسها الكاذب 

* 4 من النوع ا ran‏ من العناصر غير الصفرية , 1/6 . المنطقة الفارغة أصفار. 
لنلاحظ أن * )+ 4) هو 4 أيضا. إن ذلك يشبه 4 = 7 T)‏ 4) إلا أن هناغير 

قابلة للعكس . إذا كان ل المركبات p)‏ 5 ..... ر SLS Alp bal op (b‏ 


(bb ,, 0...0(‏ الحل plipa ASV‏ = × 4هو * ×الذي وجدناه أعلاه. 
وأخيراء يمكننا أن غثل المصفوفة القطرية بالرمز = ومعكوسها الكاذب بالرمز * < . 


التحليل وفق القيمة الشاذة والمعكوس الكاذب wr‏ 


للذهاب إلى أبعد من المصفوفات القطرية» ننطلق بالحالة السهلة - حيث A‏ 
قابلة للعكس . للمعادلة م = 4 حل واحد وواحد فقط T b:‏ ۸ = ×. في هذه ا حالة 
pax‏ * :دو 8A!‏ * 4. ا معكوس الكاذب هو ا معكوس ذاته عندما تكون ALTA‏ 
للعكس . لنتحقق من الشرطين معا : ×4 أقرب ما يمكن من b‏ (إنه يساوي Cb‏ و دهو 
pail‏ حل لط = × 4 (إنه الحل الوحيد عندما تكون A‏ قابلة للعكس) . 

لقد وجدنا TOW‏ دفي الحالة العامة. إنه أقصر حل لم = Ax‏ وندعي 
أن * × واقع دوما في فراغ أسطر 4. لنذكر أن أي متجه × » يمكن توزيعه إلى مركبة 
في فضاء الأسطر ومركبه في الفضاء الصفري pi‏ × +, × = ×. هناك ثلاث نقاط 
مهمة لهذا التوزيع : 

Ax, - أيضا لأن0‎ 4 x, =p مركبة فضاء الأسطر تحل‎ - ١ 

: المركبتان متعامدتان وتخضعان لقانون فيثاغورس‎ Y 

mr 20 عدا‎ Ke le أقضر‎ x لذا یکوت‎ ||“ =| : 

۳- لجميع الحلول Ax =p‏ مركبة فضاء الأسطر نفسها x,‏ . هذا ا متجه 
هوق x”‏ 

الصورة المقدمة للذكرى هي الشكل (5-1) . إنها تظهر النظرية الأساسية للجبر 
الخطي - ببيان كيف تأخذ 4 أي متجه × إلى فضائها الصفري . إنها توضح أيضا أن أي 
م من فضاء الأعمدة ناتج عن متجه واحد وواحد فقط من فضاء الأسطر. (إذا كان 
Ax, =p‏ كتلك ورت x) = COL AX’,‏ = كن A‏ يقع الفرق في الفضاء الصفري 
وكذلك في فضاء الأسطر - لذاء OL‏ ,”د - ,× متعامد مع نفسه لذا يجب أن يكون 
Civ‏ كل ماعملناه هو اختيار ا متجه ,× = pails xt‏ حل له = ×4إنه أقصر 
حل للمعادلة الأشد قرباًمن Ax =p‏ 

المعكوس الكاذب مصفوفة تقلب اتجاه الشكل . إنها تنطلق بط وتعود الى* ×. 
إنها تعكس A‏ حيثما تكون 4قابلة للعكس - بين فضاء الأسطر وفضاء الأعمدة. يتغلب 


Xr Xn 


2 
+| 


We‏ الجبر gel‏ وتطبيقاته 


المعكوس الكاذب على الفضاء الصفري الأيسر بأن يقذفه الى الصفرء ويهزم الفضاء 
الصفري باختيار × ل * E‏ 


Axt =p and xt مامد‎ =4 


A*(b (م-‎ - 0 


شكل (أ-١).‏ عمل المعكوس الكاذب * 4. 

لم نبرهن» بعد» على وجود المصفوفة * 4 التي تعطى دوما* + - لكنها 
موجودة. ستكون من النوع en Xm‏ لأنها تنقل من "۸ إلى *×من RY‏ سننظر في 
مثال إضافي قبل إيجاد * 4 بصورة عامة . 
مال =b Y‏ عمهو18 = وعة + رع2 + “x,‏ 

حل المعادلة مكون من مستو كامل . وفقا لنظريتناء Op‏ على أقصر الحلول أن 
يقع في فضاء اسطر المصفوفة [2 2 1-] = 4.. مضاعف هذا السطر الذي يحقق المعادلة 
هو 4 4 2-(= *+. هناك حلول أخرى مثل )2,5,3( أو (2,7,1-) أو (6,3,3-)» ES‏ 
كلها أكثر طولا من * ×. (لكل منها مركبة غير صفرية من الفضاء الصفري) . المصفوفة 
التي تنتج * :دمن الطرف الأيمن cb‏ الذي هو المتجه الأقصر فعلا [18]» هي المعكوس 
الكاذب * A‏ عندما تكون A‏ من النوع 1X3‏ فإن المصفوفة * 4 من النوع 1 ×3. 


التحليل وفق القيمة الشاذة والمعكوس الكاذب 


A*=[-1 2 2[* = و‎ 4* [18] = 4 
4 


ع إفمادم إن دہ |ص 


فضاء أعمدة * 4 هو فضاء اسطر A‏ نقدم الآن قانونا ل* 4 : 


نفرض أن تحليل القيمة الشاذة ل 4هو 1 0 < , © = 4ء لذاء يكون المعكوس 
الكاذب AS‏ : 

A =O Of‏ الف 

القيم الشاذة Ginza /oe‏ تقع على is (m Xn) E phs‏ معكوساتها 

, © /1 ,..., , 1/6 على قطر * < (nxm)‏ المعكوس الكاذب ل * 4 هو =A‏ **4. 


لقد حوى )١( JUN‏ الحالة القطرية» عندما كانت 4 المصفوفة < وكان 
(mX m) 0, =1‏ و 1= 0 (Y) JEU cè- (nX -n)‏ كان [1] = ,© والقيمة الشاذة ‏ 
3 الجذر التربيعى للقيمة الذاتية ل 44. يرجى ملاحظة < و * < فى التحليلين 


SVD التاليين‎ 

5 = 3 

nie 

[1 2 ASME) 2-5 2 
2 2 A 

5 FY F 

ak 2 8 l 
ا‎ TE 

a 22 أك‎ se F lolis > 
2 2,110 2 

3 3 3 9 


wi‏ الجبر الخطي وتطبيقاته 


يمكننا أن نتحقق مباشرة أن هذه المصفوفة * 4 تودي إلى الحل الأمثل لط = ×ه. 
الطول الأصغري حل pol‏ مربعات لط = عد هو« 7 0 * 8 , © - 5* 4 - * +. 
البرهان : الضرب بالمصفوفة القائمة ‏ © لا يغير الطول : 
2@3x-o || =||Z03x - oF}.‏ رو |- | مهما 
لندخل المتغير الجديد × ر © = × © = ر» الذي له طول × نفسه . لذاء فإن جعل 
Ab‏ في نهايته الصغرى مطابق لجعل || 07 - 300 || في نهايته الصغرى. إن تلك 
مصفوفة قطرية ومن المعلوم أن * pay‏ المفضل . إن 5 7 0 * < = * ر لذاء فإن* x‏ 
المفضل هو : 
x* =Q2y* - 05* ©.‏ 

لقد كان بإمكاننا أن نتحقق مباشرة من أن * :دهذا واقع في فضاء الأسطر ويحقق 

.Ax t*=p 


انشاء التحليل SDV‏ : لقد انتهينا من التطبيقات. لنعد الى تحليل القيمة الشاذة 
الذي استندت هذه التطبيقات اليه . علينا أن نبرهن أنه يمكن تحليل أي مصفوفة بالصورة 
20 , © = 4» حيث 3 قطرية والمصفوفتان © قائمتان. 

لمصفوفة متناظرة مثل A TA‏ مجموعة كاملة من المتجهات الذاتية المتعامدة 
النظامية :* التي توضع في أعمدة ر © : 

(V)  xxj=0 fori#j و‎ xjxj=1 Ce A Ax; عرد‎ 

(في الحالة المركبة تتغير ”4 إلى "4 و "+ إلى G‏ لنجري الضرب الداخلي ب ز× 
فنکتشف أن 0< , ۸ : 


(۸) Jax]? =}; i xJ A Ax, = Arii 5 


التحليل وفق القيمة الشاذة والمعكوس الكاذب yy‏ 


لنفرض أن القيم الذاتية , A‏ ...., ر لل موجبة وال" -« الباقية من ر Ax‏ و ر۸ 
اصقان من أجل الموجبة» Ya, oes‏ = ره , -qj = AX0;‏ (تصبح الأعداد 
, © ,..., ر 6 القيم الشاذة في قطر < . لنلاحظ أن ر ۾ متجهات وحدة من R™‏ استنادا 


إلى (A)‏ وإنها متعامدة فيما بينها وفق (7) : 


يمكن توسيع المنجهات ال و المتعامدة النظامية التي عددهاء » بطريقة غرام - 
شميدت» لتكوين أساس كامل متعامد - نظامي m‏ 4 ..., , 4. إنها أعمدة , © . 
العنصر زفي الجداء QT AQ;‏ هو ز×۸ qi‏ (جداء سطر في مصفوفة في عمود)» 
وتعرف هذه العناصر كما يلي : 


giAx; =0 |‏ اذاكان (Ax,=0 OY) j>‏ للك 


re 
(Ax; = 0j4j ON) FSR qi AX) = qi 0j4j 


لكن 6 = ر ي / ي إلا عندما يكون زر -:. إنها الوحيدة غير الصفرية في الجداء 
ر 740 © = < ily‏ العناصر الأولى ال من pole‏ القطرء وهي, © Oye‏ 
بما أن 7 © = 7 0» يكون لدينا 7 0 < , 0 = 4 كما هو المطلوب. 

نذكر من جديد كيف تلائم المتجهات و و × هذه الفضاءات الجزئية الأساسية 
الأربعة ل 4.. ال + الأوائل من x‏ قاعدة متعامدة نظامية لفضاء الأسطر والمتجهات ال 
n -r‏ الباقية أساس متعامد نظامي للفضاء الصفري (عندما يكون0 = ×4). المتجهات 
ال الأوئل من ٩‏ أساس متعامد نظامي لفضاء الأعمدة» وال mer‏ الباقية أساس 


WA‏ الجبر الخطي وتطبيقاته 


متعامد نظامي للفضاء الصفري الأيسر. طبعاء ليس مستغربا أن تكون هذه الأسس 
موجودة. نحن نعلم ذلك ! ما هو خاص من أجل + و + هو أن زوزه = isb Ax,‏ 
المصفوفة متجهات أساس الى متجهان اساس آخر عندما تكون الأسس صحيحة. 
استنادا الى قواعد تكوين المصفوفات» عندما تطبق 4 على أساس في "8 وتعبر عن 
النتيجة باستخدام أساس في RT‏ فإن المصفوفة بالنسبة لهذين الأساسين قطرية . إنها 


a 
تمارين‎ 
أوجد تحليل القيمة الشاذة والمعكوس الكاذب * 0 للمصفوفة الصفرية‎ \-Í 
.” ×۸ من النوع‎ 
: أوجد تحليل القيمة الشاذة والمعكوس الكاذب لكل مما يلي‎ y-| 
ع 5 ماده‎ 5 A=(111 1). 
أعمدة متعامدة نظامية» فما هو‎ om Xn ذات النوع‎ OG pial كان‎ 13] y-Í 
معكوسها الكاذب * 0؟‎ 
وقيمها الذاتية ومتجهاتها الذاتية والجذر التربيعي‎ ATA wl (fl) أ-ع‎ 
: المعرف ايجابياً إذا كانت‎ 
a= |1781| 
إذا عرفت 0» فاحسب الشكل‎ .4 = OS (ب) احسب التحليل القطبي‎ 
A=SQ العكسي‎ 
: *ر للنظام‎ = Ato أده ما هو حل المربعات الأصغرية ذو الطول الأصغري‎ 
1001 0 
Ax -]|1 0 02|] 2 
LILLE 2 


التحليل وفق القيمة الشاذة والمعكوس الكاذب WA‏ 


يمكنك أن تحسب * 4 أو تجد الحل العام ل =ATH‏ × 4"4 وتختار الحل 
الواقع في فضاء أسطر 4. تلائم هذه المسألة المستوي المفضل Di + Ez‏ + © 
مع 5-0 عند النقط 0= -:» مع 2 - ط عند النقطة السابقة ذاتهاء مع 
fe zalteb=2‏ 

)1( )15 كان ل4 أعمدة مستقلةء فإن معكوسها اليساري (A TA) TA T‏ 
هو المعكوس الكاذب. 

(ب) إذا كان AS‏ اسطر مستقلة فإن معكوسها اليميني A (AA T)?‏ 
هو المعكوس الكاذب . 

في كل من الحالتين» حقق أن 4*0 - x?‏ واقع في فضاء الأسطر وأن 
.A Ax * - 50‏ 

إذا وزعت 0 ,© = 4 إلى “05 (معكوس تحليل قطبي) فماهما 
0 ؟ 

هل العلاقة * 8*4 = *(48) صحيحة دوما من أجل المعكوسات الكاذبة؟ 
أعتقد لا. 

أي تحليل مصفوفة بالصورة 1 1 = cA‏ حيث أعمدة 1 ال” تولد فضاء 
أعمدة A‏ وأعمدة 1 ال+ تولد فضاء الأسطر (البند (T-Y‏ حقق القانون 
الصريح : 


اوشناة : ذا 4*0 واقع» دوماء في فضاء الأسطرء بسبب وقوع UT‏ 
فى المقدمةء ولماذا م47 -4544*5. أي أن 4*5 يحقق المعادلة 
النظامية؟ 

فسر لماذا * 44 و AtA‏ مصفوفتا إسقاط IU)‏ فهما متناظرتنان) . ما هو 
الفضاء الجزئي الأساسي الذي يجري الإسقاط عليه؟ 


شكل جوردان 


إذا اعطينا مصفوفة مربعة 4 وأردنا اختيار مصفوفة M‏ » بحيث تكون المصفوفة 
MAM‏ تقريبا قطرية . في ا حالة الأكثر بساطة c‏ للمصفوفة A‏ مجموعة كاملة من 
المتجهات الذاتية التى تحتل أعمدة 14 - وهی التى تعرف ب5 شكل جوردان فى هذه 
الحالة هو rem AM A‏ هه مرد IS golds‏ ميق الننوج Jad pee N‏ 
ويكون هدفنا تكوين مصفوفة قطرية قد انج تماما . في الحالة الأكثر عمومية والأكثر 
صعوبة» تكون بعض المتجهات الذاتية مفقودة والشكل القطري غير SE‏ . ستكون 
هذه الحالة هي التي سنهتم بها حالياً . 

نعيد ذكر النظرية التي تحتاج إلى برهان : 


دق إذا كان لمصفوفة s‏ من المتجهات الذاتية المستقلة خطيا » فإنها تشابه مصفوفة يمكن 
كتابتها على JRE‏ جوردان ب ء من الكتل المربعة الواقعة على القطر : 


J=M AM = 


AY‏ الجبر AH‏ وتطبيقاته 


لكل ALS‏ قيمة ذاتية واحدة ومتجه ذاتى واحد ووحدان فوق القطر : 


| J 


للقيمة الذاتية المزدوجة 8 = À‏ متجه ذاتي وحيد» Laid‏ يقع على اتجاه الإحداثي 
الأول (1,0,0,0,0 = er‏ : نتيجة لذلك» تظهر 8 -1 » فقط في كتلة واحدة 7 
للقيمة الذاتية الثلاثية 2-0 متجهان ذاتيان es‏ و ء٠‏ وهما يقابلان كتلتي جوردان 
دل , دل . إذا كان ل 4 خمسة متجهات ذاتية» فإن جميع الكتل ستكون من النوع 1 


à قطرية‎ J وستكون‎ ×1 


السؤال الرئيسي هو ما يلي : إذا كانت ۸ مصفوفة أخرى من النوع 5 × 5 تحت 
أي شروط سيكون شكل جوردان المتعلق بها هو المصفوفة J‏ نفسها؟ متى يمكن وجود 
مصفوفة 84 بحيث يكون )= MAM‏ كأول مطلب » أي مصفوفة مشابهة ل4 يجب 
أن تشترك معها بالقيم الذاتية نفسها 8,8,0,0,0 . لكن ذلك بعيد من أن يكون كافيا- 
المصفوفة القطرية التي عناصر قطرها القيم الذاتية هذه ليست مشابهة ل 7 - وإن مسألتنا 


. الذائية‎ olga Lie تعلق‎ 


للإجابة عن ذلك » نعيد كتابة العلاقة7 = M 1 AM‏ بصورة أكثر 


: AM=MJ ساطة‎ 


شکل جوردان AY‏ 


Aj Xj X2 X3 X4 X5 =| Xj X2 X3 X4 Xs 0 
0 


لننفذ الضرب بعمود في كل مرة : 


©) Axa رمع د‎ +x] 9 Ax, = 8 


(Y) Axs = (xs و‎ Axg = (xaq + و و‎ A x3 = وع0‎ 


يمكننا الآن التعرف على الشروط التي تفرض على 4 . يجب أن يكون لها ثلاثة متجهات 
ذاتية حقيقية » مثل ماللمصفوفة 3. أحدهاء وهو الموافق للقيمة الذاتية 1-8 » 
يوضع في العمود الأول من LLE M‏ كما كان يوضع في العمود الأول من 5: 
:ع = ,×4 . يوضع المتجهان الآخران اللذان يسميان × , ors‏ في العمودين الثالث 
والخامس من 81 :0= Axs‏ و×4. يبقى أخيرا متجهان خاصان استقرائيان هما 
»× , د . نلاحظ أن × ينتسب إلى صنف متجهات يرأسه + معرف با معادلتين )١(‏ 
. في الحقيقة × هو المتجه الآخر الوحيد في هذا الصنف» والكتلة الموافقة لمن 
المرتبة الثانية . تصف المعادلتان (۲) صنفين آخرين مختلفين» في أحدهما .+ يتبع x3‏ 
ويقع في الآخر xs‏ وحده . الكتلتان رل , ل من النوعين 2 :2 و11 . 
البحث عن شكل جوردان ا متعلق ب 4 يصبح بحثا في أصناف ا متجهات هذه » 
كل واحد منها يرأسه متجه ذاتي : لكل 1 
إما ;2= Axi‏ أو ×+ عرد (Y) Ax;‏ 
توضع المتجهات :+ في أعمدة المصفوفة M‏ ويعطى كل صنف كتلة واحدة في 7 . الأمر 
الأساسي هو أن نبين كيف يكن تكوين هذه الأصناف gY‏ مصفوفة A‏ . عندئذ» إذا 
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لاء مت الأصناف المعادلات الخاصة )١(‏ و (۲) فإن ز هذه ستكون شكل جوردان 
المتعلق As‏ 

اعتقد أن فكرة فيليبوف Felippov‏ التي نشرت في المجلد (YY)‏ من Moscow‏ 
University Vestnik‏ تعطي هذا التكوين بأحسن ما يمكن من البساطة والوضوح . لقد 
عولج الموضوع بطريقة التراجع (الاستقراء الرياضي)» BAI‏ من كون كل مصفوفة 
من النوع 1 × 1 واقعة مسبقا في شكل جو ردان المتعلق بها . يمكننا أن نفرض أن البناء 
قد انهي لكل مصفوفة من مرتبة أدنى من n‏ - هذه هي فرضية التراجع - عندئذ تفسر 
المراحل من أجل مصفوفة من المرتبة ” . هناك ثلاث مراحل وبعد أن نقدم Lle Line‏ 
لها نطبق ذلك على مثال محدد . 

ا مرحلة الأولى : إذا فرضنا أن 4 شاذة » لذاء سيكون عدد أبعاد فضاء أعمدتها 
۸ > . بدراسة هذا الفضاء الصغير » تتكفل فرضية التراجع بكون شكل جوردان 
ممكنا- يجب أن يكون : من المتجهات المستقلة Wi‏ في فضاء الأعمدة بحيث يكون : 

(4) eR o 2 reo إن‎ 

ا مرحلة الثانية : نفرض أن للفضاء الصفري وفضاء الأعمدة المتعلقين بالمصفوفة 
4 » تقاطعا عدد أبعاده م . طبعا » كل متجه من الفضاء الصفري هو متجه ذاتي 
يقابل 2-1 . لذاء سيكون هناك م صنفا في المرحلة الأولى تنطلق من هذه القيمة 
الذاتية » وإننا نهتم بتلك المتجهات :17 التي تأتي في نهاية هذه الأصناف . كل واحد 
من هذه الم متجها واقع في فضاء الأعمدة » لذاء كل منها تركيب لأعمدة 
gewi =4 : 4‏ أجل متجه موافق :< . 


ا مرحلة الثالثة : للفضاء الصفري دوما:” - بعدا 5 لذا بصورة مستقلة عن تقاطعه 
مع فضاء الأعمدة الذي ote‏ أبعاده م e‏ فإن عليه أن يحوي n - r - p‏ متجها إضافيا 
اساسا zi‏ واقعة خارج هذا التقاطع . 


شکل وردان 1A0‏ 
لنصوغ الآن هذه المراحل معا لتقديم نظرية جوردان : 


المتجهات W,‏ التي r Lasse‏ والمتجهات :ا التي عددها م والمتجهات التي 
عددها م -” -: تكون أصناف جوردان للمصفوفة c A‏ وهذه المتجهات مستقلة خطيا 
. إنها تكون أعمدة × ويكون 84 11۸ = 7 هو شكل جوردان . 

إذا أردنا إعادة ترقيم هذه المتجهات باعتبارها < , ... , ×+ وموافقتها مع شروط 
المعادلتين (۳) فإن على كل :أن يدرج مباشرة بعد wi‏ الذي ينتج عنه » ail‏ يتمم صنفا 
يكون فيه 0 = :3 . تأتي المتجهات * في النهاية القصوى » كل واحد منها منفرد في 
صنفه الخاص » وكذلك القيمة الذاتية هنا صفر لأن المتجهات: تقع في الفضاء الصفري 
. الكتل المتعلقة بالقيم الذاتية الصفرية أنهيت في المرحلة الأولى والكتل المتعلقة بالقيم 
الذاتية غير الصفرية زادت سطرا واحدا وعمودا واحدا في المرحلة الثانية وتشارك 
المرحلة الثالثة بكل كتلة [0] = ل من النوع | ×1 . 

نختار الآن مثالا » ولكي نبقى قريبين من الصفحات السابقة نختاره بالقيم الذاتية 


: 0 


© 


0 ) 


8 
8 
0 
0 


5 


0 
0 
0 


> 

I 
5 5 © 5 6 
مه © © مه‎ 6 


0 

ا مرحلة الأولى : عدد أبعاد فضاء الأعمدة 3 - + وهو مولد بالمتجهات الاحداثية 

و © .و © ,ر © . للنظر في هذا الفضاءء نهمل الثالث والرابع من أسطر وأعمدة 

المصفوفة A‏ . للمصفوفة التي بقيت القيم الذاتية 8,8,0 وينتج شكل جوردان المتعلق بها 
عن المتجهات : 


= 


0 ) 


w= 


cocoon 
= 
3 
1 

oS‏ ت س 
= 
w‏ 
I‏ 

2 6ه 5 © © 
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تقع المتجهات :17 في فضاء الأعمدة وهي تتم الصنف المقابل ل 8= ۸وتنتقل 
إلى الصنف المقابل ل0 =4 : 
Aw, =8w,, Aw, =8w.+w,, Aw; =0w3.‏ )0( 
ا مرحلة الثانية : يحوي فضاء 4 الصفري ر © ,ر ce‏ لذاء فإن تقاطعه مع فضاء 
الأعمدة مولد بالمتجه ر © . وهكذا تكون 1= م . وكما هو متوقع » يوجدصنف 
واحد في المعادله )0( يوافق 1-0 . يأتي المنجه dws‏ آخر الصنف LS)‏ كان في 
البدء) وإن w3 =A (e41)‏ . لذا يكون ,+ - y =e4‏ . 


ا مرحلة الثالثة : في هذا المثال n-r-p=5-3-1=1‏ والمتجه الصفري ze;‏ 
يقع خارج فضاء الأعمدة وسيولد هذا المتجه z‏ كتلة من النوع | ×1 في / . إذا جمعنا 
المتجهات الخمسة » تكون الأصناف كاملة هي : 

Aw, = 8w,, AW; =8w.+w,, Aw; - 08, Ay=0y+w,, د عم‎ 2 

بالمقارنة مع المعادلات (۱) و (۲) » نحصل على تطابق تام - شكل جوردان 

المتعلق بمثالنا سيكون, تماماء المصفوفة 3 التي كتبناها منذ قليل . بوضع هذه المتجهات 
الخمسة في مواقع Midas]‏ نحصل على []! = 401 أو ل = 414 " 1 : 


0 0 0 
8 0 
0 1 


x 

Il 
موه ههه‎ 
coroo+ 


1 
0 
0 0 0 
Q 0‏ 1 
نحن واثقون» بقدر dS‏ بالرياضيات (أوكسالى بقدر كاف) . لذاء نهمل SAY‏ 

الضرب M TAM‏ . 
فى بناء فليبوف » النقطة التقنية الوحيدة هى التحقق من استقلال كامل الفئة 


: من أجل ذلك » نفرض تركيبا لها يساوي الصفر‎ wi Yis zi 


شكل جوردان AV‏ 


Lew; +E dyi + Z qiz =0.‏ )© 
لنضرب بالمصفوفة 4 ولنستخدم المعادلات (E)‏ من أجل المتجهات , « بالإضافة 
إلى 0= 42 3 


(y) iwi 


2 Ci أو‎ + >I مرك‎ =0: 
iwi + Wi-1 


المتجهات Ay;‏ حالات خاصة من Wi‏ واقعة في نهاية الصنف الموافق ل0 = cAi‏ 
لذاء فهي لا تظهر في المجموع الأول (لقد ضربت بالصفر في iw,‏ لما كان (V)‏ 
أحد تراكيب Wi‏ » التي كانت مستقلة وفق فرضية التراجع - إنها تزود شكل جوردان 
من داخل فضاء الأعمدة - فإننا نستنتج أن 0 = 4 . لنعد إلى SNC)‏ تأخذ » عندئذ» 
الصورة :4:2 - - ey,‏ و الطرف الأيسر واقع في فضاء الأعمدة . لما كانت المتجهات 
مستقلة من هذاالفضاء » فإن على كل :4 أن يساوي الصفر . أخيراء نجد أن0 = رسع 
ويؤدي استقلال Wi‏ إلى COS‏ = :نه . 
إذا لم تكن المصفوفة الأصلية شاذة e‏ يمكن تطبيق المراحل الثلاث عوضا عن 
ذلك على 7 - 4 = '4 (نختار الثابت» بحيث يجعل A‏ شاذه ويمكنه أن يكون أي 
واحدة من القيم الذاتية للمصفوفة 4). تضع الطريقة المصفوفة A‏ بشكل جوردان 
:ل = MAM‏ وذلك بتكوين الأصناف :من Wi yi zi‏ . لذاء فإن شكل 
جوردان للمصفوفة A‏ يستخدم الأصناف نفسها والمصفوفة M‏ ذاتها : 
3 دك +3 د M cM‏ + الام ! :لا = MAM‏ 
وهذا ينهي برهان أن كل مصفوفة 4 تشابه واحدة من مصفوفات جوردان J‏ . 
باهمال إعادة ترتيب الكتل ٠‏ انها تشابه واحدة فقط مثل ل : يوجد شكل جوردان 
واحد للمصفوفة ۸ . وهكذاء فإن مجموعة المصفوفات توزع إلى عدد من الجماعات 
وفق الخاصة التالية : لجميع المصفوفات الواقعة في جماعة معينة» شكل جوردان 
واحد وكل واحدة منها مرتبطة بالأخرى (بما في ذلك ل ) بتحويل تشابه » إلا أنه لن 
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تكون مصفوفتان من جماعتين مختلفتين » متشابهتين . تكون BI‏ كل صنف هي 
الأروع -إذا رغبت أن تكون المصفوفات قريبة من القطرية . بهذا التصنيف ضمن 
جماعات» نتوقف . 

مثال 

) 


A=0,0,0, ب‎ A= 


2 
1 
0 


oo تب‎ 


0 
0 
مرتبة هذه المصفوفة 2 ١=‏ ولها متجه ذاتى واحد s‏ ضمن فضاء الأعمدةء يوجد 
صنف فريد د« ewi,‏ من المتوقع انطباقه على العمودين الأخيرين : 
2[ 


1 
0 


4 = 


ھا 3 


1 
0 
0 


Aw =Ow2 +w; و‎ Aw, =0. 


يقع الفضاء الصفري بكامله في فضاء الأعمدة وهو مولد ب wy‏ . لذاء فإن / = م في 
المرحلة الثانية ‘ والمتجه y‏ ينتج عن المعادلة : 


0 2 
, حلها‎ A Ay =, 1 1 | 
1 = 0 


y=] 0‏ 
أخيراء بوضع الصنف Jw. wr, y‏ المصفوفة ۸ : 
0 010 
8-010 و ال-|001|-كلما لل 
l‏ 0 


تطبيق على ا معادلة duldt=Au‏ . كما يجري دائماء تبسط المسألة » بتفريق المجاهيل 
. يكتمل هذا التفريق عندما توجد مجموعة المنجهات الذاتية كاملة ونصل إلى u=‏ 
«ه. أفضل تغيير متغيرات في الحالة الحاضرة هو Mv‏ = » . ينتج ذلك معادلة جديدة 


شك ل وردان 1۸۹ 
Mdv/dt = AMv‏ أو dv/dt = Jv‏ وهى سهلة بقدر الأحوال الواردة أدناه . إنها مرتبطة» 


فقط » بالوحدان الواقعة خارج القطرء في كل كتلة من كتل جوردان . في المثال الوارد 
أعلاه مباشرة الذي له كتلة واحدة ¢ تأخذ المعادلة du/dt = Au‏ الصورة : 


+bot+cot 2. dald=b , a 00‏ ووده 
28-001 أو ع هله أو b= by + cot‏ 
co dc/d=0 dt |000‏ دع 


يحل هذا النظام » بالعمل باتجاه الأعلى e‏ انطلاقا من المعادلة الأخيرة ‘ وستدخل قوة 
جديدة للمتغير ؛ في كل خطوة . (كتلة من النوع 21 لها قوة عليا مثل (e‏ . الدوال 
الأسية للمصفوفة ‏ » في هذه الحالة وفي الأمثلة المقاربة من النوع 5 × 5 هي : 


e tï 0 0 0 
plg & 0 0 0 4 f 7/2 
€ =| 0 0 1 t OI امن‎ 2 2005 2 t 
0 ©0 0 1 © 0 @ I 
0 0 00 1 


يمكنك أن ترى لماذا تظهر المعاملات abe‏ في الدالة الأسية الأولى . في الخال الثاني» 
ALK‏ تبين خمسة حلول خاصة كاملة dudi = Au J‏ . ثلاثة منها دوال أسية صرفة 
X5‏ "مت =e" x1, u3 =e" x3, us‏ رين كونت كما سبق من المتجهات الذاتية الثلاثة 
للمصفوفة A‏ . يضم OAH‏ الباقيان المتجهين الذاتيين المعممين : 

(A) به‎ =e" (tx3 + ×4( و‎ u, =e" (tx, + x2). 
تركيب من الشكل‎ p dudt = Au ا لحل الأكثر عمومية للمعادلة‎ 
: في اللحظة 0 -:» وهو من جديد‎ Ug ويطابق هذا التركيب‎ cy u, ++ C5 و‎ 

c=M "uo أو‎ uo =Mc أو‎ Ug SCX] +.. FCSX5. 

هذا يعني» فقط أن ر Mel M” u‏ = » وأن 5 و A‏ الواقعتين في القانون القديم 
ue‏ 8 قد lage pal‏ د IgM‏ 


VW. 
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تمارين 
أوجد أشكال جوردان (بثلاث مراحل) ل 
B=‏ 


12 11 
00 و‎ 4-| l 
00 11 


بين أن الحل الخاص «» في المعادلة (A)‏ يحقق Au‏ = 4/41 تماما بسبب 
الصنفين ,× + 8x2‏ = ر×4 Ax, = 8x],‏ . 

من أجل المصفوفة السابقة 8 » استخدم Me M”‏ لحساب الدالة 
الأسية ' © ©. وقارن ذلك بمتسلسلة القوى ...+ (2/2 Bt + (Bt,‏ + 1. 
برهن أن كل abs‏ من كتل جوردان J,‏ مشابهة لمنقولهام ,۲= JT‏ 
وذلك باستخدام مصفوفة المبادلة P‏ بوحدان واقعة على القطر الثانوي 
(من اليسار الأدنى الى اليمين الأعلى) . برهن أن كل مصفوفة مشابهة 
لمنقولها . 

أوجدء با معاينة » شكلي جوردان للمصفوفتين : 


Ger! wwleydudt=Au ما حل‎ 


شکل جوردان ۹۱ 


ب -۷ افرض أن4 = 4 . برهن أن على شكل جوردان لهذه المصفوفة 
M ١ AM‏ = [ أن يحقق [ = ” [ . لما كانت كتل القطر تبقى متفرقة» 
فإن ذلك يؤدي إلى /.- ?د لكل e US‏ بين» بالحساب المباشرء أن J:‏ 
يمكن أن تكون فقط كتلة من النوع 1 × 1 ,[0] أو [1] = J:‏ . ينتج عن 
ذلك أن 4 تشابه مصفوفة قطرية مكونة من أصفار ووحدان . 
ملاحظة : إن ذلك حالة ded yt‏ من آخر نظرية لنا في هذا الكتاب : تكون المصفوفة 
قابلة للتقطير إذا وإذاء فقط » كان ا جداء (A -ADA -221( ... (A-ApD‏ غير ا حاوي 
لأي تكرار للأعداد .3 » مساوياً الصفر . إحدى ال حالات القصوى هي مصفوفة بقيم 
ذاتية مختلفة ؛ تقول نظرية LIS‏ - هاملتون الواردة في التمرين (YY=1-0)‏ إنه ب n‏ 
من العوامل A - Al‏ نصل دوماً إلى الصفر . ال حالة القصوى الأخرى هي مصفوفة 
الوحدة » إنها قابلة للتقطير Lad‏ )1 = مرو 0 = 7 - (A‏ . المصفوفة غير القابلة للتقطير 
a={o 3‏ لا تحقق0 - 4 بل6 - A?‏ معادلة بجذور مكررة . 


(a) gals 
أنظمة حاسوب للجبر الخطي‎ 


لقد كان هدفنا جعل هذا الكتاب مفيدا للقارىء ونريد أن نقوم بخطوتين 
ssk]‏ في الأولى» نحدد مصادر برامج للجبر الخطي العددي . الشيء اميل 
في هذا الجزء من الرياضيات» هو كونه» بالوقت ذاته» عمليا وبديعا - وتمكن دراسته 
بالطريقة الرياضية ذاتها. جزء من وجهته العملية هو تجربة الجبر الخطي في العمل . 
لقد ترجم الجانب النظري الى برامج للحساب العلمي» وسنشير الى مجموعة من 
الإمكانات - من مكتبة البرامج الكبيرة لأنظمة يمكن الحصول عليها مجاناً بالبريد 
الإلكتروني وللبرامج المعدة بصورة خاصة بحيث يمكن جعلها جزء من مقرر الجبر 
الخطي التطبيقي . 

الخطوة الثانية هي اقتراح بعض التجارب الأساسية التي تتماشى مع هذه 
الأنظمة . نفضل ذلك على ابتكار أمثلة قياسية لمعادلات خطية أو مسائل المربعات 
الأصغرية أو مصفوفات مار كوف» وقد حاولنا عرض مسائل جديدة - سيكون الطالب 
أول من يجيب عليها. ليكن من المعلوم أنه لم يعط أي حل أو لا يكن اعطاؤه. إذا 
کیت لي عن کارب شیف ساکون شاكراجدا . 

أحد الأنظمة الأساسية هو ail. LINPACK‏ حل محل آلاف الأنظمة الجزئية. 
بعضها جيد وبعضها غير ذلك» وهي التي وجدت في بيئات حسابية متعددة. لقد 


Ty 
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خصص هذا النظام ليكون مستقلا عن c JLH‏ فعالا وبسيطا صمم من قبل Dongarra,‏ 
Bunch, Moler and Stewart‏ وكان دليل استخدامه متازا . الأمر الذي حث على تطور 
هذه الأنظمة هو نجاح النظام 8584616 في حل مسائل القيم الذاتية؟ بفضل النظام 
 EISPACK‏ أصبحنا نعرف قيمة كتابة البرمجة الرياضية الجيدة . 

في 11/4016 تخزن جميع المصفوفات مباشرة في ذاكرة الحاسوب . في كثير 
من الأجهزة» يمكن تخزين مصفوفات كاملة من مرتبة تقدر بعدة مئات ومصفوفات 
حزامية من مرتبة تقدر بعدة آلاف . تستخدم جميع المسائل تقريباء نظامين جزئيين» 
واحداً لتحليل مصفوفة المعاملات» والآخر للعمل على طرف أيمن خاص . كما ذكرنا 
فى البنذ (2)1-6 سيوف ر ذلك من وقت الحاسوب» عتذما يكون هتاك متتالية من 
الأظراف اليم المرقيظةمصقوفة الاعات ذاتها .يحبر الدليل أن Dib lod‏ رة 
بشكل كبير وأن التوفير فيها مهم أي أنه لم يصنع لحل نظام فريد بنظام جزئي واحد 

سنعطي قائمة مختصرة للأنظمة الجزئية . يمكن للمستخدم أن يختار بين أحادي 
الدقة أو ثنائي الدقة وبين الحساب ا حقيقي أو المركب . هذه الاختيارات الأربعة تجعل 
مجموعة الرزمة كبيرة جدا نسبيا 6٠٠٠١ Jale L)‏ بطاقة) ولكن البنية واضحة 
ومباشرة. تحلل الأنظمة المصفوفة 4 أو تحلل النظام Arab‏ أو تحسب المحددة أو 
المعكوس للأصناف التسعة التالية من المصفوفات : 

GE‏ عامة 

8 عامة حزامية 

0م معرفة ايجابيا 

8حزامية معرفة إيجابيا 

51 متناظرة غير معرفة 

HI‏ هر ميتية غير معرفة 
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TR‏ مثلثية 
GT‏ ثلاثية الأقطار عامة 
PT‏ ثلاثية الأقطار معرفة ايجابيا 


يوجد علاوة على ذلك ثلاثة أنظمة تحسب تحليل شولسكي ۸"۸ = 4 وتحليل 
غرام - شميدت ال مثلثي - القائم 07 = 4 وتحليل القيمة الشاذة 0,507 - -A‏ من أجل 
شولسكي » فالمصفوفة مربعة ومعرفة ايجابياء و ۸ ماهي إلا EVD‏ من أجل 
المربعات الأصغرية» نذكر من جديد الخيار بين OR‏ المستقرة حسابيا و SVD‏ للمتأني 
جدا وبين استعمال ATA‏ والمعادلة النظامية التي هي أسرع الثلاثة . 4" 4 هي الاختيار 
المعتاد . من أجل المصفوفات المتناظرة والهرميتية » تتفق إشارات القيم الذاتية واشارات 
المحاور وفق قانون العطالة (البند (Y-I‏ وهذا هو جزء من ناتج النظامين الجزئيين 51 و 
1. نذكر أن تكاليف الحسابات تنزل إلى النصف تقريبا بسبب التناظر . هناك Laf‏ 
توفير في تحديث معامل شولسكي وإرجاعه عندما تكون 4 قد حورت باضافة أو حذف 
سطر. 

النظام الجزئي الأساسي SGEFA‏ يحلل مصفوفة عامة بدقة أحادية . تستعمل 
محورة جزئية» على نحو الخطوة » من الحذف حيث يختار - العنصر الأكبر» سواء 
كان على القطر أو تحته» ليكون محورا. يسجل العدد الصحيح IPVITK)‏ سطر المحور . 
إن وجود صفر في موقع المحور لا يعني أن التحليل فاشل (لقد رأينا في الفصل 
الثاني أن S£ PA=LU‏ دائما LINPACK Oly‏ يمزج م مع )+ يعني هذا أن U‏ شاذة 
وأنه سيكون هناك قسمة على الصفر في التعويض - التراجعي . عملياء القسمة على 
الصفر ناتجة بصورة عامة عن خطأ البرنامج وأن المصفوفة ا قريبة من الشاذة تظهر عدم 
استقرار عددي . 


يعطي الدليل مختصراً لطرائق التحليل : 
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for k=1,....,;n=1 do find | such that EN = MX, <j 05 |: 
save | in ipvt(k); 
if a = 0 then skip to end of k loop; 
interchange axx and ay ; 
fori=k+1,...,ndo 
Mik = - ax /ãxk (Save ina ): 
for j =k +1, ...,n do 
interchange a,j andaj; 
fori=k+1,....ndo 
aj € ay + my * ays 
end j 
end k. 


الطريقة بصورة عامة معتادة ولكن نظرة مدققة قد تكشف عن مفاجأة . الطريقة 
لاتطرح مباشرة مضاعفات سطر محوري من الأسطر التي تقع تحته . بقول آخر إنها لا 
تقوم بعمليات سطرية . عوضاعن ذلك» يحسب النظام عمود المضروبات ma‏ كاملا 
ثم ينتقل من عمود الى آخر نحو اليمين مستخدما هذه المضروبات . السبب هو كون 
لغة فورتران تخزن ا مصفوفات عمودا فعمودا» يعطي النزول في العمود نحو الأسفل 
وصولا مرتبا إلى الذاكرة؛ من أجل المصفوفات الكبيرة المخزنة بطريقة التصفيح» 
سيكون هناك وفر كبير. لذلك» صممت الحلقات الداخلية (من أجل k+l,‏ -: 
٥‏ ,...) بحيث تعمل عملية عمود لا عملية سطر . (قارن التمرين ٩-٤-۱‏ بضرب 
Ar‏ بطريقة الأسطر أو بطريقة الأعمدة). بصورة مشابهة» تنفذ الأنظمة SGESL, SGBSL,‏ 
1 التعويض التراجعي عمودا في كل مرة؛ المجهول الأخير في النظام المثلثي Ux‏ 
© - هو ,,“/,» = ۾ 3 ثم يطرح جداء ,× بالعمود الأخير في U‏ من ce‏ ما يبقى هو 
نظام من المرتبة 1 -” جاهز للخطوة التالية من التعويض التراجعي . 

هذا التغيير إلى الأعمدة عائد إلى Moler‏ ولقد نقح البرنامج بالتدريج لكي 
يقدر» أيضاء العدد الشرطي (المعرف في البند (V-V‏ في الحقيقة الاختيار النظامي 
في LINPACK‏ ليبس SGEFA‏ بل هو SGECO‏ وهو الذي يحوي هذا التقدير ويسمح 
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للمستخدم أن يقرر ما إذا كان من OL‏ العمل مع نظام SGELL‏ للتعويض التراجعي . 
يعتمد هذا النظام على مجموعة الأنظمة الثانوية للجبر الخطي (BLAS)‏ بعمليات مثل 
العملية الأخيرة في المخطط . جمع مضاعف عمود إلى آخر. النتيجة الأخيرة هي 
مجموعة من الأنظمة التي تقوم بتطبيق نظرية الجبر الخطي بصورة جميلة . يكن 
الحصول على دليل العمل من : 
Sciety for Industrial and Applied Mathematics (SIAM)‏ 
South 17th Stret‏ 117 
PhiladIphia PA 19103; (215) 564-2929‏ 
نؤكد أيضاً على أهمية البرنامج EISPACK‏ لمسألة القيم الذاتية . 
هذه الأنظمة معروضة للاستخدام العام . إنها تكون le ja‏ من كثير من مكتبات 
الأنظمة الجزئية » Lady‏ بتقديم مصدرين لبرامج الحسابات العلمية : 
International Mathematical and Statistical Libraries (IMSL)‏ .1 
Bellaire Boulevard‏ 7500 
Houston TX 77036; (800) 222-4675‏ 
Numerical Algorithms Group (NAG)‏ .2 
31st Stret‏ 1101 
Downers Grove IL 60515; (312) 971-2337.‏ 
بعدما تقدم» نريد أن نلفت النظر إلى المصدر المسمى “netlib”‏ وهو جديد 
ومجاني . إنه ليس مكتبة بل هو مؤسسة تقدم خدمات سريعة للحصول على أنظمة 
علمية. إنه يعمل بالبريد الإليكتروني بصورة كاملة» يرسل عن طريق ARPANET‏ 
CSET, Telent, or Phone Net‏ . ا أنه لا يوجد شخص ينظر في الطلب» فمن الممكن 
(ومن المحتمل أن يكون أسرع) الحصول على البرامج في منتصف الليل . توقظ الرسالة 
الموظف وترسل قائمة بالبريد الالكتروني العائد . ليس هناك استشارة ولا ضمانات 
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ولكن الجواب فعال Sy‏ طفيفة والنسخة الأخيرة» دائما موجودة. لا يمكن معرفة 
العناوين عن طريق مركز البريد : 
netlib@ anl-mcs (ARPANT/CSNET) or research!ntlib (UNIX network)‏ :3 
EISPACK, ITPACK, LINPACK, MINPACK, QUADPACK,‏ 
TOEPLITZ, TOMS, FFTPACK, BLAS, FISHPACK, ...‏ 
يمكن أن يكون المصدر التالي هو الأفضل . إنه برنامج فعال يدعى CMATLAB‏ 
كتب خصيصا لحساب المصفوفات . يستفاد منه من أجل IBM PC, Macintosh, SUN,‏ 
APOLLO and VAX‏ . أصبح هذا البرنامج أداة فعلية عامة والبرنامج الأساسي للبحث 
في tI‏ الخطي العددي . نؤكد على السرعة ورسم الأشكال وتحويل فورية السريع» 
«وأفلام» تقدم عمليات المصفوفات . العنوان هو : 
Math Works‏ .4 
North Main Street‏ 20 
Sherborn MA 01770; (617) 653-1415.‏ 
فيما يلي نقدم ستة أنظمة لأجهزة PC‏ إن ذلك قائمة جزئية فقط وهناك برامج 
جديدة يتتابع ظهورهاء ولكننا قد اطلعنا على تقارير جيدة من أجل هذه : 


5. Matrix Algebra Calculator (Herman and Jepson), diskette and booklet 
with good applications: Brooks-Cole, 555 A brego Street, Monterey CA 
93940. 

6. MATRIXPAD (Orzech), convenient matrix entry and rational arithmetic; 
to be published by D.C. Heath, 125 Spring Street, Lexington MA 02173; 
information from Mathematics Department, Queen’s University, 


Kingston 
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K7L3N6 Canada. 

pi Lintek (Fraleigh), associated with text: 0-201-15456-0, Addison-Wesley, 
Reading MA 01867. 

8. Linear-Kit (Anton), associated with text; 0-471-83086-0, John Wiley, 
605 
Third Avenue, New York NY 10158. 

9. Matrix Calculator (Hogben and Hentzel), basic applications in exact 
rational arithmetic; Conduit, University of Iowa, Iowa City IA 52242. 

10. | MINITAB, statistics and basic linear algebra; 3081 Enterprise Drive, 


State College PA 16801. 


لقد ظهر Apple‏ و Macintosh‏ نظاماً بصورتين مختلفتين وببطء كبير. تعاد ALS‏ 
بعض eel JI‏ ولكن» يظهر أن مجموعة كاملة من برامج الجبر ا لخطي ستكون جاهزة 
حتما للمستقبل أكثر من الوقت الحالي . 

أذكر» اخيراء محبتي الشخصية لتعليم طريقة الإفراد في البرمجة الخطية . وهي 
الطريقة التي تعطي قرارا في كل خطوة» يحل pare‏ داخل محل pare‏ مغادر . oe‏ 
للعمليات السطرية التي تنتج عن القرار أهمية (هذه هي المشكلة الكبرى في برهنة 
قضايا الجبر الخطي) . بالقفز إلى قرنة جديدة قد تكون أفضل أو أسوأ أو أسرع أو أمثل 
- يسمح النظام “Mac Simplex”‏ للمستخدم أن يقوم بأخطاء ويعود إلى الوراء. لقد 
كتب من قبل Dr. Andrew Philpott (Enginering School, University of Aukland, New‏ 


. Macintosh 512 k and Macintosh plus Lt Zealand) 
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تجارب حاسوب مقترحة 


هدفي في هذه المقاطع أن أقترح توجيها لتجارب في الحاسوب وقد تجنبت منها 
كثيرة الشيوع وذوات الصعوبة الجدية . مايحدث عادة هو أن الطالب يدخل مصفوفة » 
يضغط زرا ويقرأ الجواب . ليس هناك مكان لكثير من التعلم إنه مجرد oy pF‏ أكثر منه 
تجربة . الشيء البهيج في الرياضيات هو إيجاد شيء جديد» وانني اعتقد أن الحاسوب 
يجعل ذلك ممكنا . 

أحد الأفكار الأساسية هي استخدام مولد الأرقام العشوائية لتكوين مصفوفات 
عشوائية . هناء لا تزال النظرية في طفولتهاء تتطور بسرعة (مدفوعة بصورة جزئية 
بمسائل خاصة في العلم). القيم الذاتية وقدر المحاور والمضاريبء أو المحددات أو 
كذلك الشذوذ وقابلية العكس في الحالة 0-1» كل ذلك يؤدي الى مسائل مهمة . سنشير 
لبعض ما يمكن أن يسأل عنه . يمكنك أن تفكر بغيرها. نوقشت الأعداد العشوائية في 
ص VY‏ 

الفكرة الثانية هي بناء مصفوفات في تموذج معين يسمح لحجمها بالنمو بينما 
يبقى ادخالها سهلا. ينتج نموذج رئيسي من فروق محدودة» كتقريبات لمعادلات 
تفاضلية . بتصغير طول الخطوة ch‏ تزداد مرتبة المصفوفة - لكن المصفوفة تبقى متناثرة 
وسهلة الانقياد. يدور كثير من حسابات المسائل العلمية حول هذه المصفوفات: 
خواصهاء سلوكها عند تصاغر ۸ والأفكار المتعلقة بالحساب الفعال. 

تحوي بعض أفراد هذه المجموعة التي ذكرت من قريب» مصفوفات خاصة يمكن 
تذكرها مباشرة . يتجنب ذلك مسألة الداخل» لكن جزء من الرياضيات يشترك في 
تقنين المسألة . تكمل التجارب الواردة أدناه تلك التمارين. 
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المصفوفات العشوائية xn)O-1‏ ا 


١-١ 


أي جزء منها شاذ؟ ما تواتر مختلف المحددات؟ ماأكبر محددة تمكنة؟ 
ماأكبر محور (مع محورة جزئية) ولماذا تزداد معدلاتها مع $n‏ 

ايجاد القيم الذاتية (قصر A‏ على الحالة المتناظرة إذا كان النظام يتطلب 
ذلك» ثم تجزئتها إذا كان النظام يسمح بذلك). ماأكبر قيمة ذاتية في 
هذا النموذج ومامعدل القيم الذاتية الضخمة؟ . 

لماذا تتغير الأجوبة عندما يتحرك احتمال الوحدان مبتعدا من النصف؟ . 


ا مصفوفات وال متجهات العشوائية mxn, nxn)‏ .1< م) : 

نختار عناصر b gn‏ بواسطة مولد الأعداد العشوائية من مجال للقيم وليس فقط 0-1. 
تعدل إذا كان ذلك ضروريا بحيث يصبح المتوسط (أو القيمة المتوقعة أو المعدل) صفرا . 
يوجد في كل تجربة امكانان : 


8 العمل مباشرة مع ۸و‎ )١( 
cul الانطلاق من .4 و .5 الثابتين» واعتبار 4 و 8 تشويشاً - تراقب‎ (Y) 


تغيير المقياس » وتعمل مع مع + ر 4 , ط© + "ba‏ 


هناك أسئلة مثيرة لم يجب بعد عنها تتعلق باحصائيات الحذف الغاوسي (عندما 


ينتج 4 و B‏ من تدوير أخطاء) . 


TF 


ماهو توزيع dera‏ باستخدام حذف بدون محوره» يمكنك» أيضاء أن 
تجد محددات المصفوفات الحزئية اليسارية العليا والمحاور والمضاريب. 
لكل ذلك فائدة كبيرة . 

ماهو طول معدل 78 =A‏ ×؟ . بالمقارنة ب مط 4= exo‏ ماطول معدل 
(A p + cA)” (b + cb,‏ = × والخطأ fx -xo‏ 

افرض تناظراً على 4 بحيث يكون لها(« + 2:) ل من العناصر العشوائية 


الجبر الخطي وتطبيقاته 


المستقلة» وأوجد قيمها الذاتية . احسب أيضاً F(t)‏ التي تساوي جزءاً 
من مجموعة القيم الذاتية التي تقع تحت .١‏ ماتوزيع U SA par‏ تتغير 
مع fin‏ سينزل بیان نحو الأسفل بعد العديد من التجارب . (هناك قانون 
«شبه دوري» قليل من سمع به . تظهر ۴ مشابهة تكامل *' (2؛ - 1)» 
بعد تغيير المقياس» وتقوم BUS‏ القيم الذاتية » بنصف دورة). مامعدل 
وتوزيع CA)‏ + م SA min (A‏ 

انشىء مصفوفات عشوائيةمن النوع Xn‏ ۸ وانظر في المحاور والمحددات 
والقيم الذاتية ل 74 4 - وهي المضمون كونها متناظرة وشبه معرفة 
ايجابيا . 


الشبكات ومصفوفات الورود العشوائية « ×۸ : 


إذا اعطينا ۸ عقدة و( - (n?‏ + من الأضلاع التي يمكنها الربط بينهاء أدخل 


كل ضلع باحتمال «(ابدأ بياناً كاملاً ب epl‏ ثم بط - م). A‏ هي مصفوفة ورود 
يقابل كل سطر فيها واحدا من الأضلاع ال (البند 0-1). تحوي 1- و 1+ في العمود 
المقابل للعقدتين المرتبطتين بهذا الضلع . 8 هي مصفوفة الورود المختزلة » مشابهة ل4 
إلا أن عمودها ال sin‏ حذف .© مصفوفة التجاور من النوع ۸ × om‏ حيث 1 = Blej‏ 
كان بين العقدتين ahoj, i‏ و0 = زه إذا كان خلاف ذلك . 


\-Y 


مااحتمال وجود شبكة مترابطة؟ يكون ل A‏ في هذه ال حالة» رتبة تساوي 
1 -”. كيف يتغير الاحتمال مع م؟ 

ما القوة الأولى *© التي تكون موجبة US‏ بدون أصفار وما معنى k‏ 
بدلالة الطرق الواصلة بين العقد؟ كيف تزداد »مع Sn‏ 

تقدر محددة 8"8 عدد الأشجار ا ممتدة . كيف يتحول ذلك مع ۸ و ؟ 


اطبع من أجل بيان صغير )3,4,5 (m=‏ 
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AJ للفضاء الصفري‎ RD 

(ب) أساساً للفضاء الصفري A TJ‏ 

, والرتبة‎ ”, ۸ (g) 

BTB (>)‏ ومحددتها (عدد الأشجار الممتدة) 

قارن النتائج بالبيان» بصورة خاصة. قارن الجزء (ب) بالعرى . 


4-۳ أوجد القيم الذاتية BTB J‏ و © - بصورة خاصة توزيع À mas‏ وتوزيع 
العدد الشرطى CÀ SA min‏ 
š t‏ 1 1 
o-۳‏ من أجل البيان الكامل ذي ال( - ills z‏ ماهي 8"8 وما هي 


قيمها الذاتية؟ اطبع مصفوفتين من النوعين 3 و44 ب n=5‏ وه 
4- على القطر - ووحدان سالبة في بقية المواضع . أوجد LU‏ ثم التحليل 
7 عل ترى عط MS casual‏ 


الفروق المحدودة : “رع به + "- لكل OSxS1‏ 

1١-4‏ بفرض أن 0=»» انشىء مصفوفة الفرق - الثاني القطرية ,, 4» حيث 
يقع على الأقطار 1,2-1 . حقق أن 1 + det, =n‏ واحسب An‏ يجب 
أن تكون عناصرها الواقعة فوق القطر من الشكل caill - aj)‏ أوجد 
العدد » وابحث عن ht‏ ما تحت القطر. 


8-5 حقق أن القيم الذاتية ل p‏ 4 هي ۸/2 5[ sin?‏ 4 = ز۸ وأن المتجهات 
الذاتية تظهر كجيوب - كما فى التمرين ۴-٤-۷‏ . 
۳-٤‏ انشىء ثلاث مصفوفات فرق - أول F, : EK‏ تحوي وحدانا سالبة 


على القطر الرئيسي ووحدانا موجبة فوقه مباشرة. F.‏ تحوي وحداناعلى 
القطر الرئيسي ووحدانا سالبة تحته مباشرة» وتحوي ( (F, +F‏ 1 - ,7 


أنصافا فوق ball‏ وانصافا سالبه تحته . إن ذلك مسألة مهمة من مسائل 


الجبر الخطي وتطبيقاته 


الهندسة المعمارية. لاحظ أن ٠ + cu‏ -. مقربة بكم M =۸7۸ +h"‏ 
حيث اهو طول الخطوة . 

حل 1= 'ه + ”"؛ - بفرض أن 0= » عند الطرفين 0= »,1= ثد. 
(جرب * © و Car E‏ إذاكان الأمر تمكناء ارسمالحل 
الحقيقي من أجل 0,1,10 =» وقيم أخرى. ثم حل gM use‏ 
eM use‏ - نان M‏ عندمايكون ces (ld)‏ تنتج 
المصفوفات M‏ عن المصفوفات الثلاث ۴. بفرض أن e‏ كبير» يكون حد 
المشتقة الأولى cu’‏ مهما : أي اختيار ل ۴ ترجح؟ إذا كان » صغيراً فما 
الأفضل؟ قارن دائما بالحل الصحيح »؟ 
هل يوجد غط في sim‏ ۷ لكل من المصفوفات ر 14 , _ SM ,, M‏ 


معادلة لابلاس 0 = =y yy‏ ب 14 - على وحدة مربعة . 
يوجد 2 من المجاهيل داخل المربع » عندما يكون طول الخطوة )1 + Win‏ =۸ في 


اتجاهي × :«. رقّمها أولا على طول اخفض سطرء ثم السطر الذي يليه» 
وأخيرا السطر العلوي. أرقام المجاهيل الواقعة في القرنات السفلى 
اليسرى و السفلى اليمنى والعليا اليمنى هي على الترتيب 1 n?m‏ 

أنشىء مصفوفتي الفرق - الثاني (1-.1.2-) V gM‏ (أفقية ورأسية) وهما 
من المرتبة 2 . ۸ تأخذ فروقاً في اتجاه »» على طول الأسطرء وستكون 
ثلاثية الأقطار - لكن الوحدان السالبة الواقعة فوق وتحت القطر ترتفع 
أو تنخفض عندما تنتهي الأسطر . ۷ تأخذ فروقا في اتجاه « إلا أن 
الوحدان السالبة تقع خارج الأقطار (كذلك بانخفاض أو ارتفاع) . 


أوجد المحددة والمعكوس لصفوفة الفرق ذات النقاط - الخمس + ١‏ -.آ 


أنظمة حاسوب لحل المعادلات الخطية V.0‏ 


#هل يمكنك أن تلاحظ أغاطا عندما تزداد fn‏ 

Y-0‏ أوجد القيم الذاتية LI‏ وقابلها مع Ai + Ae‏ » مجموع قيمتين ذاتيتين 
لمصفوفة الفرق - الثاني العادية #ذات النوع ۸ .٠×‏ (إن لها ۸ من القيم 
الذاتية قد اعطيت من قبل» لذاء فإن هناك 2 7 مجموعاً) . هل يمكنك 
أن تربط الأعمدة الذاتية ل 4 بالأعمدة الذاتية د L‏ 

مدع حل = Lx‏ حيث (1,1.....1) ٤=‏ ذو طول يساوي 2 We).‏ استخدم 
الحذف» لكي تحصل على الجواب الحقيقي . (يزداد عدد العمليات 
الحسابية مثل “ yen‏ أجل هذه المصفوفة الحزامية» كما كان متوقعا في 
البند ١-۷؟)‏ ثم استخدم طريقة التكرار الواردة في الفصل السابع - 
جاکوب» غاوس - سايدل و SOR‏ وقارن تراجع الخطأاام د - :ذا| بعد 
» من التكرارات . تجريبياء أي ه هو الأفضل في ESOR‏ 

ارغب في تر کیب مصفوفات عشوائية مع مصفوفات فروق ۴ء + cA‏ حيث > 
مصفوفة قطرية بعناصر عشوائية . إلا أن تلك منطقة جديدة» تماماء لم أنعرف بعد 
على أسئلتها الصحيحة . 


أنظمة من أجل 1,17 = 4 والتعويض التراجعي 


من أجل استخدام ceg al‏ نقدم جدولة فورتران Fortran‏ معراة من تحسيناتها 
ولكنها ستسمح بالتسلية بتجربة ١‏ = ×4. الترجمة إلى لغة البيسيك BASIC‏ أو PL/I‏ 
سهلة . يحتوي الداخل ON‏ مرتبة المصفرفة» وكذلك /0/211 موجه البعد بين الأسطرء 
الذي هي حد أعلى NI‏ يخصص الحاسوب فرجات متفقا مع ۸۷21۸۷ بينما يكن ل 
۷ أن تتغير كأنظمة مختلفة جرت معالجتها . يكتب النظام فوق المصفوفة cA‏ خطوة 
فخطوة» بواسطة CU‏ فى الجزء المثلثى الأعلى وبواسطة -1 في الجزء المثلثي الأدنى 


v.41‏ الجبر الخطي وتطبيقاته 


الخالص . ذلك عوضا عن تخزين الأصفار التي تظهر عند الحذف» تخزن المضاريب 
(أو بالأحرى سالب ا مضاريب » بسبب كونها .1 -1). يلاحظ أن الحذف لا يتطلب 
مكاناً إضافياً للمناورة . إذا وجدت مبادلات سطرية فإن أعمدة 1-1 تخضع إلى 
مبادلات لا يحلها إلا قارىء كثير الصبر . مهما كان الأمرء فإنها قد فسرت بصورة 
صحيحة بنظام التعويض - التراجعي . (لقد وصفت L‏ كمصفوفة مثلثية 
دنياسيكولوجية . في ا حالة التي يكون فيها قطر A‏ مهيمنا بصورة كافية فلن يكون هناك 
محورة ويكون LU‏ = 4). المركبة الأخيرة ل 1۲۷١‏ تحوي 1 + تبعا لكون عدد المبادلات 
زوجيا أو فردياء ونجد المحددة من IPVT(N) * A (1, 1) *...* AN, N)‏ إذا كانت مساوية 
الصفر فإننا نتوقف . 

سنقدم OYI‏ البرنامجين الفرعيين 2800117 و «SOLVE‏ وذلك لتحليل A‏ 


وإيجاد ox‏ ونموذجا من برنامج رئيسي يقرأ المعطيات» ويستدعي البرنامج الفرعي 


النتائج ويطبعها . 

c 
c SAMPLE PROGRAM FOR N EQUATIONS IN N UNKNOWNS 
c 

INTEGER IPVT(10) 

REAL A(10,10) ,B(10) 

NDIM = 10 
6 
2 NDIM IS UPPER BOUND ON THE ORDER N 
€ 

N= 3 

A(1,1) = 2.0 

A(2,1) = 4:0 

A(3,1) = -2.0 

A(1,2) = 1.0 

A(2,2) = 1.0 

A(3,2) = 2.0 

A(1,3) = 1.0 

A(2,3) = 0.0 

A(3,3) = 0 
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WRITE (6,5) NDIM,N 

FORMAT (X,'NDIM = ',I2,' N = ',12,' --- A:') 
DO 10 I = 1,N 

WRITE (6,20) (A(I,J),J=1,N) 

FORMAT (X,10F7.3) 

WRITE (6,30) 

FORMAT (X) 


CALL DECOMP (NDIM,N,A,IPVT,DET) 


WRITE (6,35) 

FORMAT (X,'AFTER DECOMP: FACTORS OF A:') 
DO 40 I = 1,N 

WRITE (6,20) (A(I,J),J=1,N) 

WRITE (6,45) DET 

FORMAT (X,'DET = ',E11.5) 

WRITE (6,30) 

IF (DET.EQ.0.0) STOP 


B(1) = 1.0 
B(2) = -2.0 
B(3) = 7.0 


DO 50 I = 1,N 

WRITE (6,60) I,B(I) 

FORMAT (X,'B(',I2,') =',F7.3) 
CALL SOLVE (NDIM,N,A,IPVT,B) 
DO 70 I = 1,N 

WRITE (6,80) I,B(I) 

FORMAT (X,'X(',I2,') =',F7.3) 


STOP 
END 


SUBROUTINE DECOMP (NDIM,N,A,IPVT,DET) 
INTEGER NDIM,N,IPVT(N) 

REAL A(NDIM,N) ,DET 

REAL P,T 

INTEGER NM1,1I,J,K,KP1,M 


INPUT A = COEFFICIENT MATRIX TO BE TRIANGULARIZED 
OUTPUT A CONTAINS UPPER TRIANGULAR U AND 
PERMUTED VERSION OF STRICTLY LOWER TRIANGULAR I-L. 
IN ABSENCE OF ROW EXCHANGES A = LU 


IPVT(K) = INDEX OF KTH PIVOT ROW, EXCEPT 
IPVT(N) = (-1)**(NUMBER OF INTERCHANGES) 
DET = IPVT(N)* A(1,1)*...*A(N,N) 


DET = 1.0 

IPVT(N) = 1 

IF (N.EQ.1) GO TO 70 
NMI = N-1 


DO 60 K = 1,NM1 
KP] = K+] 


FIND PIVOT P 


40 
45 


50 
60 


70 
80 


NAAAAAAANA 
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M=K 

DO 10 I = KP1,N 

IF (ABS(A(I,K)).GT.ABS(A(M,K))) M = I 
IPVT(K) = M 


IF (M.NE.K) IPVT(N) = -IPVT(N) 
P = A(M,K) 

A(M,K) = A(K,K) 

A(K,K) = P 


DET = DET*P 
IF (P.EQ.0.0) GO TO 60 


COMPUTE MULTIPLIERS 


DO 30 I = KP1,N 
A(I,K) = -A(I,K)/P 


INTERCHANGE AND ELIMINATE BY COLUMNS 


DO 50 J = KP1,N 

T = A(M,J) 

A(M,J) = A(K,d) 

A(K,J) =T 

IF (T.EQ.0.0) GO TO 50 
DO 40 I = KP1,N 

A(I,J) = A(I,J)+A(1I,K)*T 
CONTINUE 

CONTINUE 

CONTINUE 


DET = DET*A(N,N) *FLOAT (IPVT (N) ) 


RETURN 
END 


SUBROUTINE SOLVE (NDIM,N,A,IPVT,B) 
INTEGER NDIM,N,IPVT(N) 
REAL A(NDIM,N) ,B(N) 


NDIM IS UPPER BOUND ON THE ORDER N 

A CONTAINS FACTORS OBTAINED BY DECOMP 

B IS RIGHT HAND SIDE VECTOR 

IPVT IS PIVOT VECTOR OBTAINED BY DECOMP 
ON OUTPUT B CONTAINS SOLUTION X 


INTEGER NM1,K,KB,KP1,KM1,M,I1 
REAL 5 


FORWARD ELIMINATION 


IF (N.EQ.1) GO TO 30 


NM1 = 82-1 

DO 10 K - 1 
KP] = K+l 

M = IPVT(K) 

S = B(M) 

B(M) = B(K) 
B(K) = S 


DO 10 I = KP1,N 
B(I) = B(I)+A(I,K)*S 


10 


20 
30 


10 


aaa 


aaa 


666 66566 


aan 
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5 
€ 
6 BACK SUBSTITUTION 
6 
DO 20 KB = 1 
KM1 = N-KB 
K = KM1+1 
B(K) = B(K)/A(K,K) 
S = -B(K) 
DO 20 I - 1 
20 B(I) = B(I)+A(I,K)*S 
6 
30 8)1( = B(1)/A(1,1) 
€ 
RETURN 
END 


مولد الأعداد العشوائية 

لما كانت التجارب المقدمة أعلاه تحتاج إلى أعداد عشوائية» فإننا سنضيف بعض 
الأسطر حول توليدها. كثير من الحواسب يحصل عليها مباشرة (على الأقل إذا أردنا 
توزيعا منتظما على الفترة من الصفر الى الواحد) . WE‏ يكن تكوين أعداد زائفة 
تأتي من طريقة حتمية ولكنهاء من أجل موضوع e gles‏ تظهر عشوائية. سطر واحد 
يكفي لكتابة طريقة مرضية من أجل دقة حسابية واحدية : 

mo =0, mj = (25732m;., + 13849)(mod 65536), x; = 536. 

العدد 65536 هو “2 وستكون جميع الخطوات محسوبة بدقة (ستوجدء AIT‏ 
بالجهاز (32-bit‏ . التعبير "65536 “mod‏ يعني أن هو الباقي بعد قسمة 
mj, + 13849)‏ 25733) على ذلك العدد . لذاء فإن زد كسر يقع بين الصفر والواحد» 
عندما قسم ز× على "2 - لقد تحركت النقطة الثنائية 16 موضعاً. 

توجد أيضا طريقة سهلة للانتقال من زوج من هذه الأعداد العشوائية الموزعة 
بانتظام (مثل :دو O‏ إلى زوج من الأعداد العشوائية u‏ الموزعة بصورة قياسية (يتحكم 
بها منحني غاوس الناقوسي - الشكل) . الخطوة الأولى تغيير التوزيع المنتظم الى الفترة 
من -١‏ إلى 1+ : افرض أن 1-×2 -«دو ١‏ -20 -2. الشكل التالي هو SWZ?‏ 
لذاء فإن ٠, u‏ قد توزعا dew ge‏ صفري وتباين يساوي الواحد إذا كان : 


.۷1 الجبر الخطي وتطبيقاته 


هناك مرجع JLE‏ هو الحزء الثاني من Donald Knuth’s series The Art of Computer‏ 
Programing‏ . 
للاختيار عشوائيا بين الصفر والواحد باحتمالين مو م-1»؛ احسب التوزيع 
المنتظم للمتغير × كما ورد أعلاه واختر الصفر إذا كان + تحت م. 


أنظمة حاسوب لحل المعادلات الخطية ۷۱۱ 
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حلول بعض التمارين المختارة 


الباب الأول 
-u = b -b,, v = b,- b,, w =b, 5-5-١‏ 
5-7-١‏ لا؛ 3مستقيمات من نقطة الأصل :3,0,1 )2,1,3(5-5-١  .‏ 
A-Y-\‏ واحدمن الحلول: 1,0-,3) : 1-:0-1 1= (3) xeq‏ 1+(2) وه x‏ 2 -(1) وه 1x‏ 
ا 


YY = l, yry, =2 


w=2 ۲-۳-1‏ لبر دوين 
2v+2w=-2, u=3,v=-2,w=1‏ 
2w= 2‏ 
١-5-غ‏ المعامل ١‏ يجعل النظام شاذا . 
\-¥-1 0 -» يتطلب مبادلة سطرية» لكنه غير شاذ؛ 2-» شاذ (محور edly‏ 
مالا نهاية من الحلول) ؛ 2-- a‏ شاذ ( محور واحد لا توجد حلول) . 
A-Y-\‏ ۸/3-2 مليون عملية ؛ 9000 ثانية فى PC‏ . 900ا نية فى VAX‏ .6 
ثوانى فى CRAY‏ 5 
1۰-۳-1 


ا حد الثانى 4ه + عط هو (a+b)(e +d)-ac-bd‏ (ضرب واحد إضافى) . 


١ 


=1 


۱۲-٥-۱ 


الجبر ged!‏ وتطبيقاته 


7 JẸ 5-5-١ 9u + 2v = 200,000,000 ;1u + 8v=30,000,000 
8 ],| 5 |,| 5 7 
918 2 3 1 -1/1-&-\ . ضربا‎ mn, mnp 
4-3 4; B=] -1 1 
45 1 و‎ 


يو جد البرنامج كل مركبة من Ax‏ بصورة منفصلة e‏ مس تخدماً سطرامن 
“فى كل مرة. يوجد الثانى Ax‏ كتركيب لأعمدة A‏ » حاسبأعموداً في 


كل مرة . 


ل coda x‏ يكون Br‏ هوالعمود الاول من (AB)x 5B‏ العمودالأول من AB‏ 
(ABC) - 7‏ , مدررظم) 


wj نی ت‎ | om 
O سروم إن‎ 
rl ها‎ | om 


Š ae he 4 

)1( لأنه قد استخدم سطر محورء أخذ من U‏ ولم يؤخذ من » (ب) القاعدة 
y‏ 

نحصل على المجهول ,» »في iLe =b‏ بعملية واحدة» يحتاج le,‏ 
عمليتين وهكذا. المجموع الكلي هو tnan(nt1)/2=n/2‏ ..... +142 
ينطلق الحذف الغاوسي من السطرالأسفل(أومن العمودالأول)؛ لا. 


0,4a + 8b=1 


أفرض أن السطر الثالث من At‏ هو (abcd)‏ لايوجد حل. 
=0,a+ 38‏ 


2a‏ 1421م 


4-1-1 


| v-1-1 


1 
0 


0 
1 


|l 


1/2 
./3 2 


-V3 2 
1/2 


ا 


1/2 


V3 /2 


| 


=|= jum] 


-In = Lig 


altH—lacls 


i 
Ta 
< 


Ore et 
= 


وات 


Aj د‎ 


wc=0¢ 


دې الى Dole‏ 


ti‏ 3= يو 


دي 


| 


لى مصفوفة شاذ 
لى مصفوفة شاذ 


۱4-0-1 4+ ميو 


دى إلى مبادلة سطرية ؛ 0 4-4 5+10 3 يؤ 


ؤدي 
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V\o 


hi o 


VAT} 


L ia 


الجبر الخطي وتطبيقاته 


(1), (2), (5) 


A "A? = (AT)? = AAT; (ATA) = ATA" HATA AH | r A | 


„aTa =|2 5 ١ 


(a) n(n+1)/2 (b) (n-1)/2 
تبفى مثلثية دنيا (عليا). ضرب‎ (We) (أ) معكوس مصفوفة مثلثية دنيا‎ 

مثلثيتين دنياوين (علياوين) يعطي مصفوفة مثلثية دني (عليا) . 
(ب) القطران الرئيسيان ل D,‏ را ا و UU}‏ ,2 مطابقان لما gle‏ 
ب D,‏ و ,2 علي الترتيب . LL, D, =D,U,U,‏ لذا يكون ٥,‏ =5 . 
بمقارنة العناصر غير القطر ية في Li L, D, =D,U U}‏ نستتج Lel‏ 
قطریتان D,‏ قابلة للعكس>» رل -, ل Ly Ly =1,U, US 15 Ly‏ 


100l1100]/135];, ola o Wi we 
a eee OL we 0 a- (b*/a) 1 
511100 210 00 
33 -16 0[| |; 
-16 33 -16 || u2 | =|} 
0 -16 33 || u ع‎ 


( 52/6 52/8,0 )= ونا, رلا عوضاً عن القيم الحقيقية(1-,1,0) . 


الباب الثاني 
(a), (4), (e), )©‏ 
فضاء المصفقات من النوع 3× 03 لأنه يمكن كتابة كل مصفوف كمجموع 
مصفوفة متنا ظرة مع مصفوفة مثلثية دنيا ؛ فضاء المصفوفات القطرية . 
2-0 +20 ++ ؛ ,۲ فضاء جزئي من eR‏ ۲ ليست كذلك . 


حلول بعض التمارين المختارة viv‏ 


١-۲-1‏ سبع تماذج تحوي المصفوفة التي جميع be‏ صرها أ صفار. 


. «متغيران حران‎ vy متغيران أساسيان‎ ×, ]10 0|1 2 0 1 Tr 
0 Toor TO 
1 0 1 -)] 0 
2w-y 2 1 
بت‎ P lng tS © الحل العا ا‎ 
1 = wl [to br=2 لحل محوة‎ 
y 0 1 


T 1 ENSY‏ ]| -ن؛ anny‏ أساس متغيرو ١‏ حر ؛ الحل العام ل Ax=0‏ هو 


Ax abt × =) - 4w,w,y (‏ متسق إذاكان 0= 26 - , ط؛ الحل العام Ax=bJ‏ 


u 1 0 0 
رط‎ - 4w 0 wd 0 b eT 
0 +w 1 +y 0 0 = | هو:‎ 
y 0 0 l 0 
u -2v-3 =2 -3 1-Y-Y 
7 | ك]‎ v =v 1} +] 0 
w 2 0 2 
- 2x2 + 2x4 5 ] 2 (i) ١ 
oe X2 = 1 0 
ويرك ا‎ | Og |] افك‎ 
xx 0 | 1 
أى عدذين‎ x4 2,0. حيث يمكن أن‎ 
a-3b 29) 2) 
5 0 1 0 
x=| p و ۴ )م |ه*+|‎ 
0 0 1 


V\A 


۲-۲-۲ 


Y-Y-Y 
£-Y=Y¥ 


دع 


yrr 


ee 


== 


0-۳-۲ 


\v-Y-Y 


الجبر الخطي وتطبيقاته 


-1 
-2 
0 


سرت © 


u 1‏ 
v 1‏ 
wj ]0‏ 
(أ) مستقلة (ب) مرتبطة (ج) مرتبطة . 

نعم ؛ 

+ رط (يك + (Ci‏ 05 = زود + +C3(v2‏ (وط + رط)وء + (وط+ Civi‏ 
ع + وع,0 = 03+ رع ,0 = يع + c;‏ >0= ¥3 روه + (C2‏ + وم زوع + (cy‏ 
دوك =e),‏ )8< & کا > يعني أن Wy, Wo, W3‏ مستقلة . 

(أ) محور «يقع في 8؟(ب) المستوي ‏ رواقع في R‏ + (ج ) 
المستوي yz‏ واقع في R‏ ؛ (د) "۴ . 

C)‏ ليس له =×4 حل» لذا فإ ن 0 ليست قي الفضاء الجزئي (ب) 
المتجهات iw ow‏ بدونه) تولد R‏ 

قاعدة واحدةهي |( efi !|]7 A]? BM‏ المصفوفة المدرجة 
تولدالمصفوفات المثلثية العليا . 

أفرض 1 ,0 ,0 ,0) = ود .... ,(0 ,0 ,0 ,1) = vi‏ متجهات إحداثية . إذا 
كان ۷ المستقيم الذي يحمل )1.23.4( » فإنه لايقع أي واحد من v‏ 
Wad‏ 

()إذالم يكن هناك أسآس» يكننا | ضافة متجهات مستقلة أخرى 
تزيد عن عدد الأبعاد» المفروض .(۲) إذالم يكن هناك أساس» يمكننا 
حذف بعضها ويصبح الباقي أقل من عدد الأبعاد» المفروض . 

إذا كان v3‏ ,دم vi,‏ أساساً ل ۷ و wo, ws‏ ,ر« أساسال ۷ فإنه لايمكن 
لهذه المتجهات الستة أن تكون مستقلة ويوجد تركيب لها يساوي الصفر: 
Yeivi + Saw; = 0‏ أو Levi =- Saw;‏ 


حلول بعض التمارين المختارة 14 


OS AN متجه واقع في كل من الفضاء ين‎ 
|$ WE, [a ‘a Ve Y 


۲۲-۳-۲ )1( صحيح (Y)‏ خاطئ . 
5-5-5 
دع(" ف قف ODS A (A) n= 7 = 3, (1, 0, 0, 0), (0, - 4, 1, 0), OCOD‏ حزق 3ق 


(0, 1,4,0); “لب‎ (A:m-v = 1, 2,1). (U:(1,0)); 
A (U): (1,0,0,0), (0,-4,1.0) ,(0,0,0,1) ; 72 (U") : (0,1,4,0) : 
N (U"): OD 
AB =0= A (bi, .... by) =O=9 AD, =0, ...,Ab, =0 b; E H(A), 9-5-1 
<- AA) واقع في‎ .... © A (A) = .27 (B) 
قابل‎ = 3-4-5 
+4 be $ (A) S.F (A) = £ (A') 4 rank A = rank للحل'۸‎ 
4| ١١-غ-5‎ n>me=r )ب(‎ m=n=r (Í) Vv-£-Y 
[1 2 4]; 8 


12 
24 
36 


12 

٠-٤-٣۲‏ ل0 fear‏ غيرصضفري(47. ,>:ه أصغرمن 
R"SA'y=f‏ غيرقابل للحل لقيمة مال .f‏ 

AJ 16-457‏ كوس چچ MIs‏ معكوس يساري 


۲ | تناب | بن 
اس |د س | دہ 
س | نما دہ | دما 
wr‏ س | دب س wl‏ 


EE 


| l/a - bla 


إذا كان0 +ه c‏ فإن TI‏ معكوس من الطرفين Û ta‏ 


. ليست بالضرورة قابلة للعكس‎ 4۸ ٠۷-٤-1 


ie A )( Y-t-‏ (ب) ليس مثل هذه المصفوفه : 1+1۶3= Hnr)‏ (ج) ليس 


N 


الجبر al‏ وتطبيقاته 


مثل هذه المصفوفة : لفضاء الأعمدة وفضاء الأسطر عدد الأبعاد ذاته . 
في كل عمود» مجموع العنصرين الأولين يساوي الثالث . لذا فإن كل 
تر کیب يحق 2ط = -x3‏ 2× ,رط = bi + by -b3 =0;Ax =b => xy -x3‏ 
0= ط- +b,‏ رط > وود xi -x3‏ د. هذا يعني أن مجموع فروق 
الطاقات حول عروة يساوي الصفر . 

مجموع عنا صر كل سطر يساوي الصفر . لذا لكل تركيب الخاصة 
هذه نفسها؛ وار+ fitfo+fs = 0A y=foy, +y3 =f -y1‏ 
hy =0‏ + دل + fi‏ ك ورك shay‏ . يعني ذلك أن مجموع 
التيارات الداخلة من الخارج يساوي الصفر . 


ele å 
رة‎ +63 7 J Gtia 6 C3 
söi م‎ EG -Cj Ci + وه‎ -C2 
C3 = E3 Cz + Cj 


(CCa + Cy + )/(وعه‎ +E) 9 Ci +o i: المحوران‎ 


5 10 1ع 

1 01 0 

0-1 1 O|, 8 1 1 

Î o 1000- 1,0),(0,0,1, - 1,0,1),(0,1,0,0, - 1,1‏ م 
i‏ 100 

0 Ol 1 


b; +b, -bs =0,b, -b4 + be = 0, by -bs + be =0 


لا ؛ بعدحذف السطرالأخيرء تصبح الأسطر الثلاثة 
الباقية مستقلة وهي أساس لفضاءالأسطر . 


11-0-۲ 


1-0-۲ 


11-0-۲ 


e 


\w-1-7 


= 


حلول بعض التمارين المختارة 


لضف 
CON 0‏ 1 1ك ro 9 O‏ 
CS he al O R 3‏ 
Vo 0 a :‏ 2 
GIS 0 8 4‏ 1 0 0 042 0 
y, |=| 0 TE 3 p‏ 2 
Sod a i 0 e fı s4 : 10‏ 
4 0 ;| |0 0 0 0 0 1-1- 
x2 2 4‏ || 0 0 1010 
fs‏ 0|25 0 0 0-1 1 0 
6;6 :6 


(o) -yı -Y4 -y3 =0, yi -y2 =0,y2 + y3 -Y5 =0)‏ ا 
المعادلات الثلاث (ج) Y‏ (د) إنها تقابل العروتين المستقلتين yyy‏ 


و 3054 


قطع ناقص 


Cot 
ERI EY a 
ete : 
2 2 


i 


أفرض ر" ۸= ۷ 4 ۸= ن.لماا كان 4 خطيافإن 


سات وة 


س إن fey‏ 


At 3A ١ (ex + dy) =cut dv لذا‎ .A (cut dı) =cAu + dAv =cx + dy 
خطيتان . با أن التحوبلان يحققان / = 4" 4» فإن قاعدة الضرب تعني‎ 
MOM =1 أن المصفوفتين المقابلتين تحققان‎ 

Lal 4‏ المزدوج لمصفوفة يعطي المصفوفة ذاتها . 


0109 
0001 


VY 


لجبر الخطي وتطبيقاته 


1 
بو .( م‎ )( sa| (cp (x) + dg (x)) dx ع‎ © | p o) ax + a |, q(x) dr \4-1-Y 


yie 
yaje 
Tiy 


aay 
jay 
Wer 
iiit 
۱۸-1-۳ 
E 
E 

ENE 


۳-۲-۳ 
o-Y-Y¥ 
v-Y-Y 


ee 


t زئتى و‎ > +L 2 3 = 0 op (x) + ه 5 € )وه‎ 5 


الباب الثالث 
)0 ,0( و )1 ,1( ;)2 ,1( و )1 ,1( 
(xo/x))o/y,)) = - 1> xyi +4292 =0>x'y=0‏ 
جميع مضاعفات .)0 “IN2,‏ ,12( ,)13 ,قلطا (1V3,‏ ;)2 - ,1 ,1( 
AIN6, 1N6, - 2/6)‏ 
xeV.x eW ax'x=05x=0‏ 
Xi +X2-x3=0‏ 
ATy =0= y"b=yTAx = 9"4» = 0‏ الأمر الذي يناقض ±0 "ر 
ااا = xl]‏ ر" ر= كيه 0= اراد كبجعا جص 0= زربي" (x-y)‏ 
¢R*‏ المتمم المتعامد مولد ب (0 ,1 ,0 ,0) ,)0 ,1,0 ,0( ,)0 ,0 ,0 ,1( - 
إنه يعني أن أي متجه متعامدمع كل متجه متعامد مع c S‏ واقع في5. 
أساس واحد هو )1,1,1,1( . 
yy zvy (I)‏ + ب (ب) "رر + ب > lx + yl]? > dell + lly?‏ 
ااا «Ty < [ball‏ = ”ارا + llyll‏ اناه + [lx]?‏ ك (x+y)‏ . 


(10/3, 10/3, 10/3); (5/9, 10/9, 10/9) 


1 
(Nn): A 0000 Lin] 
1 
b= Uray hi S Sy 
Te TaT r 
2 @@ Ga” (Aa aja. aa _ 
e =t e =p 


T 
aaa a aa a aa 


الا ا 


\Y-Y-¥ 


\e-¥-Y 


11-۲-۳ 


۴ 


o-Y-Y 


حلول بعض التمارين المختارة vrr‏ 


la fe oli TPE Flo‏ مجموع مسقطين على 
et xc eel‏ 
F T‏ 
aa a a‏ 

— 2 
6 3 6 
Y 21 
“Ss e 3 
Ci 1 
6 3 6 
1۸/15 , 1/3۷3 (ي) لا؛‎ ۶" =P = ر" وم‎ =x'Ply =x" (Py) (I) 
أو‎ P? =P 5 (Px) Py =x'P"Py =x'P*y =x" (Py), 0 (ج)‎ 
) (على المستقيم ذاته‎ 180" 
(10 - 3x)? + (5 - 4x); (4, - 3X3, 9" - 0 

1 2 

_ 1) 3 3 

x= i p= + ;b-p= = 

3 2 2 

3 É 
. 6+ (5/2); (7/2, 6, 17/2) 


۸-۳-۳ فضاء أعمدة 5 ؛ رتبة» . 


{xf 


\¥-Y¥-¥ 


wor 


A'A =LA"b=0;0 


يك ,3 
3 3 3 
8 کے 
a 3 |() ) - 1, 1,0, 0), (- 1,0, 0, 10)‏ 3 
EES‏ 
(ج) 0 ,0 ,0 ,0( OG‏ د 


, 61/35 - (36/35)t; (133/35, 95/35, 61/35, - 11/35) 


vyé 
jop 


YAY ETY 


igy 


yyy- 


E الل‎ 


Yo-¥-1" 


ل 


0-4-8 


4-6-۳ 


ال حبر jt)‏ وتطبيقاته 
H? =U-2P) =1-4P + 4P? =1-4P + 4P =1‏ „ 


Y) 0+ 2+ E=3,C+3E=6,C+2D+E=5,C=0 )١(‏ يوجد مثل 


43 S |E 14 5 
35 3: |] D| =| 13 | (C) gel هذا‎ 
33 11 ل‎ 6 1 
ATAAT)'A 
ala, - ala, Wi a'b 
T T 1 = t (2, 1 
| -aja aa, || 2 -ab 


N O — 
D -Om 


-4=C-2D,-3=C-D,-1=C+D,0=C+2(/)‏ (ب) 0+ 2-(ج) 
« في فضاد الأعمدة t‏ «نفسه . 

)2/3 - ,1/3 ,2/3 -)؛ المجموع هوه نفسه؛ لاحظ أن ana}, aay‏ ,هره 
هي مساقط على ثلاثة إتجاهات متعامدة . مجموعها هو المسقط على 
لفضاء الكلى ويجب أن يكون الوحدة . 


lk‏ پل يك 
a‏ 1 فيك 
erig‏ = وماد كسركسبة + uu") - 2uu") =1- 4uu"‏ - 1( 
@ & 23 
t Leak, J‏ 
Xndn) (141 + e. + Xa) =x] + sss + => lll 2-‏ + عه + yg)‏ 
b'b=xj; ows +x.‏ 5 
IN2 IN2 j| ¥2 2‏ 
د04 + 8 \y-¢-Y a‏ 0 
k- - 14/2 | 0 22 ae ee‏ 


حلول بعض التمارين المختارة 


vyo 
001 092111 11 
0111590 1 210:4 1 او كر‎ 
[111] ]١ 0 01 
11 1/3 0 3 3 
23) =| 3 1/6/2 | V2 ا‎ = OmxnR nxn اا‎ 
31| |23 وير‎ |? Y>] 


. Rx =Q'b = x =R'0" = (59,0 \V-£-¥ 
ل © فراغ أعمدة 4 ذاته » لذا 007 = "0 ' (0"0) بن م‎ VA-£-¥ 


pye -y Tir 


2r 
| y (x) sin x dx 
t اد أل‎ 


21 
PE 
sin’ x dx 
0 


x` Yé‏ متعامدة مسبقاً مع الدالتين الزوجيتين او ! - **. لطرح مركبتها 
1 


في إتجاه الدالة الفردية ٠١‏ تحسب = xdr‏ =( )و 


دا ]ن 


1 1 
00 
: )۽ كثيرة حدود لوجاندر التالية هى‎ v=] x d= 
7 Pi 
wx? = (w°, بعالم‎ x) x =x) - s 


(V2. 12.0.0), 017 V6. WG. 26.0). 2V3 .- 2V3, 2V3,- 13) YY-E-Y 


En 6 000‏ 
كت 0 0 016 ||0004 
تحن 0 16 0 0 |0040| 
6] 0 0 0 ][0400] 


. 1 - 1/2 + W312), - /2-W3/2%  Y-0-Y 
. دي | عدد صحيح‎ (K+ UF, 6= KT + 1/2, o-0-¥ 


+ (LO; 10 v-0-Y 


71 الخير الخطي وتطبيقاته 


ALUE REY 
joo} 


+Y” Yi EY oy" yo =y a FY "oY =y tiy" V2 EV OY or a =Y -iy "o‏ و" برد ور 


1 2 
a اب‎ 11-0-۳ 
0 0 
co = fo + fi + fo + f3)/4.c = fo -ifi -fa +if3)/4. \¥-0-¥ 
c2 = ولا‎ -fi + fa - ,4/(و]‎ c3 = ولا‎ + if - fr -if 3/4; fo =0, f2 
8 زوجي أيضاً‎ = 0, f3 جه ,¢-= وه ,0 - يع ,0 د وه = ر ث2 - د‎ © 


+13 (650(ت) 2 9ج‎ rtr 


ayy an a3 4 
dı an @3 ay 


V+W y-1-Y¥‏ يحوي مصفوفات 4 × 4 م 


a32 a33 G34 


0 0 as دده‎ 13=(V+W ) daw 


T=V AWinws| © كه‎ Ga 0 يحوي المصفوفات‎ NAW 


0 0 زديك‎ Aaa 
0 Ò 0 ay 


. dim IV + W) + dim V م‎ W) = 20 = dimV + dim W 
CV المستقيم الما رمن )1,0,0( (ليس بحاجة أن يكون متعامداً مع‎ Tiy 
X=V, +w =v +w, Vi, V2 ع‎ V, wi Wa ع‎ WSvi-v= v-1-Y 


wi-w, ع‎ VOW = {o} 5V =V2,W) =W2 


۹-1-۳ إل (|-0[1.8 9]-4» الفضاء الصفري ل [|! ]= 48 لايحوي 


0 | 0 0 


VIT 


iS aa 


حلول بعض التمارين المختارة vyv‏ 


. B ؟ أفضاء أعمدة 48 غير محتوى في الفضاء الصفري ل‎ | 
rank (AB) < rank (A), rank (A) > n, n <m = rank (AB) < m => AB 
. شاذة‎ 


ranrank (A + B) = dim (2 (A) +.2 (B )) > dim. (A)+dim.# (B) = rank (A) + rank (B)) 


عب 


\o-1-Y 


EER 


۱۸-1-۳ 


! (D) 


e 


yi 


A (B)=.4 (A 'AB) ا د‎ (AB) د‎ A (B) = ف‎ (AB) = (B); 


فضاء الأسطر هوالمتمم المتعامد» والرتبة هي عدد أبعاده - لذا سيكون 
ذلك ذاته من أجل 8,48 . 


10 0 
4-2101 [1 -1 o}+}1|[o 1 -1] 
11 1 


1 

4 4 t: 
dim (U A V) = dim (U) + dim (V) - dim (U A V) = dim (U A^ V) 2 6 
+6-8=4> 0, dim (U A VA W) = dim (U A V) + dim (W) - dim 
(UAV)UW)=> dim UNV OW)24+6-8=2>0 

Y=-X pa Wy] - ...- GUIS ye VAW Sy =x, اوناع ع ...+ او‎ 
Xen 1W, OS XV + FX, WwW, جه 0 د‎ X = (Ks <s Xk, 1) © ٠ 


بسبب وحدانية التركيب (*) » « يعطي × واحدة فقط في A (D)‏ 


2 2 
وطح د + ...+ wpb)‏ = 


xw= 
2 2 


WT E se FW 


1 المتسقيم المار من (4-,1(. 


VYA 


yA 


EE 


A 


1195-5 


الجبر الخطي وتطبيقاته 


Ax W W GA x= 


E (e) =! © 2+1 © D+! 6) =0,E e) =! 69 +1 “لاع‎ (Î) 


A4 -8+ 0‏ حيث 8 تحوي تلك الأسطرالم وأصفارأفي بقية المواضع 2 


. 5X5 + ; rank (A) > rank (B) + rank (C) S.W +9¢C -4- 8 


الباب الرابع 
det (A); (- 1)" det (A); (det (A))?‏ "2 
5 ;20 


(أ00(ب)16 (ج) 16 (د) 1/16 16(s)‏ 
اضرب السطر الصفري ب 2 . فيضرب ذلك deta‏ ب 2, لكن 4 لم تتغير 
يؤدي ذلك إلى det A=0‏ 


(1 -ml) ac- bO 


l a a 1 a a 6 1 4 0 . 
1 b b- =|0 b-a b a, | 0 b-a b -a = 
l 8 0 ca c-a 0 0 (c-a)ie-b) 


. (b-a)c-a)c-b) 
cdet[? !| - (ب)خطأ؛!‎ deft }]#2det{? |] Us (i) 
أنه يوجد تبديل سطري . (ج) صح؛‎ Vie 11 محوراها‎ 


det (AB) = det (A) det (B) = 0 


جمع كل عمود من 4 إلى العمود الأول يعطي عموداً صفرياً لا 


١8--5 
١8-5 
\V¥-Y¥=£ 
\-¥-¢ 
Y-¥-¢ 
r-i 
e: 
ملم‎ 


م4 


ying 
۱-۳-٤ 


w 


i | = aem: !]مله 1] = 4 آي‎ | ae. $ 4 |= 5 = dean: 


حلول بعض التمارين المختارة Vya‏ 


detA =0‏ .ذا کان مجموع كل سطر يساوي الو احد» فإن مجموع كل 


سطرمن 1 - 4يساو ي الصفر أي : 


أ ا 
s de4 =0 +A =| 2 2 ,det(A-/ )=0‏ لکن det A=041‏ 
Mary‏ 
det (A) = 10, det(A ') = L, A = 5,1 =2‏ 


10 


. (det C)(detD) = )- )"(detDy(detC) أخذ المحددات يعطى‎ 


det A = ١ رده دره؟ إنها زوحية؛‎ a34 43 


100 
101 
010 


0 


det A= )- 1( ١ * det 1 


= (-1) det Û |= eel] =1 


. خطأ (۳) خطأ‎ (Y) صح‎ )١( 

(ب)6 1¢ -= =D6x 166+4 =D4‏ ووور2. 

من القانون )1( من المؤكد أن :45 ٠:‏ , , “ صفر من أجل أي قيمة ممكنة 
PE‏ استناداً إلى (5-5-5 ؟) «4 - 2 + 2 > rankA‏ 

بعملية سطرية على المصفوفا ت 4 × 4 نجعل GAD‏ مصفوفات مثلثية 
علوية : det | B |= anand da = det(A) det(D)‏ 

detA, = - 3; detA 3 = 2: وفاعل‎ =- 1; deta, = (-)™! (n- 1) 

(n? + 2n- سنا + ... + !1/2 + 1( ! (ج3(/30‎ - In CO) Nan - (أ)! سا‎ 
o إه‎ 7 o]_[4B A 1 oj_ 0 Al_ 
|- dle ele theta a | 


AB A 
ae Bod 


0 A 


GAS ؛لأن 48 مصفوفة‎ aml asl 2], del? | | - 0- dean: 


„ rank AB) > rank A) < m 


5-2-5 
Vat 


١-5-4 


معت 11 


\o-£-£ 


VARA 


\VW=2=2 


الجبر الخطي وتطبيقاته 


العنصر (i j)‏ من cor,‏ 4 الذي هو العامل المرافق 6A ji,‏ يساوي الصفر إذا 
كانز<1 و 4 مثلثية عليا . 


كون ۸متناظرة > الصغيرةز1 هي منقول الصغيرة Eji‏ يرك - Ai‏ 
(أ) det =x;‏ (ب)انظر في العمود رمن/41 ندم Ax=‏ . بقية أعمدة 
M‏ هي أعمدة A‏ < لذا AM =B;‏ 

detA detM = detBj = xj = detB,/deta )ج(‎ 

(أ) مسا حة متوازي الأضلاع هذا هي ]3 2 |:هك.(ب) للمثلث 
"80 '4 المسا حة ذاتها ؛ لقد أ زيح فقط عن نقطة الأصل . 


AC = CA = ACA’! =C = det A det(D - CA 'B) = det(A(D - 
CA 'B)) = det(AD - CB) 


(I)‏ أعمدة AB=A‏ مضروبة بأعمدة 8. (ب) 48 هو مجموع 
الأعمدة مضروبة بأ لاسطر (مصفوفات من الرتبة الأولى) . 

عندما تضرب متبادلة بمتبادلة فردية فإ نها تغير نوعها . لذا فإنهى - o°‏ 
زو جي . إذا كان ' 6 زوجياً فإن على '-55 أن يكون فردياً. لکن 


607 زوجي . 

قوىم هي جميع مصفوفات المبادلة لذا ستكون أخيراً واحدة منها 
oP S20 PY =P* OS 15) 85 Xo‏ 

إشتناداً إلى القانون( ).120 = !5< deta‏ أو إستناداً إلى 
edet A = volume‏ جد °( كله > 4 . أو إستناداً إلى المحاورء AF‏ 


-detAS1x2x4x8x 16 


حلول بعض التمارين المختارة 5 


الباب الخامس 
TIRE + C2 i eae | EE e” ==‏ 
u= ۴ +4 e' £-\-0‏ 
۷-1-0 


Ax دز د‎ > (A-7)x = (À - 7)x; Ax = جل‎ > x= AA درا‎ Aly = ددع‎ 

۸=0 اختر‎ ۸-۱-٥ 
ا لحد الذي يحوي عنصراً‎ edet (A- Al) في‎ + Ai + ... + An المعامل هو‎ 4-\-0 
لذا لايحوي مثل‎ cai Ay ay - 2 من‎ WS يستبعد‎ aj غيرقطري‎ 
هذاالحد '-"(2-). يجب أن يأتي معامل ' "(۸-) من القطرالرئيسي‎ 


aj te + Any =A] toe HAW fgg 


dbo sabb hys (iG‏ | ود 


1 


1 


a-b, x, -| 

rank (A) = 1; À = 0, 0, 0, 4; x, = (L, 1, 1, 1); rank (B) = 2; X= 0, 0,2, \&-\-0 
-2;x; )1+ 1, 1, 1), 4, =, - 1, 1,- 1) 

rank (A) = 1,4. =0, ..., 0, a; rank (C) = 2,4 =0,..., n/2,-n/2  \0-\-0 

۱۸-١-٠٥‏ الفضاء الصفري مولدب Vor‏ زر + HV,‏ و ك الامستقلاق 
(القيم الذاتية مختلفة )»ك v‏ ليست في فضاء الأعمدة المولدب 


THIN Va 


20 


1 [1 iai تق‎ 
| | ١-5-6 


woi 8 gel a 
[Le LOO =i] 0-2 2 
A = diag (1, 2, 7) كان لها القيم الذاتية المختلفة 2,7,!؛‎ 4-1-0 

Ay و‎ Ax لا یکن تقطير المصفوفتين‎ ٠-۲-٥ 


3 (8, - 3) المحددة = —\ (ج)‎ ttrace = (ب):0‎ A= 1 ()1-=ھ أو‎ 1-۲-٥ 


oY (ب) بقية القيم الذاتيةأصفار‎ Au =uv"u = سس‎ > ۸ =v"u (Í) A-Y-0 
. dim / (A) =n-1 


trace (AB) = trace (BA) = aq + bs + cr + جيل‎ trace (AB - BA)=0 = AB-BA=1 4-Y-0 


det A = det (SAS) = det S det A det S ' = det A =A, ... A, 1f--° 


EE a 4 
a AA | a a 1 
"اام‎ =B 

a -|33 تق‎ fete عع ماده يديد‎ | ma ۳-۳-0 
k =|} 3 U a $ z hojice بده‎ 


d= hs =O", E الثابتة يموت الجميع‎ UH فى‎ o-Y-0 


حلول بعض التمارين المختارة vyr‏ 


1 
6 
= 0 \-Y-0 
1 
3 


= 3.2 = 2.۷ = 3)1 - (0.9"), 2 = 2 + 3(0.5)" V- 1-0 
Sabzi \+-Y-o 


m =| alk: has EHE 


1 -1 0 (a-b) 5 
2b _ l-a-b (a- b)“ 
_| a. b-a+1 
21-a) _ l-a-b (a - b)“ 
b-a+1 b-a+1 
2b 
ever: b-at+l 
ب إذاكان | > | - م|؛ لا‎ >| hy | جا‎ 
+ه-ط‎ | 
iA 
Ay وک واک‎ =0,x, = (ب)‎ A= 1 3 0 40 11-۳-0 
ig 2 
4 2 


a Lits B= GSE, sie DO ا‎ 
IEG) 

1۲-۳-0 مجموع مركبات Ax‏ يساوي 3× + x) + x2‏ (مجموع كل عمود يساوي 
١‏ » ولم يضع (tot‏ مجموع مركبات he‏ يساوي A(X + x2 taxa)‏ 
إذا كان 1 E‏ 2 فإنه يجب أن يكون وه + × + ,× صفرا. 

٠۳-۳-٠‏ القيمتان الذاتيتان ل 4 ++ هما 1± لذا 17/2- |۸| غير مستقرة؛ 
القيمتان الذاتيتان ل ' GAY‏ هما )١ ± iy!‏ لذا 1۸۷2 = |۸| مستقرة . 


vyé‏ الجبر الخطي وتطبيقاته 


القيم الذاتية الثالثة هي iian [Al = LU 5 'a + Li)‏ 
حيادياً؛ يقع هذا الحل على دائرة . 


a=18,b=1,c=06 \o-Y-0 


k-l 
ararata[ | ا‎ OS Lae ayra 
1 1 $ 1 
MAE 14-۳-٥ 
4 4 4 4 
-2u -u 
kenken Emn] eTe A \-£-0 
5 IE 7 +1 e“ +l 
2 له‎ e 42 
e عندما »© ب ع 004+ و‎ . » (N= 8 Y=t=06 
-E 


PaPa el PrP tn =14 UE Pene 8-5-8 


= (+ 182 
eft+D = Şe Dg: 1 ات‎ ees 1 =Ses- I geATs- 1 =e ۸ع‎ )|( 0-٤-0 
At l ê At 41+ 3 
= É = -2-0 
e f- 1 uo 4 v-£ 


فعسم 0| ]|= 2= م ]= 3= .21 salt‏ غير 


A‏ =» (ج) تقترب 


w 


| = 100e" 


+ 100." Jw مستقرة؛‎ 


١٠١-٤٥‏ و4 مستقرة حيادياً من أجل 1 > ot‏ غير مستقرة من أجل 1 < :. ر4 


\¥-%-0 


\g-%-0 


\V-%-0 


\4-£-0 


i—§-0 


Y-0-0 


حلول بعض التمارين المختارة ro‏ 


غير مستقرة من أجل 4 > ١‏ » مستقرة Lobe‏ عند4 = ct‏ مستقرة إذاكانت 
(حقيقية من أجل 5 > > 4» مستقرة إذا كانت 2 مركبة من أجل 5 < 1. 
A 3‏ مستقرة إذاكانت ۸ حقيقية من أجل 1 - > ۲» مستقرة حيادياً عند 
creel‏ غي ر:ستقرة من أجل 1 t>-‏ 

ul, = CU - buy, Ua =-cuy + auz, وا‎ =bu; -auz > u'ju, + (Î) 
ولاوئلا‎ + u',u, =0 


lu (ll? = |“ “اوس‎ = ||uo] 


(ب)بما أن e™‏ مصفوفة قائمةفإن2 


oul 
A=0 أو‎ + Wa +b? +c ji (ج)‎ 
A, =- 1A, 2-9 , هو‎ =1,@,=3;u (9 = (a,) cor+d, sind) x, 


+ (@ cos 3t + by sin 3t) x5 
Ax - 2 2ت‎ +x أو‎ (A-AF-27Dx =0 
© (trac)? - 4 det> 0 2م-)4 - ج‎ - b? + c°) < قيمها الذاتية حقيقية ج0‎ 


2 2 2 
a +b 2c 


e age REE 

3 3 
= 3 a 
7 -6e +6e 
4 
e 


)١(‏ إنه حقيقي )1( إنه على دائرة الوحدة (T)‏ إنه أيضاً على دائرة 
الوحدة . (E)‏ إنه على أو خارج الدائرة التي نصف قطرها 2. 


X=2-i,xx =5, xy = 1 +31, دم[‎ 25 - OB وزع‎ = 1/2 - G/D : 
ارا‎ =V¥50 ,ارا اداع‎ [1a] = كلما‎ = tx! 


¥3 /2 + (1/2)i, 1/2 + (¥3 /2 i 


سف الجبر الخطي وتطبيقاته 


e 


وضو tare el ine, x= r)‏ إنها على دائرة الوحدة. 


1 û 0 
mL 1١1 


ا0 ar =o: |! R‏ إذاكان #مضاعفاً ل 


1 


PO‏ المتجه ليس متعامداً مع أعمده AT‏ ( أسطر (A‏ بل مع 
أعمدة "4. 

ه-ه-١٠‏ (أ) 1/2 -» ,1/2.۸ + nr‏ (ب) العنا صر الثلاثة الواقعة على 
hall‏ حقيقية . للعناصر الثلاثة الواقعة فوق القطرست درجات 
حرية . العناصر الثلاثة الواقعة تحت القطر متساوية » لذافإن 
مجموع درجات الحرية للمصفوفة الهيرميتية يساوي 4 . من أجل 
اة وة اع a‏ 1ج وا هة 

Re u, Im u, Re wy), Im رو‎ , Re رون‎ , Re wir, Im ,ور‎ Re wx, Re ı3 

يظهر كذلك أذاكان ل VAU"‏ .9+3-12 درجة حرية لكن UW‏ منها قد 

استخدمت لضرب الأعمدة (متجهات ذاتية) بمعامل إختياري ei?‏ 
وتختفي من الجداء الثلاثي . 


ll IS د الحم ا‎ 0 = 
ا‎ tale amis 11-0-0 


PR =0,25 E S 1 k- 


15 l 
- 25 


: 1 AZ |=. 
iwa p- 


Ee 
MOS rr" 


= = کو‎ 
tas | 


٠۳-٠-٠‏ (أ) إنها متعامدة مع كل واحد آخر. (ب) الفضاء الصفرى مولد بالمتجه 
؟ الفضاء الصفري اليساري مطابق للفضاء الصفري $ فضاء 
الأسطرمولد ب v‏ وس » فضاء الأعمدة هو فضاء الأسطر نفسه . )2( 


1٤-0-0 


10-0-0 


1A-0-0 


\4-0-0 


۰-0-0 


ودودع ؟ 


حلول بعض التمارين المختارة VYV‏ 


tw‏ + »= د ؛ لاء يمكننا أن نضيف أي مضاعف ل » إلى x‏ . (د) 

S`’ =S"; S`'AS = diag (0, 1, )ھ(2‎ .b'u=0 

4 قائمة» ALU‏ للعكس » مبادلة» قابلة للتقطير» ماركوف. إسقاط› 

هيرميتية » من الرتبة واحد» قابلة للتقطير . القيم الذاتية له هي 

. 0,0,0,4 هي‎ B القيم الذاتية ل‎ ET Î 

عددأبعاد 5هو 1(/2 + alr‏ ليس” . كل مصفوفة متناظرة 4 تساوي 

تركيب: إسقاطاً . لكن هذه الإسقاطات تتغير إذا تغيرت4 . لا يوجد 

أساس ل « من مصفوفات الإسقاط الثابتة . 

(Aa [ee An = 1 تالقيمة المطلقة‎ A, وة‎ eld المحددة هي‎ 

(أو :1 = deu‏ = ا" نال = 7|/ا:16|). للمصفوقة U = [i]‏ ذات النوع 
acos@ bsin © |:‏ 


t = رة‎ edet نا‎ =i 
حیث‎ €= nO 6 بصورة عامة‎ tde i 1x] 


. ab+ cd=0 5 ld ماد اماد‎ =|d = 1 


يكن أن -2i V6 EIo padlo‏ ,1( مضروباً GL‏ عدد 
(حقيقى أو مركب) ذي قيمة مطلقة تساوي الواحد . 


dt a 4 
Co ĉi Co 63 CoXg + و6‎ FCI + 3 
€3 Co Cy C2 c وكدوة‎ FEOF, Ciko FER 
= 
C2 Cà Cy Cy C2Xo +C3X| + CoX2 + CXR 
Ci € C3 Co CyXQ عزوم ند‎ Feta FEOF 


. ؛ مصفوقة الوحدة‎ © =N" BN =N" M <'AMN = MN) 'A(MN) 


VYA‏ الجبر الخطي وتطبيقاته 
۲-٠-٠‏ لهذه المصفوفات القيمتان الذاتيتان١‏ و-١با‏ ثريساوي الصفر ومحددة 


1 0 Gd) segs 
EET 


m=| | | الاهيودمخ|‎ to 
1 
(ب) إذا كانت .2 .... .3 القيم‎ CD=-DC3C=D(--Qp'' (Î) 1-1-0 
»فإن ,۸ .... .2 - هي القيم الذاتية ذ٤ - . إستنادا إلى‎ CS الذاتية‎ 
أذ‎ Aes غلك‎ UU القيم الذاتية ذاتهاء‎ C سيكون ل ©و‎ >» Á) 
ت س ازو بإشارة زائد-ناقص .(ج)‎ 


Cx =x > DCx =ADx = - C(Dx) =A(Dx) = C(Dx) = -1(Dx) 
Litre paras و يساوي‎ cg cos O + h sin 6 العنصر )3,1( هو‎ Vv-1-0 
tan@=-g/h 
«=|. 1 ind 
1۰-1-0 
cy Vy + ولآي‎ = mC) FM 2C2) + (Maci + وطزية يوام‎ =d Vv + دلايك‎ 
مصفوفة بالنسبة ل‎ A =| H مصفوفته بالنسبة ل ۷ و دلاهي‎ ١٠١-١٥۵ 


-M =| | .\ |A =MBM و ۷ هي | 5 -8.أفرض‎ V2 


010 000 
D’;D?=|000]; (4) (=0 0 2 ))( ۱۳-١-٥‏ هى المصفوفة المشتقة 
000 000 


الثالثة . المشتقة الثالثة لكل من ”× و Lx‏ هي الصفرء لذا0 = <«(ج) 


0 = ۸ (ثلاثية)؛ متجه ذاتى واحد فقط )0 ,1,0( . 


14-1-0 


0-1-0 


\V-1-0 


و 


YY-1-0 


yy 


== 


حلول بعض التمارين المختارة vr4‏ 
Fan‏ متجه ذاتي ل به / © يقابل القيمةالذاتية2. إذا كان 
i f) di =Af (x)‏ فإن الم ةماق pe‏ 


fr) =“‏ و efa =aF'0)‏ إلا أن التكامل من 0 إلى ×يعطي 
àf)‏ ع (1 - Ae”?‏ : 


القيم الذاتية هي 1 ئلاثية ) و1-. المصفوفات الذاتية هي 

[a SPI? SFIS FFL له‎ 

TT" =u 'auut au D" =1) ۱(‏ (۲)إذاکانت ۲ مثلثية وواحدية» فإن 
عنا صرها القطرية (القيم الذاتية) ستكون ذوات قيم مطلقة تساوي 
لواحد. إذن جميع العناصرغير القطرية أ صفا ر لأن الأعمدة ليست 
متجهات وحده . 


وناك x =e; vet ¢||Wx||? =x FNFNx =x"NN"x‏ نيحد 


à column ill = llrow ill 

010 i010 

yal 4 =| |= 001|,7=|001 
IN2 - 2 100 000 


القيم الذاتية د(2 - A-DA‏ 4 هي 0,0,0 . 

من أصفار القطرفي T- Aal, T- Agl‏ ,1 7-۸» نستنتج أن PUD)‏ جداء 
هذه المصفوفات يساوي الصفر. إذن ' 007-200 -37- 4 لذا 
0= 0ا0ناد ‏ لازلجط - -ADT -DT‏ )ناك (لبط- (A -M D(A -MDA‏ 
۲۷-٠-٠‏ للمصفوفة متجه ذاتي واحد فقط ¢ لذا قإن شكل جوردان المتعلق 


به ذو ALS‏ واحدة : 


Vix 


YA-1-0 


فس دوامو 


۳1-1-0 


= 
=۱ 


00 


الجبر الخطي وتطبيقاته 


eM gM - 0‏ لذافإن المتباينتين الأ خيرتين سهلتان ؛ 1.14 - MJ,‏ 
يقتضي أن العمود الأول من M‏ يساوي الصفرء لذا لن تكون قابلة 


| ل كتلة من النوع 4 × 4 Jt‏ كتلتان من النوع 3 1X133 X‏ ؛ OLS‏ من 
النوع2 LHI, + 2x‏ كتل من النوع 1۸1١2۸2‏ ؛ eal‏ كتل من 
النوع!× 1 تساوي الصفر . لكل من , / و , ١‏ متجهان ذاتيان 


الياب السادس 


ac-b? =2-4=-2<0; f =w + 2y) - 2y? 

(i)‏ لا(ب) لا(ج) نعم (د) لا . في AO)‏ تساوي الصفرعلى المستقيم(-:. 
det(A-AD = 0> À? -@+oOrA+ac-b? =O> A, = (a+c) +‏ 
Vac)? + BZ, 2, = (atc) - Vae)? + 4b") 12;‏ 2,50 واضحةة 
لأن 0 <1 (atc)? > (a-c)?+ + b? OY‏ مكافئة ل ac> b‏ 

مصفوفات المشتقة الثا نية |[ 5: 4. | (نهاية صغرى 4» |؟. 3" ]| ( نهاية 
عظمى) . 


l alt: A? ب‎ -3<b<3()) 


(د) لا توجد نهاية صغرى . 


کا 


AN 


۲ == 


حلول بعض التمارين المختارة ves‏ 


Ns 
ES 


(i) 


v N ب‎ 


xi -x2 -x3 = 0 عتدما‎ fi =w; × -x3) (ب)0-‎ 


farnar + We = “زوق‎ - 7x5 GS) 
1 0 0 
L=]-1 1 0 
==- 1 


معرفة إيجابياً ت0 > 0,22 > Ai‏ ك 0 > SIA, >0, Why‏ 


, D= diag (1, 1, -7)( 5) 


9 Ail =dac-b?) > 0: هباقر‎ Lael. Lilo شعرقة‎ AM 


.det A ' = I/detA > 0‏ 
7 ][؟ To‏ :]=[ ؟] -4؛ معاملات المربعات هي المحا ورفي D‏ 


بينما المعاملات الواقعة داخل المربعات هي أعمدة LL‏ 


1 

S(p+h 

i oa 
s +t 


i tz ناور‎ | FS” 
Lt و7‎ 


Res? - )ام - 2و) ات 0 عورم‎ <0 p + (6 + (< و‎ PHS 


. غير شاذة‎ 
(ب)‎ .a و‎ ¢-|bl?/a و‎ detA =ac- |b|? Lal), >» Á) 


2+ (c+ 1b1°/a) |x, i 


f= |x, + (b/ a)x, 


مصفوفة المشتقة الثانية هي | 4 2[ »لذا ۴ ليس لها نهاية صغرى 


LI عند‎ 


١-7-5 


V\=¥=1 


T= 


الجبر الخطي وتطبيقاته 


ادهو 2< (1- ما (a-‏ 

. لاتوجد قيمة ل( تجعل 8 معرفة إيجابياً‎ tari 

. ليست كذلك‎ A c و©معرفتان إيجابياً‎ B 

b = 2/3 عند‎ det A = - 23 - 3b” + ١ > 0 

إذاكان ل ۸ قيم ذاتية Aj‏ موجبة » OB‏ القيم الذاتية AD‏ هي AP‏ والقيم 
الذاتية ل 4-7 هي :1/0 وهي كلها موجبة أيضاً ؛ إستناداً إلى الإختبار 2 
4 و 4معرفتان إيجابياً . 


إذاكان 0 > xB‏ و 0< ×4"× لكل 0 ± × فإن 0 < xA +B‏ 


الشرظ(1) . 

As spegli | 
۸ < 0 بسبب کون‎ 

I e e 


إذا کان 0 < عه "× لكل 0 ± × » فإن 0 < x"CTAC = Cx)"A (Cx)‏ 
( © غير شاذة لذا 0 # (Cx‏ 

|x"Ay|? =|x"R"Ry|? “اه تماد‎ < llr? l|Ryll? = "RTR 

(y'R'Ry) = x'Ax)y Ay) 

4 - 1,۸2 = ۸ » شبها محورين يذهبان إلى( + ,0) و (E10)‏ 
WZ |‏ 4 


A 2 


ig, i» eal 
B B 


قيمة ذاتية صفرية واحدة تسحب مجسم القطع الناقص ليصبح اسطوانة 


¿e 2-1 حيث4 و‎ A= 


3 


+o 


| 


۳-۲-٦ 


| ll 


== 


== 


INVAT 


ححا 


1١4-75-5 


دا 


حلول بعض التمارين المختارة vir‏ 


لانهائية ١‏ = رر der yi +a,‏ طول المحو ر الثالث ؛ قيمتان ذاتيتان 
صفريتان تبقيان فقط المستويين :1۷۸ ±= ,لا ؛ ثلاث قيم ذاتية صفرية 
تترك 0-1 (لا يوجد بيان) . 

0)0 > عه" لكل متجه «غير صفري (Y).‏ جميع القيم الذاتية د4 
تحقق 0 > (i) det A; > 0, detA, > 0, detA; <0(1).A,‏ جميع 
المحاور(دون تغييرات سطرية) تحقق 0 > di‏ .)0( توجد مصفوقة R‏ 
بأعمدة مستقلة تحقق ۸"۸ -= 4 . 

إداكان العنصر القطري ¡ صفراً» نفرض ‏ - × » فيكون0 = ننه" . أي 
من المستحيل أن AOS‏ معرفة سلبياً . 

8 مغرفة إيجابياً. 6 مغرفة سلبياً . 4 و2 غير معرفتين.. يوجد حل 
حقيقي لأن المربع يأ خذقيماً سالبة » Sey‏ تغيير مقياس» لنحصل 
على-١.‏ 

ا" 

+ برهررة- Bj detA‏ كانت A‏ معرفة إيجابياً Lass Ay, > ODL‏ 
تزداد ررم فإن anA‏ تزداد يما الا be‏ لا تتغير وهذايؤدى إلى 
أن deta‏ تزداد . 

زه > (السطر زمن ' 8)(العمود زمن #)- مربع طول العمود زمن 
8؛ detA = (detR)?‏ = ( حجم متوازي سطوح 8 )* < جداء مربعات 
أطوال BOE‏ ت R=), ân‏ 

x" AMx + x" M "Ax = - xx = x "Ax + (ay) "Ax = -ah 

. 0+ Alay = ا‎ A+ A =2 Re <0 


s 2 2 2 
3 20 - -X2 - 10 + i (x2 =X%3) 0 + Xo 4 Xa) 


vég 


yT 


tra 


Ea 


0-7-1 


w 
a 


كم 


\Y-Y-1 


الجبر الخطي وتطبيقاته 


. شبه معرفة إيجابياً‎ B غير معرفة»‎ A 

C'AC 9A 5 

t ài >0,42 =0. C(t) =10 + (1 -NOR,Q =|} oh R=(8 f]‏ ل 
© قيمة ذاتية واحدة موجبة وأخرى سالبة» لكن لمصفوفة الوحدة قيمتان 
ذاتيتان موجبتان . 

aW 

محاور 1 ! - 4 هي .2.5,5 لذا فإن إحدى القيم الذاتية سالبة وهذا 
يؤدي إلى أن ل 4قيمة ذاتية أصغر من 1/2 . 

(ب)م > و + م لأنه لايمكن وجو دأكثر n ga‏ متجهاً مستقلة Les‏ . 

rank ICTAC) > rank A, rank )6© زعم"‎ > rank (CT) 'CTACC ') = 

. rank A > rank (CAC) = rankA 

J‏ #عددمن القيم الذاتية الموجبة يساوي n‏ | ومثلها من القيم الذاتية 
السالية م 1. 

oN 


ji 0 =] 
[v3 -1 Ho 2 = 0;u =| TETE 


؛ الكتلة الصغرى تصل حتى V3‏ رغم أن الكتلة الكبرى لايمكنها أن 
تتجاوز إنتقالها الأول وهو ١‏ . 


1+V3 
-1 


1 N 
1). la -am| - 22 -1205 2-1 


P =x] - ودع‎ +x3 - ريعيه4ه- + 3و2‎ - 4x3; QP /ox, = X; - x2 -4 1١-مغ-5‎ 


ع 


0-4-5 


حلول بعض التمارين المختارة Vio‏ 


é OP ldx =-X| + 2x3 - x3, OP Jax, =-NX 7+ 2x3 -4 


ثابت = OY .- 1 554-١5‏ 4 متناظرة ومعرفة إيجابياً . 


i- 


QP ldx =x + y = 0,0P,/dy =x +2) - 3505 = - 3, =3‏ . لیس 


Pa J‏ نهاية صغري (إجعل (y + oo‏ . إنها ترافق المصفوفة شبه ا معرفة 


aly 0 | Lobe! 


إنهاء © إلى النهاية الصغرى يؤدي الى المعادلة النظامية م" 4 - A TAx‏ 
ضع ! .... ,1) = ٭ في نسبة رايلي (يصبح المقام 8 ك 
S‏ ۸« مجموع جميع dy SMA,‏ 

النهاية الصغري هي | (I R=‏ £2 

لما كان 0 < +8" كل متجه غير صفري lex‏ يمكن ل تد(8 + xA‏ 
عه" + أن يكون أكبر من عه" + . 


Tio T 
> TAL ± ۴ 0, فإن‎ A + Bx = Ox إذا كان‎ 


Ay زيزع‎ S T t 
XX xx 


T 3 pil Ri 
A2(A + B) = mn, | max, ins, 5 =o >min, |maxyins. S = 
s ‘ ot 8 = ee 

` Ay < u SA; 

= HBB VA 


AAT +... دزي‎ ENY, رتوم ...ع‎ SRO) SA, 
لكل‎ MAX, ins, ROX) > 0 > Aj = min, [ max x ins R œw] >< 0 Í) 
بحيث يكون 0 < ()۸ (ب)‎ x تحوي متجها‎ Sj ركوهذا يؤدي إلى أن‎ 


ATS T 

J CACY _ x Ax 
T T 
yy KK 


y=C!'sx > x=Cy=> R (y)= =R (x) > 0 


VEN‏ الجبر الخطي وتطبيقاته 


5 
. x =e,,A, = min, x Ax qm. jit 


.* | و‎ x إن ذلك مولد بالمتجهين الذاتبين‎ 1١6-54-5 
. واحدة موجبة » واحدة سالبة و 2-«صفرا‎ ۱1-٤-٦ 


Ay Baga r | mps 


1 
16 2 a 2Î ð 
1| ASA 1 2-1 ۱-0-٦ 
3 1 0 -1 2 
16 | 2 
3 عند العقل‎ U=2V,+1V2.4+32V3> 
4 16 16 16 
t-u" =x, u (0) =u )1( = 05 u =-1x° + lx 7-0-5 
6 
1 4 
= “AL عم‎ Ay=b>y= Ei 
9 ŝi | 
ج42‎ 0 3 
27 3 
zal e i EGE 
کے + ۷ قد‎ V2, 212734 ا‎ 
چو اک‎ 2 I 
27 27 3 
rei 
3V3 
2 =] Ü 3 - 
=3}-1 2-1 رد , 2 دم‎ =b رج‎ = 5 Y-0-1 
0 21 1 i 0 
3 1 
5-0-5 
3x ع0‎ 1 
= y 5 - 2 4 
مع مدق‎ 021” ie لمكي‎ 
2 4 


تة 


۷-0-٦ 


حلول بعض التمارين المختارة vey‏ 


كامل بالتجزئة : 


4 


1 
j +4] -Vi"Vjde= v'iV'jde- [vivi] =| ViVjax = 


0 


نفسها . 0 
ثلث يعطي أصغر قيمة ل 7 . 
!= 4,۷ = 4 .12 = ۸ هي أكبرمن القيمة الذاتية الحقيقية . 


WHT bil ml 1‏ سن لجل اليانى.. 


18 9 


6 تضرب المصفوفة الثلا ثية الأقطار 1.4.1. 


الباب السابع 


إذا كانت © قائمة فإن! = lloll = max lar] [lal]‏ » لأن © تحافظ علي 
الأطوال ¢ loll = llall‏ من أجل كل x‏ كذلك "0 قائمة ونظيمها 
يساوي Q) =l‏ )ع . 

متراجحة المثلث للمتجهات تعطي || + ااعما| > e ||Ax + Bxl]‏ 
وعندما نقسم على [lal]‏ ونأخذ النهاية العظمي للنهاية الصغرى لكل 
حدء ستكون النتيجة هي متراجحة المثلث لنظيم المصفوفات . 

lall lel‏ < ااعقها| استناداً إلى تعريف نظيم4 ولذايكون 


al Ill‏ ك ااعها| . نقسم على [lal]‏ ونأخذ النهاية العظمى للنهاية 


VEA‏ الجبر الخطي وتطبيقاته 


الصغريء نجد الأمرذاته صحيح من أجل العكس ؛ 
flac‏ ا ها > |47 || بضرب هاتين المتراجحتين DF‏ 
.c (AB) > ¢ (A)c(B)‏ 

=a lall =3,4( =: ٤-۲-۷‏ أ" ها de t‏ ]![= ,×= 0ة[ .]= وءدة. 
٠-۲-۷‏ بالتعريف llall = max|lar|| / lll‏ اختر «بحيث يكون القيمة الذاتية 
الخا صة في السؤال؛ عندئذ |lAr|] =A] llall‏ وتكون النسبة مساوية [A]‏ 

وهذا يؤدي إلى أن النهاية العظمى للنسبة تساوي على NAL EYI‏ 


te-a miza 5 -_ 2 1/2 
ATA = [ıo oo |+ A? - 10002A + 1 =0, A max = 5001 + (S001? - 1)'? X-Y-¥ 


النظيم هو مربع الجذر وهو مطابق لما يتعلق ب  '||‏ 4||. 

ATA 5 AAT J  Y-Y-V‏ القيم الذاتية نفسها (حتى لوكانت A‏ شاذة» 
وهي ع TE (yet LLL‏ 
=A (A Av) =2(Ar)‏ زعم" =Ax = AA‏ عم" 4 وبمساوات القيم الذاتية 
العظمي » نجد Wall - JATI‏ . 

۸-۲-۷ بجماأن ۸ ۸= 4 و“ لاص e at eR‏ 1 نجد 2ع ||- Al‏ و 


ا || ع Ml?‏ ”م )|= ||" || ٠‏ (من التمرين السابق » للمنقول النظيم 


. (A) = (RY)? òb ذاته) . لذا‎ 


ON) بيت‎ +B) Sag YEK EYA “if A 8= 1 4-1-۷ 


«A max (AB) > ^ max (AVÀ max (B) « 0ب1<0) وكذلك‎ 


joas 1r‏ د2د * إإإ * ja‏ إذتلك 


هي ال حالة القصوى» و 7= .. lAl‏ هي مجموع عناصر السطر الأكبر 
بالقيمة المطلقة J)‏ «الأقصى المركبتان EL‏ 


حلول بعض التمارين المختارة 


VEA 
2a wt 5 AA 0 ااا‎ 
m-ng) oi القيم الذاتية‎ B -| 5 Pi J ۱۱-۲-۷ 
||إصفرا.‎ men || ±و‎ ٠, صفراً) . لذافإن القيم الذاتية ل 8 هي‎ 
اغا ب قاع اهل بوهم‎ a ۷ا۷ لانم .زب لفقل‎ 
آمل‎ el Tal lal 
TE u =|? “=| us =| "a =| 71 \-Y-V 


ails 
H(Hx) = Hy لذافإن‎ . Hx =x - w - y) اك لف‎ =x-(t-y)=y ۳-۳-۷ 
(x-y¥) @-y) 


x =Hy ھی‎ 
520500 TS =4 "F 
إس فده‎ | u13 إ4‎ e 
1 0 0 1 as W 
01 9 2 
كه 8 امون‎ aT AES 2 2 مده‎ 
0-4 3 0 12 16 
5 5 15 25 
ry 
E aili -Alg dla is of] 7 1] 14 -3 
| 1 | Ook = B IRER g ATER 3 A 


فون © -sin © || | cos € sin‏ © وو 
sin? 9 a‏ - ا © sin‏ 


RO = ed +8") و‎ 


-5 -5°C 


sin@| _ =‏ © وم 
= مود | 0 © sin‏ 


Vo. 


A-Y-V 


4-۳-۷ 


¥ 


4 عد 


۳-6-۷ 


...) = (cosk7th)x, 


41 الخطي وتطبيقاته 


مقائمة أي / - R‏ ,4 - 0 و 4 - RQ‏ من جديد. 

أفرض أن Ro)‏ ,»ا (, ع0 ... م0) هوالتحليل 08ل*4»: الذي 
هو Lan‏ صحيح إذاكان ١8-1‏ بالإتشاء Agar =Re Qe‏ أو 
OOK‏ ... و2040 ... ]0 = OL‏ ,4= »۸ بالضرب من اليمين 


t (Rk-1 ...Ro)s‏ واستخدام الفرض 44 i.e‏ واه 


بعد حذف ' © من الطرف الأيسرء نحد النتيجة المطلوبة من أجل 45 . 
0 1 0 


+ |. p=0, + 12 (D+) د‎ ° 
0 0 


5 
~ 
S 
1 
i=- Owi- 
دوع‎ teni 
T 


القيمالذاتية 1/2 ,0,0 t‏ 6 حيث -2V2‏ 53 همع 
EOE‏ :03د = max‏ 

ل ,العناصر ! على طول القطرين المجاو رين للقطرالرئيسي» وأصفار 
في بقية المواقع ؛ | Jx = 3 (sin 2h, sin 3TA + sin Th, ...) = (cosmh)s‏ 
VAx = )2 - 2 coskah)x,; JX, = ! (sin Kzh, sin 3kmh + sin kath,‏ 
5-5 لايمكن للدائرة حول » أن تصل إلي الصف رإذاكان نصف قطرها 
ri‏ أصغر من Jari]‏ ؛ لذا ليس الصفر قيمة ذاتية ولا يكن لمصفوفة قطرها 
مهيمن» أن تكون شاذة . 


0 0 -= ؛ أنصاف الأ قطارهي =e‏ .+ 
2 اا 


1 
Osl- اس‎ 


ديزيب 


مراكز الدوائر عند الصفر» لذا جميع 1 > Ri]‏ 


١-1-4 


¥=\-A 


۷-1-۸ 


١-5-4 


حلول بعض التمارين المختارة Vos‏ 


1/2 


-bla EEA bc 58 SH:‏ 9 |= مر 
D'L+U)=|_ yg 0 = ;-(D+L) 'U=‏ 
Pei | , A = 0, be! ac; max = imax‏ و 

“UI OUI 

pee 


تقع القرنات في (0 ,6) ,)2,2( ,)6 ,0)؛ أنظر الشكل 5-8 . 

يكون + #«أصغرياً عند (2,2) بتكلفة 4؛ «+ ×3 أصغري عند(6.0) 
بتكلفة 6 ؛ النهاية الصغرى ل ر ght‏ ےک یق OO‏ ف 5:0 ۾ 
تعطي القيود 9-10 > Sy) + 2)-3 + By)‏ + 302 أو 1-> :31 ألأمرالذي 
يعارض 0 2 -y‏ 

خذ + و «متساویین وكبيرين جداً . 

0> + + ,0 < « ,0 < + تقبل النقطة )0,0( فقط . 

المجموعة الملا ئمة مثلث متساوي الأضلاع واقع في 
xtytz= logy 2‏ تقعقرناتهافي 
C y 2) = (1, 0, 0 (, (O, 1, 0), )0, 0, 1;‏ تعطي القرنة الأخيرة القيمة 
العظمي3 ١‏ 

x =z = 20,000; y = 60,000 

اليا ةدروو ةد وو هما الأساس وال اة Dp Raw a ph‏ 
المتغير الداخل oxy‏ ليختصرالتكلفة . المتغيرالباقي سيكون e x5‏ لأن 2/1 
أصغرمن 4/1. بسبب وجود و× و 4× في الأساس» تعطي القيود 


voy 


0-7-4 
۸ 


-1 2 1 0 6 1 0 3 -2 6 
an ده‎ 0 1 ži 0ا6‎ 4 2 =i Bk 
E SN O=1 1 @ p 003 -1 6 


الجبر الخطي وتطبيقاته 


=Z iy 2‏ وتو وتصبح التكلفة عندئل 2 - - ين - 2× + hk‏ 

عزل x5‏ في القيد الثاني يعطي x3 - 2 - 3», - 5×2 -x5‏ بتعويض ذلك 
في دالة التكلفة وفي القيدالأول» تكون المسألة في القرنة الجديدة هي : 
إيجاد النهاية الصغرى ل ×+ 6x2‏ + ,×4 + 2 - .لما كانت المعاملات 
1 مو Le‏ فإن النهاية الصغرى تظهر عندما يكون0 = و = د رد $ 
إننا من قبل في القرنة المثلى . بقول آخراختبار التوقف 0 DZ‏ .6 .4) = , 
قد نجح» و-2 هي التكلفة الأصغرية . 

[1 1]-+ » لذا القرنة أمثلية . 


]1 - 3]- «لذا يدخل العمود الثاني من ۷ في الأساس ؛ هذا 
العمود هوءو|؟|-»و | 7:] = u‏ #سالبة» لذا op‏ الضلع 
لانهائي الطول والنهاية الصغرى للتكلفة هي -- . 

عند P‏ ]3 ,5-]-+وعند 0 | 5|-: وعند IZOR‏ 

(أ) الزوج 00-0 - × غير سالب » إنه يحقق ط= « + عه وإنه 
أساسي لأن0- × تشارك ب n‏ مركبة صفرية . (ب) ILM‏ الإضافية 
تنهي إلىالنهايةالصغرى by iiw‏ 
-x2 Hw, =3‏ رج ,0 < wi‏ ,0 < ين ,0 < or)‏ متجه مرحلتها الأولي 
هو3 = wi‏ ,0 - ×= ,+ ؛ متجهها SUM‏ هو0 - Xi - 3,2: =w]‏ 
تقع القرنة في 0 - جد.3 = try‏ المجموعة الملائمة مستقيم ينطلق نحو 
الأعلى من هذه النقطة بميل يساوي الواحد . 


حلول بعض التمارين المختارة vor‏ 


۷-۲-۸ يصبح اختبار التوقف 0> ؛ إذافشل ذلك وكانت المركبة أ هي الكبرى 
فإن هذا العمود من N‏ يدخل الأساس ؛ القاعدة ۸ ج التي تتعلق بترك 
المتجه الأساس » تبقى نفسها . 

۸-۲-۸ في قرنة» يصبح اثنان من القيود متساويتين وتتحقق الثلاثة الباقية . لذا 
فإن القرنتين هما 3= ر×,3 = ,و0 = 12,42 = ر+. التكلفة 9و 624 
لذا فإن القرنة الأولى مثالية . 

.Bv=u oy «BE =B |... v ...| =[... u ...] 4-Y-A 

۱۰-۲-۸ على × أن يزداد حتى 2= × حيث0 = x4‏ و 0 ,14 ,2 ,0 = x‏ نصل 
إلى النهاية الصغرى2 -= 2 - bry‏ + ,× بخطوة واحدة . 

. Ax =0= Px =x -AAAY Ax =x ١١1١-5-4 

P? =P, PT =P >-sc'Pc=-sc'P' Pc =-s(Po)'Pc=-s\|Pdl?> 1-1-۸ 

۱۳-۲-۸ (أ)عند(3,0,0)-م )15045 = tcr‏ عند )0 ,3 ,0( = 0 يكون 
$e'x = 12‏ عند )3 ,0 ,0( = ۸ يكون24 = tex‏ لذاء'ء تكون فى نهايتها 
الصغري عند )0,3,0. (ب) 2 Pea 2-2, D), s=‏ 

۱٤-۲-۸‏ عندما 0.42 = )0.98( + = 5 فإن الخطوة تنتهي عند 


1.28 


. (1.28, 1.70, 0.02). D = 1.70 


sa 
أو .436 در.‎ 4.53y = 19.76 تصبح‎ ADATy=AD*¢ ۱۵-۲-۸ 
عورم‎ = (0.82, - 0.61, 0.07) => s = 0.98/0.82 = 1.20 > X? =e - sPDc = (0.02. 


1.73, 0.92) = x? = DX? = (0.03, 2.94, 0.02) 


\-Y-A‏ إنهاء al 4y, + 1ly2‏ الصغرى ب 


Jı 20, y2 20, 2y, +y2 > l, 3y2 > l; زع‎ = 245 =3,y] لد‎ = 


vog 


1-1-۸ 


۳-۳-۸ 


4-۳-۸ 


RA 


الجبر الخطي وتطبيقاته 


التكلفة = 0 . 

إنهاء ,×3 إلى النهاية الصغرى» ضمنالشروط 
1= 1× ,3= 2ر ,0= إبر:1 > رع ,0 < YASS ox,‏ 

المرافق ينهي yb‏ إلى نهايتهاالعظمى بء < y‏ لذافإن ط= ×وء= ر 
ملائمتان وتعطيان القيمة ذاتها للتكلفة في المسألة الأصليةوالمسألة 
المرافقة ؛ إستناداً إلى A‏ و ويجب أن تكونا مثاليتين . إذاكان 0 > OP bi‏ 
x’‏ المثالي قدتحول إلى wy Oates (OLBin von ba)‏ 
A =[-1], 5 = ]1[, = ]0[‏ ليست ملائمة ؛ المرافقة تجعلر في نهايته 
العظمى ب 0< :رو 0 > «1-» وهي غير محدودة . 

.b=(0 1]",c=[-1 0] 

إذا كان ×کبیراً جداً » Ax < bop‏ و0 < x‏ إذا كان 0= رفإنء > yA‏ 
205 ر. لذا فإنهما أمثلان معاً . 

لما كان vex = 3 =yb‏ فإن ر و + أمثلان إستناداً إلى 8 و . 

HFIP SD 1 U‏ 1 1[= عهء بمتراجحة دقيقةفي 
المركبةالثالثة + لذافإن على المركبة الثالثة ل oly‏ تكون صفراً بصورة 
مشابهة [3 1 1 1]-1[>6 1 1 c(t‏ وإنالمتراجحة الدقيقة 
تجعل 0 = x4‏ . 

Oly" =]1 0[‏ 1]= *+ ب *هس- 1= "«. المتراجحة الثانية في كل 
من ط < Ax”‏ وء > 4" ردقيقة» لذا فإن المركبة الثانيةلكل من ay‏ 
'«تساوي الصفر . 

Ax =b‏ تعطي yar =yb‏ سواء أكان0 < Sct Vel y‏ 4 يعطي 
OGY yAx > cx‏ < ×. بالمقارنة „yb > cx‏ 


11TA 


YY-Y-A 


۳-۳-۸ 


\&-Y-A 


\o-Y-A 


حلول بعض التمارين المختارة VE‏ 


xi =0,x} = 1x3 =0," × =3(/)‏ (ب) إنه الربع الأول مقطوع 
برباعي الوجوه في القرنة (ج) إجعل ,« في نهايته العظمى» بشرط 
yi 209; S5, y $39) S4‏ 3ع -yp‏ 

المستويات =const‏ نه مائلة قليلاً » لكن أول قرنة تلاقيها من المجموعة 
الملائمة هي السابقة نفسها . 

كما في البند O-A)‏ المرافقة تنهي م 4إلى نهايتهاالعظمى شرط 
0 < م ,3 > م2 ,2 > م. الحل هو 51.50 = cp‏ سعرالظل للبروتين (ذلك 
هوسعره في اللحمء في الحمية |المثالية). السعر المخفض للزبدة هو 
cents‏ 50 = $1.50 - 492 إنه موجب والزبدة ليست من الحمية المثالية . 
تولدالأعمدة مخروطاً واقعاً بين الجزء الموجب من محو ر + والمستقيم 
رحن في الحالة الأولى ! -,1(= x = 1.2" y‏ مق الندول + 


010 o: 0 |S 


| 0 0 -iI e IOG- 0 O 
1 
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. yA - 0, م؛ عندئذ #0 مر‎ = ]2 - 1[ i> 

. yA < 0, عندئذ 0 > مر‎ ty=|1 - 1[ is 

. ۷4× Syb > 0 تعطي‎ Av 2b tyAx 2 0 تعطي‎ yA 20 

التدفق الأعظمي ٠۳‏ بالمقطع الأصغري الفا صل بين العقدة ٦‏ عن بقية 
العقد. 

التدفق الأعظمي A‏ بالمقطع الأصغري الذي يفصل العقد ٤-١‏ عن العقد 
6= 

بزيادة السعة في الأنابيب من العقدة ٤‏ إلى العقدة ٦‏ أو من العقدة E‏ 


yor 


سوبع 
دوبع 
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yl‏ الخطي وتطبيقاته 


إلى العقدة 0 ستحصل أكبر زيادة في التدفق الأعظمي . يزداد التدفق 
الأعظمي من ٩-۸‏ . 

أكبر تدفق من العقدة ١‏ إلي العقدة ٤‏ هو”. 

نفرض أن سعة جميع الأضلاع تساوي الواحد. عدد الأضلاع 
الأعظمي التي تفصلء عن: هو التدفق الأعظمي . عدد الأضلاع 
الأصغري التي تفصل ءعن؛ هو التكلفة الأصغرية (لأن لكل ضلع سعة 
تساوي الواحد) . لذا النهاية العظمى للتدفق = النهاية الصغري للمقطع . 
مجموعة عظمى للزواج من 4 هي 2-1,3-2,2-4, 1-3؛ PUK‏ تام من 
أجل8 هو 5-1, 4-3, 3-5, 2-4 , 1-2 . 

الأسطر 1,4,5 ؛ للمصفوفة الجزئية الناتجة عن الأسطر 1,4,5 والأعمدة 
5 محقق 343>5. 

يحتاج إلى أربعة مستقيمات . الزواجات اله تحتاج إلى k‏ من الوحدان 
الواقعة في أسطر و أعمدة مختلفة . يأخذ » من المستقيمات لتغطية هذه 
الوحدان لذا يحتاج إلى» » من المستقيمات. على الأقل» لتخطية جميع 


الوحدان . 
(أ) للمصفوفة n‏ 2 من الوحدان التي لايمكن تغطيتها بأقل من Lapin‏ 
OY‏ كل مستقيم يغطي تماماً واحدين . 
fit Lad‏ 
EEE ie‏ 
Ool ۴‏ 
rT FF 8 1‏ 


بتطلب ذلك» على الأقل» ثلاثة مستقيمات لتغطية الوحدان التي 
عددها ١6‏ . 


الأمر واضح 5 
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TIAA 


1-0-۸ 


حلول بعض التمارين المختارة Foy‏ 


pail‏ طريق من S‏ إلى :هو 1-2-5-6 أو 1-3-5-6 . إحدى أصغر الأشجار 
هي 1-2-4-3-5-6 . 

1-3,3-2,2-5,2-4,4-6 و 2-5,0-6,2-4,3-2,1-3 

)1( تنطلق الطريقة الجشعة ب ۸ من الأشجار المختلفة . في كل خطوة 
تختار شجرة 7 وتضيف ضلع WS‏ أصغرية » . أفرض» في خطوة ما 
أن الشجرات ٠‏ الموجودة TA SLE)‏ ماكانت جزءَ من شجرة ممتدة 
أصغرية 5 » لكن الضلع الجديد e‏ (الوارد على7 ) ليس جزءً من 5 . من 
المؤكد أن على 5 أن تحوى ضلعاً آخر يصل عقدة من داخل 7 إلى عقدة 
خارجة عن 7 ؛ وإلا فإن S‏ ليست ممتدة . ومن المؤكد أن هذا الضلع'ء 
ليس pail‏ منء » الذي كان الضلع الوارد على ”ذا التكلفة الأصغرية. 
لذا يمكننا حذف ' عمن 5 وإبداله ب دون زيادة في الطول الكلي . ١هي‏ 
أيضاً شجرة ممتدة أصغرية . (ب) ليس من الضروري أن يحوي الطريق 
الأكثرقصرا الضلع الأقصر! أنظر ۲-٤-۸‏ . 

(أ) الأسطر 1,3,5 (ب) الأعمدة 1,3,5 ( ج) المصفوفة الجزئية الناتجة عن 
الأسطر )1,3,5( والأعمدة )1,3,5( . (د) السطران 2,4 والعمودان2,4. 


اجعل ris‏ في نهايته العظمى ضمن 


4 0 0 : 
{4 x -|2 < الشرط0‎ 


x 
w 


3 
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w 


- 10x, + 70(1 - x,) = 10x, - 10(1 - x,), او‎ x, = 3,4) = 23> 10y, 
؛ معدل الربح‎ yi =1, y - م76 = (رجر- 10)1 + أو‎ - 10(1 -y,) 
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× يضمن ربح Y‏ باختيار العمود الثاني دائماً؛ يضمن خسارة لا تزيد 


704 
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الجبر الخطي وتطبيقاته 


عن ” باختيار السظر الأول .. لذا [0 1]= Tay‏ 0]د wx’‏ 
يمكن ل× ضمان ربح » باختيارالعمود J‏ » لأن ذلك أصغرعنصرفي 
هذا العمود . يمكن YJ‏ أن يخسرما لايزيد عن زه با ختيار السطر: e‏ لأن 
ذلك أكبرعنصرفي هذا السطر . في التمرين السابق» كانت2 = a‏ توازنا 
من هذا النوع ٠‏ لكن إذا بادلنا بين 2 و4 الواقع تحته» فلن يوجد عنصر 
يتمتع بهذه LLI‏ صة وتتطلب خطة مختلطة . 

يظهر التقاطع ر عندما.(ر- 2)1 + :3 = (ر- 3)1 + ر gle‏ ل = "ديو 
أعلى (أصغرقيمة عظمى) هي 7 . 

أفضل خطة ل اي تز یې اتی لايع مستقيم أفقي بارتفاع 
عامقا es‏ ميب i‏ 
iy + 2)1 -«(( +10 + 1 -y)) =2‏ لذا × يلعب بالأعمدة 
بالتواترات + ,2.0 . 


. القيمة صفر‎ »« =| esj; a iy 


n انها‎ 


2 3 


إذا كان( .ج ,گا = OP er‏ × سير بح 5 مقابل أي خطة ل ا؛ 


1 
إذاكان(7. .ج Y Obey ath,‏ سيخسر © مقابل أي Jabs‏ × ؛ 
هذا التوازن بحل اللعبة . 

النهاية العظمي الداخلية هي الأكبر من « و د« ؛ نكثف كل cle x‏ 
هذاالواحد. عندئذ» إنهاء هذا الشرط الكبير 1 = د« + yi‏ إلى النهاية 
الصغرى i‏ يعطي الجواب ! 

في )5( yA"‏ ك دمر OY emin‏ النهاية الصغري على كل y‏ ليست 
أكبر من قيمة الحالة الخاصة ty”‏ بصورة مشابهة من أجل 


11-0-۸ 


1۳-0-۸ 


\£-0-A 


حلول بعض التمارين المختارة 


Vog 


y Ax” < maxy Ax‏ إذا كانت المساواة صحيحةفى(5).فإن 


e4 =y Ax’‏ لذا يكون ذلك» من أجل كل ey‏ أصغرأو يساوي 
tyAx’‏ هذاهو النصف الثانى من )4( ۰ وبنتج النصف الأول من 


5 +, + 
. max y Ax =y Ax 


yax’ =ly, + ty, e Ax” =| a‏ الذي يساوي 2/من أجل 
كل خطة للا ؛ ١|‏ - د 2 ;|= 4 «و 


je i معدل الربح‎ tx” 


الملحق (أ) 


100 01 190 

erate ato La 10€ = î م‎ 
001 00 2 

کیا iS‏ 07= م 

r, [106 ]_1f1 -1]f4o]f 1 ila 

aaa | ik WEAR ۵ 


gull cy Ax‏ إلا كن أن يريد عن“ 


g: 


اهاد اخ EEE‏ 


vi. 


الحل العام (5 -E,‏ 1 ,1) = + ؛ الحل ذوالطول الأصغري (+ ,+,1) = xP‏ 
(أ) بأعمدة مستقلة» فضاء الأسطرهوجميع :"4708 = *-74 واضح 
(ب)47)447(718 واقع في فراغ الأسطر OY‏ جداء gh AT‏ متجه يقع 
في هذا الفضاء؛ ATAx* =ATAAT(AATY'b=AD‏ 

A =Q,20;3' - 0, 03 Q20" = 05', 0 - 0, 05! , S' - QO: 
مضروبا بمتجهماء لذايبقى في فضاء الأسطرل‎ UT هو‎ Atb 
الفضاء الصفري ل4 .كذلك‎ U = row spac 
A*AATb=U"L"L "نا‎ UU") L" Ly 'L'b=A"b 
A =Q, ZO} 3 A* -0,5*0( د‎ AA* -0,25*0 = 

(AA)? = Q,EE*EE"O] = 29,5507 = AA"‏ » السبب ذاته من 
أجل * 44 A*A;‏ و ATA‏ يسقطان على فضاء الأعمدة وفضاء الأسطر 
بالترتيب . 


u, 
— = “مق‎ + x) + e*x,, Au, = e*UAx, + Ax) = e* (81x, + 8x, +x) 
1 


حلول بعض التمارين المختارة VAN‏ 


B? لأن0-‎ e® = 


كل مصفوفة A‏ مشابهة لمصفوفة جوردان oJ =M 'AM‏ واستناداً إلى 
الجزء (أ). J = PIP!‏ (هنام مكونة كتلة فكتلة من تباديل القطر الثانوي 
old Lc‏ | فة تدا اا 
T.‏ 


M'AM =J=PJ"P' = PM"A"(M"Y 'P AT:‏ أو 


A=(MPM")A"( MPM" Y' 


VAAN: 


Complete square 
Trace 
Coordinate 
Polar 
Statistics 
Stopping test 
Basis 
Orthogonal 
Standard 
Independence 
Linear 
Primal 
Exponential 


Pure 


vié 
أسعار الظل‎ 
إشارة قيمة ذاتية‎ 


اشتقاق 


ثبت المصطلحات 


Shadow price 
Projection 

Sign of eigenvalue 
Differentiation 
Minimax 
Complement 
Imaginary number 
Maximal 
Economic 
Optimal 
Optimality 
Diffusion 


Reflection 


Alternative 
Diynamic programming 
Linear 


Graph 


Trivial 
Variance 
Permutation 
Commutative 


Summation 


تمثيل تانسوري 
تشاكل (توافقي) 
wie‏ 
تعويض تراجعي 
بين الاسام 

المتغيرات 
تقاطع 


ت 


Vie 


Asociative 

law 
Factorization 

Triangular 

Reduced 

Singular value 
Shift 
Transformation 

Linear 

Discrete 
Superposition 
Conjugate gradient 
Oscillation 
Regression 
Quadratic 
Degenaracy 
Combination 

of columns 

of rows 
Tansor notation 
Isomorphism 
perturbation 
Back subistitution 
Change of basis 

variables 


Intersections 


Diagonalization 
Diagonalizable 
Coast 
Reduced 
function 
Cosine 
Frequency 
Equilibrum 
Congruence 


Distributive 


Dual 


Duality 


product 
Inner 
Column time row 
of pivots 
Table 
Square root 
Root of unity 
Direct sum 
Addition of vectors 


Potential 


جوردان 


VV 


Jordan 


Elimination 


Input-output 
Eigen function 
roof 
Degree of freedom 
Circulant 
Rotation 

Plane 
Almost periodic 
Unit circle 


Decartes 


Rayleigh 
quotiant 
Ritz 

Quadratic 

Interest 
Compound 


Rank 


ثبت المصطلحات 


Effective 
one 
Notation 


Wronskian 


Group 
Polynomial time 


Overrelaxation 


Row at a time 
Capacity 
Chain of matrices 


ill-conditioned 


Singular 

value 
Network 
Tree 

Spanning 
Boundery condition 
Jacobian form 


Product 


ثبت المصطلحات 


عامل مرافق 


VIA 


Minor 

Nullity 

Row picture 
Column 
Euler’s formula 


Jordan 


Block multiplication 


Premultiplication 


Energy 

Method 
Simplex 
jacobi 
Greedy 
Finite element 
Power 
Karmarker 


Newton 


Cofactor 


Condition number 
Complex 
Conjugate 

Loop 

Band width 

Node 

Column at a time 


Perpendicular 


Gauss 
Elimination 

Incomplete 
Inhomogeneous 
Inconsistent 
Vnstable 
Dependent 
Indefinite 


Underdetermined 


Breakdown 

Vandermond 

Finite difference 
Matrix 


Space 


vv\ 


Row 
Column 
Function 
Eigenspace 
Nullspace 
Left 
Hilbert 
Subspace 
Fundamental 
Orthogonal 
Frobenius 
Filipove 
Fortran 
Fourrier 
Fibonacci 


Von Neumann 


Solvable 
Ellipse 
Ellipsoid 
Diagonal 
Pure Power 
of matrix 
Constraint 


Equality 


وحدة 
فضاء 
متجهات ذاتية متعامدة 


Eigenvalue 
Repeated 


Zero 


Block 

of zeros 
polynomial 
Characteristic 


time 


Invariant 


Legendre 


Permutation 

Row exchange 
Minimum principle 
Homogenious 
Vector 

Eigenvector 

Generalized 

unity 

space 


Orthogonal eigenvector 


ثبت المصطلحات 


VYY 


Inequality 
Schwartz 
Triangular 

Taylor series 
Fourrier 

Orthonormal 

Entering variable 
Slack 
Leaving 
Basis 

Companion 

Orthogonal complement 

Mean 
Arithmetic 

Free variable 

Determinant 

Jacobian 

Weighted 

Axis 

Principal 

Partial pivoting 

Cone 

Range 

Companion 

transpose 


Least squares 


VVE‏ ثبت المصطلحات 


Rank مرتبة‎ 
Distance مسافة‎ 
Problem aL. 
Diet حمية‎ 
Marriage a! الز و‎ 
Generalized eigenvalues القيم الذاتية المعممة‎ 
Transportation - النقل‎ 
Stable مستقر‎ 
Neutrally < حياديا‎ 
Straight line مستقيم‎ 
Complex plan مستوي مركب‎ 
Similar alin 
Matrix مصفوفة‎ 
Transportation انتقال‎ 
Consumption استهلا ك‎ 
Projection b uul 
Exponential أسية‎ 
Reflection انعكاس‎ 
Elementry as أو‎ 
Covariance التغاير‎ 
Symmetric ية‎ bls 
Skew تخالفية‎ 
Tridiagonal ثلاثية الأقطار‎ 
Bidiagonal ثنائية القطرين‎ 
Jordan جوردان‎ 
Submatrix - جزء ية‎ 


دوارة 

دوران 

سيئة الشروط 
شاذة 

شبه معرفة 
العوامل المرافقة 
غير معرفة 


قابلة للتقطير 


ثبت المصطلحات yyo‏ 


Circulant - 
Rotation - 
ill-conditioned - 
Singular - 
Semidefinite - 
Cofactor - 
Indefinite - 
Nondiagonalizable - 
Nonnegative 
Nonsingular 
Finite difference 
Fourier 
Diagonalizable 
Adjugate 
Diagonal 
Mass 

Markov 

Permutation 
Triangular 
Lower 
Upper 

Echelon 

Rectangular 

Similar 

Coefficient 


Nilpotent 


Positive definite 
Defective 
Preconditioner 
Rank one 
Positive 
Normal 
Five-point 
Hermitian 
Unitary 
Incidence 
Inverse of 
Transpose of 
Submatrix 
Fundamental 
Zero 
Multiplier 
Lagrang’ s 
Differential equation 
Heat 
Difference 
Wave 
Inverse 
of producte 
Pseudoinverse 
of transpose 


Left 


يونغ 


yyy 
Right 


Overdetermined 


Halfspace 
Spectral radius 
Minimax theorem 
Spectral 
Saddle point 
Normal mode 
Minimum 


Maximum 


Householder 
Hessenberge 


Hissian 


Existence 
Uniquenss 


Wilkinson 


Span 


Young 


VVA 


انكليزى - عربي 


Absolute value 
Addition of vectors 
Adjugate Matrix 
Arithmetic mean 


Associativel aw 


Back - substitution 
Band matrix 

Basic variables 
Bidiagonal 

Block 

Block elimination 
Block multiplication 


Boundary condition 


Chain of matrices 
Change of basis 

of variables 
Characteristic equation 
Checkerboard 


Circulant 


eas‏ المصطلحات 


Bly عامل‎ 

مصفوفة العوامل المرافقة 
صورة عمود 

فضاء أعمدة 

متجه عمود 
تركيب أعمدة 


VYA 


Cofactor 

matrix 
Column picture 

space 

vector 
Combinaison of 

of row 
Commutative 
Commute 
Companion matrix 
Complement 
Complete the square 
Complex conjugate 
Copmplex number 

plane 
Compound interst 
Condition number 
Cone 
Congruance 
Conjugate 

gradient 

transpose 
Constraind 
Coordinate 
Corner 


Cosine 


ت المصطلحات 


Cost 

Cramer's rule 

Cross-product 
matrix 


Cut 


Defective 
Degree of freedom 
Dependent 
Determinant 
formula 
Diagonalizable 
Diagonalization 
Diagonaly dominant 
Diet problem 
Difference equation 
Differential 
Diffderentiation 
Diffusion 
Direct sum 
Discrete 
transform 
Distance 
Distinct eigenvalue 


Didtributive 


تحويل فوريه السريع 


VA\ 


Dual 


Duality 


Edge 
Effective rank 
Eigenfunction 
Eigenvalue 

matrix 
Elementry matrix 
Elimination 
Ellipse 

Ellipsoid 
Entering variable 
Equality constrainta| 
Equilibrim 
Error 

vector 
E uler‘s formula 
Even Permutaion 
Existence 


Exponential 


Factorization 


Fast Fourier transform 


VAY‏ ثبت المصطلحات 


Feasible set مجموعة ملائمة‎ 
Finite difference الفرق المحدود‎ 
matrix مصفوفة‎ 

يقة العنصر المحدد Finite element method‏ 
مصفوفة النقاط الخمسة Five-point matrix‏ 
الفضاء ات الحزئية الأساسية Fundamtental subspaces‏ 
مصفوفة فوريه Fourier matrx‏ 

هتسلسلة matrix‏ 
متغيرات حرة Free variables‏ 
Frequency pls‏ 
فروبيتنيوس Frobenius‏ 
© 
لعب Game‏ 
الحذف الغاوسى Gaussian elimination‏ 
حل عام Genral solution‏ 
مسألة القيمة الذاتية المعممة Generalized eigenvalue problem‏ 
متجه ذاتي معمم Generalized eigenvector‏ 
بیان Graph‏ 
خوارزمية جشعة Greedy algorithm‏ 
زمرة Group‏ 
© 
نصف فضاء Halfspace‏ 
شرط هول Hall‘s condition‏ 


Heat equation الحرارة‎ doles 


قبت المضطلحات 


od 

525 

غيرمعرف 

عدد غير منته من الأبعاد 
الحلول 

غير متجانس 

جداء داخلى 

pi داحل-‎ 

تكامل 


VAY 


Hermitian matrix 

Hessian 

Hilbert matrix 
space 

Homogeneous 


Householder 


Identity mayrix 
Ill-conditioned 
Imaginary number 
Incidence matrix 
Incomplete 
Inconsistent 
indefinite 
Infinitee-dimenional 

of solutions 
Inhomogeneous 
Inner product 
Input - output 
Integration 
Intersection 
Invariant 
Inverse 

formula 


of product 


VA 

المنقول 

يقة القوى العكسية 
قابل للعكس 


يقة جاكوبي 
محددة 


of transpose 
Inverse power method 


Invertible 


Jakobi method 


Jacobian determinant 


Jordan 


Karmarkar 


Kernel 


Lagrange multiplier 
Low of inertia 
Least squares 
Leaving variable 
Left inverse 
nullspace 
Legendre 
Linear combination 
indenpendence 
programming 
transformation 


Loop 


VA 


Marriage Problem 


Matrix 


Adjacency 
Band 
Circulant 
Coefficient 
Cofactor 
Consumption 
Covariance 
Defective 
Diagonal 
Diagonalizable 
Difference 
Echelon 
Elementry 
Exponential 
Finite difference 
Fourier 
Hessenberg 
Hilbert 
Indefinite 
Invertible 
inverse 
Jordan 


Lower triangular 


VAI 


ماركوف 
کتل(أوزان) 
ضرب 
صفرية(معدومة القوة) 
غير قابلة للتقطير 
غبر سالبة 
غيرشاذة 
نظامية 


Markov 

Mass 

Multiplication 
Nilpotent 
Nondiagonalizable 
nonnegative 
Nonsingular 
Normal 
Notation 
Orthogonal 
Permutation 
Positive 
definite 
Projection 
Rectangular 
Reflection 
Rotation 
Semidefinite 
Similar 
Singular 
Skew-Hermitian 
Skew-symmetric 
Symmetric 
Transition 
Transpopse of 
Tridiagonal 


Unintary 


VAY 


Mean 
Minimax 
theorem 
Minimum 
principle 
Minor 


Multiplier 


Negative definite 

Network 

Neutraly stable 

Newton‘s law 
Method 

Nontrivial 

Norm 

Normal mode 

Nullity 


Nullspace 


Odd permutation 
Operation 
Optimal 


Orthogonal complement 


VAA‏ ثبت المصطلحات 


متجه ذاتي 
فضاء جزئي متعامد 
تقوم 
متعامد نظامي 
تدبدب 
مفرط التعيين 


زيادة إسترخاء 


موازي 

متوازي السطوح 
متوازي الأضلاع 
محورة جزتيه 
حل gh‏ 
تبديل (مبادلة) 
عو 


eigenvector 

subspace 
Orthooanalization 
Orthonormal 
Oscillation 
Oerdetermined 


Overrelaxation 


Parallel 
Parallelepiped 
Parallelogram 
Partial pivoting 
Particular solution 
Permutation 
Perpendicular 
Perturbation 

Pivot 

Plane rotation 
Polar coordinates 
polar decomposition 
Polinomial time 
Positive definite 
potential 

power of matrix 


method 


ثبت المصطلحات 


VAA 
preconditioner Hod مكيف‎ 
Premultiplication ضرب من اليسار‎ 
Principal axis محور أساسي‎ 
Product (oO 2 جداء( حاصل‎ 
of pivots محاور‎ 
Progection إسقاط (مسقط)‎ 
matrix مصفوفة‎ 
Pseudoinverse معكوس كاذب‎ 
Pure exponencial yale ol 
Pure power قوة خالصة‎ 
© 
Quadratic تربيعي(رباعي)‎ 
Quantum mechanic ميكانيك الكم‎ 
Range 9 مدى‎ 
Runk 4s) 
one واحد‎ 
رف‎ 
Slack variable متغير متراخى‎ 
Solvable i قابل للحل‎ 
Space فضاء‎ 
Span ` يولد‎ 


Spanning tree شجرة بممتدة‎ 


ثبت المصطلحات 


Spectral radius 
theorem 
Square root 
Stable 
Standard basis 
Steady state 
Stopping test 
Straight line 
Subspace 
Fundamental 
Intersection 
Orthognal 
Sum 
squares 
Summation 


Superposition 


Table 

Taylor series 

Tansor notation 

Trace 

Transformation 
Transportation probleme 
Tree 


Triangle inequality 


يونغ 


VAN 


Triangular Factorization 


Trivial 


Underdetermined 

Uniqueness 

Unit circle 
vector 


Upper triangular 


Value 
Vandermonde 
Variance 
Vector 

space 


Von Neumann 


Wave equation 
Weighted 


Wilkinson 


Young 


VAY 


فيمة ذاتية صفرية 


Zero eigenvalue 


Submatrix 


slaggal كاك‎ 


O‏ أضغراقلمةعظبى tive Yii‏ 4ة 
1۹ 
إضافى Yoo‏ 


A OY" c EAE c YYA 1 ! إغام‎ 
۲۷۷ » VIA إلى مريع أغداد تشيلية‎ ) 


لي ان د ال EVV PAP‏ 


Jae‏ 3ع ver‏ عن امد 
قطبى 478714 او 
إحصاء We VAG 11۷ » ogy Leal VY FY YET e YYA‏ 
اختبار التوقف ٥۹۷‏ أمثلية VA » 11۷ c OAV‏ 1۷۰ 
he 19% og‏ ا سياه 
قائم CYTO VET EVES VAO € ١ا/١ساكعنا ١989‏ 
معتاد YEY‏ 88 
استقلال ۱۱۸ » ۱۲۲ PYT e‏ © 
۳۷١ 6۱۲۲ EVA. dae‏ 
أساسى 15+ a VAs Fî Je‏ 
ul‏ "افا lies VAG EYE e fê‏ 1413 
oa‏ وس ووم خطية TAVE OAY 6 OVA‏ 
أسعار الظل DONA ene 577 » ٦٠١‏ 
إسقاط(مسقط)هلا١ Ver 5١7” VALE‏ & 
Teo YTA‏ 
تافه ۱۱۸ 


إشارة قيمة ذاتية O80. OFF‏ 


o YEY sold 
TON ANEN ape ٤٦۳ » ۱۸۰ » ۱۷۷ اشتقاق‎ 


var 


4٤‏ كشاف الموضوعات 


YEA E YYY e VAY pas 

Your) تبديلى‎ 

۱۹۹ » ٤۰ c YA تجميع‎ 

ed تجميعى‎ 
VAA » ۳۵ قانون‎ 

۷۰۵ YAY c tée Y تحلیل‎ 
١١666٠: EV shee 
.م‎ Yao YAV مختزل‎ 
٥0١ » YAV c ۲۰۹ القيمة الشاذة‎ 
MOE TUE 

OOV » 00٩ تحوير‎ 

WE تحويل‎ 
EEV ۱۸۰ e ۱۷١ خطى‎ 
759 منقطع‎ 

Yio تداخل‎ 

تدرج مشتق EYA‏ 

OTe EVO » ٤۱۷۰ ۳۹۰ تذبذب‎ 

7١6 تراجع‎ 

OVE EVITA aus 

595 تردي‎ 
W » ۷٤ e 78 تركيب أعمدة‎ 
خم‎ ۴ bul 

YA تانسوري‎ Jee 

تشاکل(توافقي) 195 

AY ga 

۷۰۵ Yea V0 تعويض تراجعى‎ 

EAT اماع‎ SAY تغيير الأسامى‎ 
٠٠۳ tto المتغيرات‎ 

VA) تقاطع‎ 


۳۷١ ۰ ۳۷۳ „ha 


Yo HOF 2 ¥V4 » ۳۷٤ قابل للتقطير‎ 


تكلفة 14 


مخفضة ٥۹۷‏ 
دالة تكلفة ولاه » VY‏ 
جيب التمام 516 » ۲۱۹ » Yu:‏ 
توتر 55١‏ 
توازن c ١78‏ 5١ه‏ 
توافق ٥۰۳‏ 
توزيعي YO‏ 


51١8 SAY ثنوي (مرافق)‎ 
VOE WUE TV! ¢ moig 


AT VAS eld‏ ووم 
دل Pov ê Vie VAG TAG TV‏ 
a‏ ق TW Kote Be‏ 
A pbe‏ 

٤1١» ٤۳۹ جدول‎ 

AV B48 ARF e 

٤۳۸ e YYY جذور الوحدة الاك‎ 


جمع مباشر Yee‏ 


١05 جهد‎ 
EAN EIT ٤00 . £80 جوردان‎ 


TEV NEVE نك‎ 6E YG, حذف‎ 


داخل - خارج Yat‏ 
دالة ذاتية 51١١‏ 


دالة سقف 0717 


كشاف الموضوعات 


EEY 17513 shat] درجة‎ 

دؤارة 5854 

IIA e PYY › YEE › 1۷1 دوران‎ 
009 e EW مستوي‎ 

دوري تقريبا EY‏ 

دائرة وحدة ۲۷۱ EYA‏ 

٦ ديكارت‎ 


a 
رايلي‎ 


oof coc oY < OVE تسبة‎ 
٥۳۳ oyo jay 
Site ¥ T وباعى‎ 
TAL ربح‎ 
۴۸8: مركن‎ 
TUTE VOY 35 a EAE NAY رتبة‎ 
لاك"‎ YIA 
TW فعلية‎ 
FAY o YYA EV واحد‎ 
YA رمز‎ 
004 رونسكيان‎ 


زمرة \4 


زمن كثيرة حدود 1١1‏ 
زيادة استرخاء OVD OVE‏ 


Fee v¥ كل مرة‎ 2 heu 
WY inn 

سلسلة مصفوفات Yoo‏ 0*4 
سيئة الشروط ٥۳۷ . 8١‏ 


4٥ 


9 


F¥e cove 1۹2 ٩ aL 
615 » 5565 قيمة‎ 

YAE شيكة‎ 

١58 شجرة‎ 
Vrye ee VOR cose 

Ao. VÉ شرط حدي‎ 
VEY » 1۳۸ هول‎ 

شكل جاكوبي FEO‏ » 0554 ۷۰۳ 


شكل جداء 5١١‏ 
6 


1175 5333785 صغيرة‎ 
YAT e YAY o YV صفرية‎ 
۲۸ ۰٩ صورة سطر‎ 
۲۸۰۹ صورة عمود‎ 
١94 صيغة اولر‎ 
EAN e £11 > £006 548 جوردان‎ 


© 


ضرب الكتل PEV e ٤١‏ 
ضرب من اليسار 70 


© 


6١7 طاقة‎ 

ريقة 
الإفراد OAY OAY‏ .591/6501 
جاكوبى Ve (OTE «oo‏ 


VEN جشعة‎ 


vat‏ كشاف الموضوعات 


OYE العنصر المحدود‎ 
OY OFA القوى‎ 
٦۰۳ » OAN . كارماركر لالاة‎ 


ooY نيوتن‎ 


Q 
TYE عامل مرافق‎ 
0£0, ۵٤۳ e 0۳۸ OFT شرطى‎ ote 
۲۷۷ , ۲۹۹ مركب‎ 
او ع‎ 6 EVV Gils 
1٤١ e ۱0۹ VOE عروة‎ 
V4 رصن کرام‎ 
VOY عقدة‎ 
VAT Tec ۲۷ عمودفی كل مرة‎ 
EYY ve VAS, مودي‎ 


9 


غاوس 
حذف ۱0 ۲ 6۳ ¿ PEV‏ 
غير تام ٥۷۳‏ 
متجانس ١١١‏ 
yroa Jao e VA Gace‏ 
مس هوم 311 
مستقل VY xe ١١8‏ 


EAV ٤۸۱ معرف‎ 


غير معين 10 
9 
فاشل ١9‏ 


۳۲٣۰۱۴٤۷ فاندر موند‎ 
OYE YYA VO فرق محدود‎ 


YO مصفوفة‎ 


٠١۲ ١ ٩۳ فضاء‎ 
CVV ۲۰۲ Woe ie aul 
WY «EY 
۲۹۹ YeP ۱۳۹ ۰ ۹۸ أغمدة‎ 
۲٣۰۰۹٤ دوال‎ 
TUE ا‎ 
EE N NN TE 
Vere PE sole 
١5٠١ هيلبرت‎ 
OVO EAT > 1° CAE جزئى‎ 
TAG + Wiget 
EV YES Ge) عا مد‎ 
PAN ya gene? 
TAY c EOV فيليبوق‎ 
۷۰۵ , 595 78 فورتران‎ 
EAN e ٤٤٤ . ۲۷۷ , 5569 فوريه‎ 
TA FQ ¢ FA ع‎ FET 258 gud 
TAa Dg 


© 

قابل للحل 98 . Yete ۱١۰‏ 1۲۳ 
قطع ناقص EYY‏ 

مجسم GAT TT‏ ع OVW‏ 
خالصة 
قوة خالصة YAV‏ 

45٠١ . YVA قوة مصفوفة‎ 
OAY 43 
٥۹٩۰ مساواة‎ 
¢ SAV ¢ PVA › ۳71 › 11 قيمة ذاتبة‎ 
StA 

TAY e ٤0۷ e LOL ۳۷1 مكررة‎ 


TIA صفرية‎ 


كشاف الموضوعات 


=) 


00٠ (مصفوفة)‎ abs 
>88 ۳۳۸ Yeo أصفار‎ 
VEV كثيرة حدود‎ 
PHY Sue 
WV عن‎ 


oY Aua لا‎ 
YU لوجاندر‎ 


TEA a TTI e VAY dole 
YYY TVA 661 68٠ c YY أسطر‎ 
517 مبدأ التهاية الصغرى‎ 
115 1 1 pleas 
1 متجه‎ 
ا ما‎ OB 
TAY e 451 pane 
YEY وحدة‎ 
فضاء‎ 
متجهات ذاتية متعامدة‎ 
TYY » OVA متراجحة‎ 
¢ 1 a YYY e YAV e Yio شوارتز‎ 
EIA c YAN 
oft YYY GL 
GAY ففسلسلة يلور‎ 
YOACYEN فوريه‎ 
» ۲٣۵ YEV YEY 7٠١١ متعامد نظامى‎ 
£00 


متغير داخل 097 OAV‏ 


CUTS SY 


VAY 


٥۹۰ e OAY متراخى‎ 
301597 باقى‎ 
OMY VIF FV pull 
YYY مرافق‎ 
ندا‎ oa aed 
70١8755 bugs 
Ye VV gle 
Bits Mi etek ol ade 
FT TTA TVA PIT e Ti Bua 
Tov ete’ جاكوبى‎ 
٩۰۵ c YAA محمل‎ 
544 e EYY ۰ VAY محور‎ 
a EAT E gal 
Vue Ro E 
We مخروط‎ 
۱۳۷ مدى‎ 
YVY مرافق‎ 
Te FY e YYY a Tidy 
27011179 03755 مربعات أصغرية‎ 
o۲ orq 
o YA EVAN os VIA VIN قوتية‎ 
TV YAA 
۳۰۸ مسافة‎ 
مسألة‎ 
INE c OAY حمية‎ 
io الزواج‎ 
٠٠۹ » OnT EVE القيم الذاتية المعممة‎ 
541١ e OAT النقل‎ 
CEA oF t ENY TAP ق قل‎ 
Wo 
٤۱۱ PAY حياديا‎ 
۲٣۵ » ۲۵۲ e ۲٤١ e YIT مستقيم‎ 


VAA‏ كشاف الموضوعات 


مستوي مركب 

مشابه 
انتقال كك ۳۲۰ 
استهلا ك YVY‏ 
اسقاط EYEN 55015١931١846‏ 
VOC FIA‏ 
أسية £90 » 548 
انعكاس 51٠ © YAO‏ » ۳۷۷ 
أولية VELEN ٠۳۰‏ 
التغاير Yo)‏ 
تناظر ية 548 0 5780 » ٤٥۳‏ 
تخالفية ۳۰۸ . 6٠‏ 
ثلاثية الأقطار Vo‏ 
ثنائية القطرين VÝ‏ 
جورقان ETT e £00 6 EEO‏ »اه 
جزئية Ora e EAA c YEV e YIA‏ 
قوارة £££ 
دوزاة للا o VAY‏ بم 
سيئة الشروط ١‏ » لالاه 
A BLA‏ قاع ا 
شبه معرفة 6٠٠‏ 
العوامل المرافقة ٠4لا‏ 
غير معرفة EAV » EAN‏ 
غير قابلة للتقطير 755 . FETC ۳۷٤‏ 6 
TVA) , £08‏ 
rae yay Ou‏ 
شاذة ۱۷ > ۱۹ ١6٠.554 › OFE‏ 
فرق محدود CORT ۳۲۸ ۰ Of‏ 
VY wo‏ 
فورية CELE EFA c ¥۹ YTA‏ 
الث 


e ٤٥۳ ۳۷٤ e ۳۷۳ „hal قابلة‎ 
Wea CW 
۷١١ قرينة‎ 
Tee . 69 قطرية‎ 
oeeo الكتل‎ 
EW £7 و‎ PATYA ماركوف‎ 
۳۱۸ ۰۹۱ » ON مبادلة‎ 
5944 c 5809 e 75 مثلثية‎ 
٤٤ bbs 
٤۲ Ue 
VYE e NNO c ۱١۷ مدرجة‎ 
YA مستطيلة‎ 
££0 مشابهة‎ 
۲۲۵ معاملا ت‎ 
EVN معدومة القوة‎ 
4۸۷ e EVV ء‎ 788 c ۷۳ معرفة إيجابيا‎ 
80465٠5 ۳۷٤ Ch Vids 
ONE مكيقة مسبقا‎ 
PAY e ۲۱۹ ٠ ۱٤۷ من الرتبة واحد‎ 
۳۹۷ موجبة‎ 
EVV ٠ £006 7 نظامية‎ 
۷٠٠١ . ٥۷١ النقاط الخمس‎ 
EVV. LOVE EVO هيرميتية‎ 
٤٥۳ 55١ EO واحدية‎ 
۷۰١١ 57# 1867 الورود‎ 
٥۸ » ٤٤ معكوس‎ 
۳۲۱ ۰ ۲۲۱ » ٦1 منقول‎ 
Ore e EAV YEV e ۲۹۸ مصفوفة جزئية‎ 
5584 e AYE habi 
۳۳۸ 7١6 صفرية‎ 
YAA » EE VO مضروب‎ 
WY ELEY مضاريب‎ 


كشاق الموضوعات yaq‏ 


© ۳۸۹ ۰ ۳۸٤ . ۷۵ معادلة تفاضلية‎ 
٤١١ الحرارة‎ 
VEY gens ۳۸۹ e YAE c VO فرق‎ 
١57 وحدانية‎ 47١ موجة‎ 

OEY 28٠١ ويلكنسون‎ oie EÈ Kae 
Te معكوس جداء‎ 


é WT errta Aa ١17/60 كاذب‎ 


© We 


٦٦ منقول‎ 
iE Wy E NAY E VET ¿ VYE ¿ OA يساري‎ 
0554 يونغ‎ We 84 

يمينى 8ه ٦۷۹ › ۱۳٤١ c‏ 
مفرط التعيين 


OVA تنصف فضاء‎ 
٠٦٤ نصف القطر الطيفى‎ 
718 shots dll ta Bs 
EOY e EYY الطيف‎ 
VOY 6 VEO » ٤۸١ نقطة سرجية‎ 
EVV e PTT نمو ذج نظا مي‎ 
EVA c EVO نهاية صغرى‎ 


٥۵۳ e ۳۲۸ عظمى‎ 


9 


OFT ¢ Pe هاوسهولد ر‎ 


هي سنبرغ «oor CTY‏ 004 
هيسيا ن 4/7 


6 ١ ISBN: 
Il W 
- 2976739 


AN i 


Na 
E 
0 

NY 


SERS ie oe 


